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Prélogo

Lo matemdtico, junto con los demés materios de fo preparatoria, tiene
como obietivo general lo formacion integral del educando como persong,
ddndole los bases intelectuales para conformar su criterio de modo que
éste le permita desenvolverse en el medio técnico y social que le rodea,
de ocuerdo con su capacidad vy personalidad,

El objetivo particular de los cursos de matemdtica, que con este libro
se inician, es el de desarrollar lo habilidad en &l uso diario y constante del
razonamiento logico deductivo, ademds de introducirlo al lenguaje sim-
bolico que utilizan los ciencios y proveerlo de los conotimientos fundo-
mentales de todo sistema matemdtico, osi como de los técnicos para
manipular sus glementos,

Este primer libro se propone como objetivo general: 10. que el estu-
diante logre hacer sus propias demostrociones, dandole el lenguaje sim-
bdlico vy las reglos del razonamiento deductivo en los dos primeras uni-
dades; 2o. familiarizar ol estudiante con la teoria de campo elemental que
le permita manipular los sdmeros reales y fomiliarizarto, también, con ia
terminologio de lo matematica en su enfogue moderno; y 3o. darle la téc-
nica para gue logre la destreza y habilidad necesarias en la operacién con
los efementos algebraicos,

Es convenients hacer notar que el énfoque moderno de la matemética
consiste basicamente en procurar que el alumno asimile ideos que jusgo
debe aplicar con técnica desorrollondo olli sus habilidades, a diferencia
del método tradicional bosado en la memorizacién de férmulas o reglas,
las que al oividarse hacian nulas todas las habilidodes desarrollodas a
partir de su aplicacion, '

Aprovecho este prologo paro hocer patente mi agradecimiento a
quienes con $ys criticas cooperaron a mejorar en algo esta edicion, muy
especicimente ol Lic. Gustavo Mendoza por su dedicacion y atinados

" comentarios.

Mario Villegas Urquidi
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Instrucciones para el alumno

"+ El presente texto ha sido elaborado tomando en cuenta los diferentes

aspectos que caracterizon a los alumnos de Sistemas Abiertos de Ense-
fianza, .

El texto ha sido estructurado de tal forma que le facilite af méximo su
estudio. Cuenta con varias unidades, coda una de las cuales contiene:

1) Ohjetivos generales: que ls informan acerca de lo que se pretende
lograr con el estudio de dicha unidad.

2} Una introduccion: independientemente de la.que apdrece dedicada
al texto, ' . '

3) Un' glosario: que le indica el significado de los términos técnicos
empleados en e} desarrollo de la unidad. -

4) Notacién: en los textos referentes g las ciencias noturcles y for-
males, tales como lg Matemdtica, se encontrardn explicaciones
relacionadus con la simbologia empleado (férmulas, toblas, sim-
bolos, etc.).

Para el estudio def curso fa unidad se hg dividido en partes llomados
madulos. Cada texto consta siempre de 16 médulos. De esta manera,
estimamos que es posible aprobar las asignaturas del plon de estudios
de 'un semestre, en las 18 semanas. Ef modulo de coda asignatura estd

* programado para que lo estudie en un tiempo promedio de 3 o 4.30 horas

por semana. Sin embargo, se le recomisnda que dedigue g cada mg-
dulo, el tiempo que usted considere necesario, de acuerde con. sus posi-
bilidodes. . :

El médulo cuenta con:

1) Objetivos especificos: que ‘desglosan el objetivo general de la
unidad. - :

2) Esquema-resumen: donde se le presenta el contenido de coda
médulo, en forma sindptico.

3) Contenido: se refiere al desarrollo del tema o de los temas.

4) Actividades complementarias: e servirdn de refuerzo en el apren-

- dizaje de una unidad o un médulo especitico,

5) Problemas para autoevaluacion: af final de cada modulo se le dan
una serie de preguntas de autocomprobocién, para que pueda
verificar por si mismo, en qué grado - ha- logrado los objstivos
(propuestos al principio del médulo). Las respuestas correctas las
?gcontrﬂrd al final de cada unided o, en otros cosos, al final del
ibro. : : ' .
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En la parte final del libro, podrd, encontrar, cuondo se estime nace- :
sorio, opéndices que le oyudardn o lo ampligeién y profundizacién de

algln tema. :

Ademas, se le da en las unidades o al final del texto, unc bibliografia -
con la que puede complementar sus estudios o ompiiar su horizonte cul- |

tural, de acuerdo con sus inquietudes,
ADVERTENCIA:

Le recomendamos la lectura cuidadosa y o comprensién de los obie-:
tivos especificos al empezar cads modulo, para que tenga presente lo

que se espera de usted, con el trabajo que relice con.cada uno de ellos.

14

- Notacion

Un factor importante para ia comprensién de cualquier texto de mo-

. temdtica es la correcta interpretacion de los simbolos, pues en textos de

autores diferentes es posible que o un mismo simbolo se le den significa-
dos distintos; por tal razén se ofrece esta.lista de los simbolos empleados
en este curso y su interpretacion. Ellos son presentados en el orden de
aparicién en el libro. ‘ '

SIMBOLO SIGNIFICADO

Es un elemento de, ..
Ne es un elemento de . ..
Conjuntc
Es igual a
Tal que -
Simbolo de lo operacién suma
'Cardinalided del conjunto A
Y asi sucesivaments
Conjunto universat
Conjunto vacio
Conjunto de los nimeros noturales
Simbolo de la operacién multiplicacion
No es igual a :
" "Subconjunto de. ..
No es subconjunto de. ..
Subconjunto propio de
Es mayor que
Es menor que
Es menor o igual que
Es mayor o igual que
Unidn con
Interseccidn con
Complemento de
No es subconjunto propio de
Simbolo de implicacién .
Simbolo de lu operacién diferencic o resta
No es mayor que L
No es menor que )
Simbolo para expresar la operacidn division: {también se usa

2+THTAMm

a

+AV|Uﬂ‘D¢WMAvnmmﬂ*z%tg

a
el simbolo ~ como en F]

Doble implicacién o equivelencia
No, es folso que ‘
Tridnguio

Angulo

Abzg

15
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- R Conjunto de los nimeros reales
E Conjunto de los nitmeros enteros
D Conjunto de los racionales
D Conjunto de los irracionales
T 314758, .. o
+ Simbolo de la operacion rafz cuondrada
% Tanto por ciento
| UNIDAD |
- CONJUNTOS
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Iintroduccién

“Medir y contar fueron lus primeras octividades matematicas del hom-
bre primitivo y ambas nos conduéen a los niimeros”. Haciendo marcas
en |os troncos de los Grboles lograban los primeros pueblos la medicién
del tiempo y el conteo de los bienes que poseian; osi surgid o aritmética.
Después de muchos siglos el hombre alcanzd un concepto mas abstracto
de los ndmeros y de las relaciones entre eflos, y fue hacia fines del siglo
XIX cuando Georg Cantor cred la Teorio de Conjuntos, pero no fue sino
hasta cosi los afios veinte del presente siglo ceando se desarrolié como
tundamento para el enfoque moderno de lo motematica, por Gottob Frege,
siendo Bertrand Russell quien completé, deserrolld y dio amplia publicidad
a los aplicaciones de estg teoria. - . _

La idea de conjunto o como también se le llamo “clase” o “agre-
gado”, es en si, intuitiva y muy antigua. En esta unidad conoceremos los
principios generales de lg teoric de cenjuntos y es muy imporiante su
comprension pues nos sirve como base para unificar y dar cohesién al
estudio de los unidades posteriores, proporcionando un medio intuitivo
y grdfico para lo introduccién de conceptos abstractos y un "lenguoje”
para el estudio de lo Unidad . No se espera lo memorizacidon de las
ideas principoles de la teoria sino mas bien la comprensién y aprecio de
su importancio o medida que las vayan aplicando.
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Obj;etivos generales Diagrama tematico estructural

-Al término de esta unidad el alumno: Conjuntos.

1. Aplicard el lenguaje simbdlico que se requiere en el trabajo y estudio

"Variable.
de conjuntos, : :

: Notocion para construir conjuntos.
2.. Representard grdficamente conjuntos, mediante diogramas de Venn.

_ Conjunto de verdod,
3. Efectuard operocciones con los conjuntos usando las representaciones

enumerative y descriptiva.

‘NOmeros naturales Cordinalidad.
4 operaciones aritméticas,

4. Graoficard, mediante diagramas de. Venn, operaciones combinadas de Conjuntos finitos e infinitos.

conjuntos. : . . .
lguoldad y equivalencia de conjuntos.

Subconjuntos.

Nimeros primos. Miltiplos de un nimero.
Divisibilidud_.

Operaciones con conjuntos. Conjuntos
. complementos.

Diggramas de conjuntos,

Diogramas de Ios operaciones con conjuntos.

21
20
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Glosario -

Conjunto. Coleccién o ogregado de ideas 'u.objetos de cualquier gspecie
siempre y cuando. estas ideas u objetos estén ton claros y definidos
comgo para decidir si pertenecen o ne al conjunto.

Elemento, Los ideos u objetos que formon un conjunto se denominan g

elementos del conjunto.
Oracién obierte. Es toda orocidn en la gue interviene alguna variable. -

Conjunto de reemplazamiento. Cdonjunto que nos prc_)porcipnu los elemen-
tos para reemplazor a lo varioble en uno oracién abierta.

Conjunto de verdad. Los elementos del conjunto de reemplgzamiento que
hacen que lo oracidn sea verdadera forman un conjunto que llamamos
conjunto de verdad.

Varinble. Una varigble es uno letro usoda para representar a cualquier

glemento de un conjunto.

Cardinalidad. EI nimero de elementos contenidos en un conjunio deter-

mina la cardinalidad del conjunto.

Conjunto finito. Es cquel en que es posible determinar el nimero de ele-
mentos que a él perteriecen, no obstonte lo dificuliod que pueda
preseniarse. -

Conjunto infinito. Es aquel en que no es posible terminar de enumerar a
sus elementos. :

Noturales. Conjunto de los nimeros enteros gue nos sirven para contar
- (N=1213..) ' .

Conjunto universal. Conjunto formado por la totalidad de los elementos '
considerados pora una determinada operaci6n. Es equivalente al con- -

junto de reemplazamiento.

Conjunte vacie. Conjunto que no tiene. elementos, también se le llama™

conjunto nulo. i

Conjuntos équivulemes. Son oqu'e[[os que poseen lu misma cardinolidad,
" ounque sus elementos sean diferentes. C ' :

Conjuntos iguales. Dos ‘conjuntds son iguales, si son equivalentes y, dde-

mas, los elementos de uno son también los elementos del otro.

22 : IR

Subconjunto. Dados dos conjuntos A y B en que todos ios elementos de A

pertenecen al .conjunto B, entonces decimos que el conjunto A es
subconjunto de B.

Subconjunto propio. Dados dos conjuntos A y B, decimos gue A es sub-
conjurito propio de B, si A es subconjunto de B y existe a lo menos
un elemento de B que no pertenece of conjunto A.

Niémero primo. Todo nGmero ngtural que admite sdlo dos divisores (lo
unidad y él mismo), se denomina natural primo.

Miltiplo de un nimero. Si K & N entonces, el conjunto de los miiltiplos

de K serd: M = {K, 2K. 3K, 4K, 5K, ...} Code elemento del confunto
M es un multiplo de K.

+

Namero compuesto, Es aquel natural que admite por lo menos dos divi- '
sores primos. Puede ser uno solo repetido; (EJ: 4 =22

Correspondencia biunivoca entre dos conjuntos. Si los elementos de dos
conjuntos equivalentes pueden aparearse tal que a cada elemento de
cado conjunto se ie hgga corresponder uno y sdlo un elemento del
Otro conjunto, entonces diremos gque existe una correspondencia biu-
nivoca {o Uno a uno) entre los elementos de esos conjuntos.

Unidn entre conjuntos. Sean A y B dos conjuntos, entonces:
AUB={x[x=AdxeB|

Interseccion. Sean A y B dos conjuntos,-entonces:
ANB={x|x=AyxeEB)

Conjunto complemento. Saa U el conjunto universal y S un subconjunto
cualquiera de U, El conjunto de los elementos que falton o S para com-
pletar U, es el "complemento de §” (§). .

Diagrama de Venn. Son figuras cerradas en ef plano que nos sirven para”
esquematizar operaciones entre conjuntos. Se considera que cado
figura encierra a'los elementos del conjunto ¢f cuol representa.

Conjuntos disjuntos, A dos conjuntos A y B se les denoming “disjuntos” si
no tienen elemento en comin, es decir:

AﬂB:q’.

23
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Médulo 1

OBJETWOS ESPECIFICOS
Al terminar el estudio de este madulo Ud:

Explicard con sus propias polabras, la idea de conjuntas,

-9 Cd Mg =

Determinard si un elemento pertenece o no a un conjunto dado, .
- Discriminarg entre una lista de “conjuntos” dodos a aquellos que estén
‘blen determinados o definidos. ' _ o
Construirg conjuntos usando la forma enumerativa o descriptiva en su
notacion, :
ESQUEMA RESUMEN
Conjunto

— Nacion intuitiva.

— Definicién, -

— Oraciones abiertas. _
— Conjunto de reemplazamiento.
— Conjunto de verdad.

Notacién,

Conjuntos

Desde sus orfgenes la sociedad humang ha tenido la idea de agrupacio-
nes o conjuntos: la fomilia, los clones, las tribus fueron {os primeros con-
juntos humanos, y sus bienes, sus armas, fueron conjuntos de satisfactores
de suS necesidades. :
Todos estamos acostumbrodos a tratar con conjuntos; asi, escribimos
usando un conjunto de letros llomado obecedario, efectuomos operacio-
nes de conteo y medicion usando un conjunto de nimeros, participamas
socialmente en conjuntos Hemados clubes, elc., sin emborgo, el significado
del término conjunto no es facil de explicar o entender pues generalmente

en el intento usamos términos que a su vez han de ser definidos. EI cuento
de nunca acabar. : :

Fara nuestros fines podemos considerar un conjunto como la
coleccidn o agregodo de idegs u ohjetos de cualquier especie,
siempre y cuando estas ideos u objetos estén ian claros y defi-
nidos como para decidir si pertenecen o no ¢l conjunto.

Las ideos u objetos que forman un conjunto se denominan elementos
del gonjunto.

. 'Eiemplc_ns de Conjuntos:

a) Los Estados de la Replblica Mexicana.

b} Los digs de I semana. .

¢} Los alumnos de Ig preparatoria ghierta.

d) Los articulos de lo Constitucién Mexicang,
e) Los qutores de este libro,

f) Las vocales del olfabeto.

Notacion

Generalmente usamos las lelras maydsculas parg denotar conjuntos y los
mintisculas para sus elementos. En el elemplo b) podemos llamar A al con-
iunto dias de o semana y x ol dia lunes, '

Para simbolizar que un objeto es elemento de un conjunto escribimos
X € A que se lee “x es elemento del conjunto A" o por el controriom & A
que se lee.”m no es elemento del conjunto A", ' ' -

Otra farma utilizado paro denotar un conjunto &s la de escribir los’
nombres de los elementos que lo forman entre un par de llaves o corche-
tes, por ejempio el mismo inciso b}, - ; ' .

. {lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sébado, domingo)

forma conocida: con el nombre de enumerctiva, o de extensién, auhque
este Gitimo riombre no perece muy significativo, . )

25
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También se uso en algunas ocasiones otro forma, que pora algunos -
conjuntos es lo tnica posible, se llama per deseripcidn o también por com-
prensién; en esto formao se encierra entre tas lioves o corchetes lo con-
dicién para pertenacer al conjunto o la descripcién de los elementos que f

io forman, en el primer caso un ejemplo es: {personas mayores de 18 afios)
el ejemplo b) quedario, {dias de lo semang}.

Observe que los flaves y corchetes simbolizan un conjunto y.lo que )

encerramos con ellos son sus elementos o.ung descripcion de ellos.

Orociones abiertas, variables, conjuntos de reemplazumtento y conjuntos :

de verdad,

Otra notacién para los conjuntos es una variacién de fo forma lamodo -

por descripcién y que llamaremos lo notacién para construir conjuntos, ésta

nos permitird més adelante abreviar lo representacién de los conjuntos o -

enumerar los elementos que los forman (rozén del nombre que le hemos
dado).
Ejemplo:
El conjunto de los estaciones del afo. -

Lo podemos representar por lo letrg mnyusculu E, pero esto sirve de
muy poco cuando se trote de identificar los elementos de E por lo que
- usamos la siguiente notacién:

E = {x|x sea una de las estaciones dal afio)

Lo anterior se lee “E es igual al conjunto formado por elementos x,
tal que x sed una de las estaciones del afo”, La linea verticui Se lee "t
que’.

La letra x se ha utilizado para determinar cuglquier elemento que
satisfaga la condicidon dodo, es decir, representa a cualquiera de los

_ nombres primavera, verane, otono, invierno, por consiguiente podré voriar -
en este caso cuatro veces. Por lo anterior a o letre x empleada en este -

ejemplo se le llama variable.

La condicion "x seo una de las estaciones del ano”, en que interviene
fa vorigble la llamamos uno oracién abierta en virtud de que es uno
“oracién que tanto puede ser falsa como verdadera, dependiendo del nom-
bre con que se reemplace a la variable x.

i

Una oraocion abierta 83, pues, toda oracidn en lo que interviene
alguna variable y al conjunto que nos proporciona los elementos
para reemplozar a lo varioble Jo luomamos el conjunto de reem-
plazamiento.

'Ezemplo

Sea E.= {x | x es una de los estaciones del ano} y el conjunto de
reempluzumlenm para x el conjunto: M:

= {Primavera, verano, otofid, invierno, lunes, abril, frio] -

‘entonces sélo elementos de M.se pueden usar para reemplazar a la va-
riable x de lo orocion abierta.

x es una de los estaciones del ano
Primavera es una de los estaciones del ano
Verano es unao de las estaciones del aho
Otono es una de las estaciones del afio
Invierno es una de lgs estaciones del ano
Lunes es una de los estaciones del ano
Abril es una de los estaciones del afio

Frio es uno de los estaciones del afio

Observamos que olgunos elementos de M al reemplazar a lo varishle
x forman una oracién verdadera y otrds una oracidn faisa.

Los elementos del conjunto de reemplazamiento que hacen que
la orocién sea verdaodera, forman un conjunto que Hlamomos el
conjunto de verdad.

Notaeion para construir con;untos E = {x &€ M| x es una estacion del afic)

Canjunto de reemplozamiento M = (primavero, verano, oiofo, invierno,
tunes, abril, frio}
Conjunto de verdod E = |primavera, verano, otofio, invierno}

ks conveniente observar que ol considerar uno oracién abierta de-
bemos conocer previomente el conjunto de reemplazomiento para poder
determinar el conjunto de verdad.
Ejempla:

P = {x € A|x sea un niimero]

para determinar el conjunto de verdad P es necesario conocer los elemen-
tos que forman el conjunto de reemplozamiento A, asi, si A = {botdn, 3,

‘ Vpcpe| 2} entonces P = {3, 2)
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2

PROBLEMAS PARA AUTOEVALUACION 1-1

Completor los espacios sigufentes con la paiabro adecuada,
a) A un conjunto de jugodores de beishal se le llama.

bl A un conjunto formado por tres guitarristas se le flama
€] A un conjunto de monedas antiguas se le lama

d}  Un grupo de alumnos que terminauna carrera profesional se deno-

ming :

8] Una sala que retine una gron voriedad de libros forma una
f Lo reunion.de soldades de un pais forman un

Marque en la cosilla torrespondiente su respuesta

F = {Clavel, rosa, perfume, vialeta, gurdeniq}

. Si No
a) ¢Es "margarita” un elemento de F? 0 0 -
b} ¢Pertenece “clavel” ol conjunto F? . o ]
¢} ¢Es "perfume” un elemento de F? O |
d} .¢Es "hermosa” un elemento de F? ] B
e) ;Esla bien definido el conjunto F? | O
Explique por qué considerg que el conjunto F estd bien definido,
'Sea J = {x | x seo una flor}

: . Si . No
o) i(Esaoe J? | O
B) ¢(Es “oroma" elemento de J? ] 1
c) ¢Es "gardenia” elemento de J? O O
d] ¢Es "margarite” J7 . | 3
8] ¢Estd hien definido el conjunto? 0

T |
Sea R el conjunto de los meses dei aiio que tienen la letra “r" en sy
nombre, Marque la casillg que indique la respuesta correcta,

Si No
0} Mayoe R O O
bl Abriie R O ]
¢] Diciembre € R. ] [
d] Agosto € R O |
¢) Febrero & R | O

Sea M = {1,2,3,4,5,6} el conjunto de reemplazamiento. Determine
el conjunto de verdad que corresponda a coda conjunto que se do
en la notacién para construir conjuntos o descripcjc’m.»Use fa formo
enumerativa. : ‘

0 S = {x&M|x es menor gue 5}

b) L={xeM|x+1es igual a 5)

¢ T=XeM|x+es mayor gue 4}

d) U={xe M|x es diferente de 2] ‘
En los siguientes problemas se dan conjuntos usando la forma enu:

merativa, cdmbielos a ta forma descriptiva usando sus palabras para
lo condician. ' ;

o -a} A ={Tamaulipas, Veracruz, Tabasco, Cumpeche','Yucutén,- Quin-

) tana Roo}
bl E=1(1,23 4,586

Médulo 2' :

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al concluir el estudio de este médulo, el alumno:

Encontrard la cardin
Reconocerd conjunt
dados. '

Dorc:: ejemplos que muestren gl conjunto universo,

Daré ejemplos Que musestren of conjunto vacio,

ggtcé%?eggféc?an|;Jer;(tlc():$iéme§iunte &l uso de ia correspondencia hiunivocg
n> = ' ineli

Comaaer . .= o < parg 'lus cardinalidades de 8508

Expresard simboiicarente la i

Distinguird entre iguaidad y e

ulidgc[ de un conjunto finito,
0s finitos e infinjtos de une listo de conjuntos

O 4 G N -

gualdad de conjuntos.
quivalencia entre conjuntos.

e =]

- ESQUEMA RESUMEN

Cardinalidad .
Carrespondencia biunivorg
Canjuntos equivalentes .
Conjuntos iguales
Conjuntos finitos
Conjuntos infinitos

Conjunto universal
Coniunto vacio
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Cardinalidad

E| niimero de elementos contenidos en un conjunto determina la cording-
lidad del conjunto.
En el caso del conjunto

V =g, ei o ul

su cardinalidad serd 5 y Jo expresamos n(V} = 5 que se lee cordinalidad
de V igual e 5. :

En el conjunto P: P = [1,2, 3, 4, 5, 6]
la cardinalidad serd 6 y lo expresomos como n{P) = 6.

Conjuntos finitos e infinitos
En los ejemplos anteriores hemos podido determinar con precision et nd-

mero de Jos elementos gue los integran, pero en otros cdsos no serd faci
esto; sin embargo, cuando, no cbstante lo dificultad que se presente, sea

posible determinar el nimero de elementos de un conjunto, diremos qgue

se trata de un conjunto finito.
Por, ejemplo: _
Log conjuntos formados por ios astros que forman el sistemo solar;

el niimero de ediciones que se han hecho de “El Quijote de la Mancha®',”

son conjuntos que, como los primeros que hemos mencionado, son finitos,
ya que estdn formados por un nlimero preciso de elementos, aun cuando
.no sea facil determinar su ndmero. Si no cumple con esta condicion deci-
mos gue el conjunto es infinito. : . _

Por ejemplo: Los nimeros noturales que son aquellos ndmeros ente-
ros que nos sirven para contar, y formar un conjunto, €l nimero de ele-
mentos .de esle conjunto es infinito, yo que no es posible terminar de

enumerarlos, puesto que siempre podremos afadir uno mds al que consi-.

deramos como ultimo elemento. :
Otros conjuntos como el de los puntos contenidos en una recta, el
de las frocciones en que puede dividirse 1o unidod, tienen un nimero de
elementos que tampoco es posible terminar de enumerar, por eso se deno-
minan conjuntos infinitos. ' '
Estos conjuntos generalmente se mencionan usando lgs oraciones
abiertas, y para presentarios en forma enumerativa escribimos Unicamente
algunos de sus primeros elementos. y a continuacion tres puntos suspen-
sivos que debemos entender como la sucesion de elementos que cumplen
el modelo de los primeros. Asi, si tenemos-A = {1,3,5,7,.. ]
se nog estd expresondo el conjunto de ndmeros haturales impares, gue
s un conjunto infinito: {Ndmeros noturales impares}

Si se da: B = (5, 10..15, .. )

se ha querido expresar una serie ordenada de nimeros que van aumen-

P

tando de cinco en cinco a partir del cinco, y lo cual es también un con-
iunto Infinito. Convenimos, pues, que los puntos suspensivos después de
aigunos elementos en un conjunto, representan la continuacion con un
mismo patran hasta el infinito.

B

Conjunto universal

La totalidad de los elementos considerados para determinada operacion
se denomina conjunto universal.

Asi, el conjunto de los nimeros enteros formard el conjunto universal
para las operaciones que tengan lugar con ellos; el conjunto de los libros

‘tle una biblioteco serd el conjunto universa! para los ogrupaciones gue se

hagan de los mismos; la poblacién mundial serd el conjunto universal
para cuufquger relom_on humano que se produzca. Por su definicién, enton-
ces, el conjunto universal equivale al conjunto de reemplazamiento, es
decir, significan lo mismo. Su simbolo es U.

Conjuntos vacios

De gran utilidad en las operaciones con conjuntos es el concepto del con-
junto gue no tiene elementos. ‘

Los conjuntos para los cuales ninglin elemento satisface la condicién
dccfo, §& conocen coma conjuntos nulos o vacios y se representan por ¢
0 bien por []. Por ejemplo, el conjunto de mexicanos que han ido a la Lu-
no, el de les ciudades mexicanas con una poblacién superior a los diez
millones de habitantes, el de los meses del ong cuyo nombre comienza con
B, son conjuntos vacios. La cardinalidad de ¢ es 0, por consiguiente n{¢) .
= 0. Es importante hocer notar que los términos conjunto vacio y nimero
cero son dos cosos totalmente diferentes y que se considera que el con-
junto vacio es finito. o : R o

Conjuntos equivalentes

Si dps conjuntos poseen fa misma cardinalidad, se dice que son conjuntos
equivalentes, ya que tienen el mismo nimero dé elementos, y puede esta-
b!ec_erse ent_re_umbos ung correspondencia de uno a une, o'biunivocn. Son
conjuntos equivalentes el conjunto de sillas de una clase y el del nimero
de alumnos, si todas los sillas estan ocupadas y no hay alumnos de pie.

Asi los conjuntos C = {verde, bldnco, rojo} vy '
F - {5| 4: 3-}

son equivalentes, ya que se puede estoblecer la correspondencia biunivoca
{verde, blanco, rojo} o

Conjuntos iguales

Se dice que los conjuntos A y B son iguales cuando cado elemento de A
es 0 la vez elemento de B y cado elemento de B es tembién elemento de’
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4, Seiiale en Ig casilly correspondiente si el conjunto propuesto es o no

A. En olras polabras A y B son dos representaciones distintas de! mismo vacio,

conjunto. Se simboliza A = B que se lee "A es igual a B*,

: Vacio No Vacio
Eiemplo: . o} El conjunto de los nimeros impares que -

" terminan en 2 O 0
A representa ol conjunto formado por las letrgs g, 0 8uU,i b)  EI conjunto de los numeros pares

B representa al conjunto de vocoles del alfabeto . € XEN|7-x=12

0 J
. o d) {o.e,i,ou) (| ]

A= g e i o u} o también {a, o, &, u i =B " e) El conjunto de nimeros pares comprendidos
rA — B&la o T ol . en {1,2,3,5,7 ) o
esdecirA = B6 {a, 0,8 u, i} = |q, 8, i, 0, u) } 0 1o , = —
Observe que el orden en que se enumeran o enlistan los elementos - gl El conjunto ¢ a O

no tiene importancio parn comparar los conjuntos.

5. Mencione la cardinalidad de los siguientes conjuntos completando los
- espacios : .

Es muy importante que se entienda la diferencio entre conjuntos . g} A={23,86,5) n(a) =

iguales y conjuntos equivalentes; dos conjuntos son equivalentes b) B'={11,12) n(B} =

cuando tienen ta misma cardinalidad aunque sus elementos sean

|
. _ . ! : ¢) C={o} niC} =
diferentes, mientras que dos conjuntos iguales siempre son tam- dl D= (g} nD) =
bién equivalentes, pues teniendo los mismos elementos tendrdn e} E=<{} n{E) =
la misma cordinalidad. : - f

6. Considerande que A = {1,2,3,B=1{2,3.5/yC = {3, 1, 2)
Complete la oracién llenando ef espacio-en blanco con el simbalo co-

_ L rrecto, escogiendo entre =, {igual, diferents).

BROR . ' a A B bj'B C c) 1253 A

o PROBLEMAS PARA AUTOEVALUACION i-2 9 B 523 o B g o '

1. Si llgmamos N al conjunto de nimeros naturales '

al ¢Es N un conjunto infinito? ¢Por qué? . .
b} SiP={xe N|xes menar gue 3 ;Es P un conjunto finito? ; Por que?
¢} Lo cordinalidad de P serd n{P} = .

2. Para cada conjunto que se nombra marque el cuadro correspondiente
5egin sea finito o infinito. : '

o ‘ Finito  Infinito
a] Los puntos de una recta B O
bl Las isias de todo el mundo O 2

c} Los pelos de un goto

. O - O
d) E! conjunto de los nimeros enteros impares
mayores de 5 . : | ]
€] El conjunto de fos niimeros enteros ] O
3. Sea R = 1. 2,3, 4,5, 5 7. 8, 9, 10} Exprese en forma enumerativa - i
los elementos de ios conjuntos que se proponen g continuacion, -
) SeuMz'{xER[xmenorqueU: ' ' o ﬁ

b) S=(xcR|x x=564 =
€ T={XER|x+7=25=
d}. V=XER|x+3=7 =

i
na
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Médulo 3

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al concluir este mddula, el alumno:

O~ UL LN =

Aplicaré 1o simbologia de inclusion o contencion o conjuntos. |
Construird subconjuntos propios de un conjunto dado.

Identificard al conjunto de los nimeros noturales.

Definird ndmero primo.

Definird multiplo de un nimero. ] -

Reconocerd a los ndmeros primos de un conjunto dado. o
Construird el conjunto de los multiplos de un natural arbitrario k.
Descompandrd un ‘nimero compuesto en sus factores primos; es
decir, realizard unao factorizacion completa. :

- ESQUEMA-RESUMEN

Subconjuntos importantes de N

34

miltiplo de un nimero

divisibilidod entre un namero

conjunto de los muttiplos de K; con k € N
nimero natural primo )

conjunto de los niimeros primos

Subconjuntos

Al conjunto R que estd formado por elementos que también per-
tenecen al conjunto P se le llama un subconjunte de P.

Consideremos el conjunto P como un potio de estacionomiento de
automéviles en el que se encuentran coches de diversos modelos, marcas
y colores, y coma conjunto R todos los coches rojos estacionados en ese
patio. Podremos decir que R es un subconjunto de P.

El simbolo C se lee "es subconjunto de..." y 4. "no es subconjunto
del n -

Entonces R C P.
Otros subconjuntos de P podrian ser W, si W es el conjunto de Volks-

wagen estacionados en el patio; 0 8, si S es el conjunto de coches modelo
setenta estacionados ahi mismo,

Asi podremos escritiir W & P ySCP

Cuondo decimos que un conjunto es subconjunto de otro, estamos
dando lo idea de pertenencia o también la de porticién, por ejemplo:

A C B significa A es subconjunto de B o también A pertenece o B; A estd
incluido en B. . _

Esta idea es muy Gtil pues nos eonduce a la conclusién de que si un
elemento pertenace ol conjunto A debe, por esa razén, pertenecer tam-
bién al conjunto B. Puede tombién considerorse que todo conjunto es un
subconjunto de si mismo, e iguaimente el conjunto vacio serd un subcon-
funto de cualquier gtro conjunto A T A, 4 C A.

Ejemplifiqguemos con algunos conjuntos que nos son familiares. Seg
V = (vocales del alfabeto} y A = {todas las letras del alfabeto}
podemos decir que: V C A '

es decir, cualquiera vocal es elemento del alfabeto, pero: A € V porque

“en el olfabeto hay letras que no son vocoles y por tanto no son elementos

de V.

_ Con lo anterior podemos precisor una idea mas adecuoda de pertenen-
cia o particién,

Siendo V C A pero A tiene ddemds elementos gue no pertenecen
a V, se dice que V es un subconjunto propic de A. No sélo V
estd incluido en A sina que es sdlo una parte de él, nunca tiene
la misma cdrdinalidad.

Ejemplo: Sea M = {a,b, c, d)
{b, ¢, d, a} &M pero no es subconjunto propio
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e o Ni tiene ademds otros elementos, entonces {a} es
lu}b gn‘wn{?}eﬁﬂ(;?g]de M, ésta lo representamos asi <. {a) C M.
su cgséribé tados los subconjuntos propios que tenga M {deben ser 15).

. junte propio nos sirve también poro estabiecer entre

o d?ossu%{;%? de "rl:mvor que” y "menor que” pues si el conjunto
los conjuntos to propio de A (V C A) entonces V esta contenido en A, y A
ves subcomunﬂospun elemento mas y podemos decir con seguridad que el
e Ee”;emuyor que el conjunto V lo cual simbolizamos A > V o tam-
E?géugﬁg el conjunto V &5 menor que el conjunto A [V < A),

Dijimos también que la cordinalided Aunca es lo misma entre dos con-

) - r lo idea de subconjunto propio, con lo que PQ{JEmos
{amb relmgogﬂrdgﬁepgw > n(V} & n{¥) < n{A}. Siendo los cardinalidades

iﬂ_m]g?gsaggitjum!es estamos estableciendo el sentido de lo desigualdad

gﬁ{?e jos numeras naturoles, ejemplo: '

" SeanM = {o,b.c d)yL = (a.b, c} dos conjuntos; 4 y 3 respectiva-

menteegeriun—sus cardinalidodes L < M por lo tanto n{l} < n(M) es decir

3<ig

) . ni entos totalmente
, odriomos comparar dos conjuntos con elem
difer‘éﬁtc:’-?'? rﬂo podemos decir gue uno sea un subconjunto del otro.

sean K = {r, 5 1} y M = [a, b, ¢, d} los dos conjuntos,
En estos casos po'demus emptear lo correspondencie biunivoca entre
los conjuntos

M= {a
}
K

= {r,

'%
So' }
n(K}::a

- mos cuenta de que aungue X ¢ M existe un elemento
de eate mogg ggts:l?gnlm s correspondiente en K, n{K} < n{M}, en cotras
O s ando ol estoblecer lo correspondencia biunivoca existe al me-
polubres.lcuenm de un conjunte que no tiene correspondiente entre los
oS U P’S‘e un segundo conjunto, &l primer conjunto es mds grande que
gllesn;z%[]dsu la cardinalidad del primeto es mayor que la del segundo.

| Algunos subconjuntos importantes de N
inido yo el conjunto de niimeros naturales N como el conjunto
};ETgfngg;”ﬁ.te?os que nos sirven para confar. A partir de aqui usaremos
ige|etru N. exclusivamente para designar @ este conjunto. ‘

N=1{1,2345...]

08 -uhorh algunos _schonEuntos fmportohtgs de N, sean: a)
El Cgﬁﬁﬁﬁ',&?e miitiplos de k, siendo k € N, b) El conjunto de ndmeros
primos y ¢) Ef-conjunto de numeros compuestos. '

36

12, como se ve en Ig figura.

a) Conjunto de muitipios de k. -

Si k € N entonces, M = {k, 2k, 3k, 4k, 5k,. . .} serd el conjunto de log
miltiplos de “k” .

Ejemplo: El conjunto de multiplos de 7 serd: {7, 14, 21, 28, 35,. . .}

Se dice que un nimero es divisible entre otro cuando su cociente es
un nidmero entero vy el residuo es 0. Siempre que un ndmero es miltipio
de otro, es divisible entre éste; asi, 15 que es miltiplo de 3 y de 5, por lo
tanto es divisible entre 3 y entre 5.

b) El conjunto de niimeros primos,
P=12,35711,1317...)
Estos elementos pueden definirse como oquellos ndmeros que no tie-
nen mds divisores que ellos mismos y la unidad.

Debemos observar que &l nimero 1 no se define como nimero primo,

para evitar tener que hacer excepciones en estudios matematicos de mas
alto nivel, ‘

¢) El conjunto de niimeros compuestos.
C=14,6,8,910,12,14,15,16,18,...)

Este conjunto estd formado por nimeros que no son primos. Se excep-
tio el 1. .

aquellos que son sus factores; asf, 12 es un
miltiplo de 2, de 3, de 4 y de 6, ya que ‘es-
t0s ndmeros estdn contenidos exactamen-
te en 12, como podemos observar en lo
figura. - :

c3 i3
T

W

2 Los nimeros compuestos son miliplos de
i
1

N VNS [P N

;

L= .

También podemos decir que 2, 3, 4 y & son faciores de 12,
Se dice que se factoriza un nimero, cuando se expresa cpmo producto

de sus factores. Una factorizacién. se considera completa cuando sélo te-
nemos factores primos, en sy fectorizocion,

En cambio 5, 7, 8 9 no son L]
factores de 12 yo que ningu- [ |
no de ellos estd contenido un [TL
I
l

nimero exacto de veces en I
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PROBLEMAS PARA AUTOEVALUACION I-3

Considerando &l coniuhto M = {a, b. ¢ d} forme un conjunto con todos
los subconjuntos de M que tengan:

a} Cardinalidad 4 y llamelo T.
h) Cardinalidad 3 y lidamelo U.
¢} Cardinalidad 0 y llomelo S.
d} Cardinglidad 1 y lldmelo W.

Si A = (0,2 5 7] decimos que 5 € A, o que |5} C A; pero no se
puede decir gue 5 C A porque 5 es un elemento. Aclarado lo anierior,
diga cudles de las siguientes oracicnes son verdaderas y cudles faisas:

a) pEA el 7TgA
by 0A fy 7CA
c} [0,8)C A gl 0eg
d 24 -

. Considere como A = {1,2,3),B = 1.3, 56/ yC = {1,2, 3, 4,5, 6).
. Complete lo orocion llenondo el espocio en blanco con el simbolo
correcto escogiendo entre < 0 ¢

a B C . e] A B
b} (2,31} A fil B B
cf A C gl (321 A
d ¢+ B ‘ :

a} ¢Cudl es la cardinalidad del conjunto W del problema 17

b} ¢y lo del conjunto S7

¢} Compare la cardinalidad de W con la de S. Use simbolo odecuado
{>, <) en caso de desiguatdad.

d) Compare n{T} con n(S).

e) Compare n{W) con -n{U).

Establezca la correspondencia biunivoca entre dos conjuntos de modo
que demuestre que la cardinalidad del conjunto digs de lo semana D,
‘85 mayor que la del conjunto de estaciones del afio E.

Escriba si los nimeros siguientes son primos o compuestos v si son.

compuestos escriba de qué ndmero son miltipios.

a} 37 by 21 . c) 19 d} 72
el 27 f} 15 gl ® :

Realice lo factorizocion compietd, es decir, descomponga en sus fac-
tores primos los siguientes ndmeros: . .
a} 18 by 21 c) 34 d) 100

e] 36 f] ©4 gl 75

G NS
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Médulo 4 -

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al concluir el estudio de este médulo, el alumno:

Definiréd con palabras y simbdiicamente lo union entre dos conjuntos.
Encontrard el conjunto que resulta de lo unién de dos conjuntos.
Representard graficamente un conjunto considerado al conjunto uni-
Verso. :

Representard grdficamente {mediante diogromas de Venn) lo unién

- entre conjuntos.

Definird con palabras y simbélicamente la interseccién de dos con-
juntos. . ' : ’
Encontrard el conjunto que resulta de la interseccién de dos conjuntos.
Representard graficamente —-mediante dicgromas de Venn— la inter-
seccidn de dos conjuntos cualesquiera. )
Expresard —con palabras y en lenguaje simbélico— complemento de
un conjunto arbitrario, dado su conjunto universo. i

Encontrard el complemento de un conjunto orbitrario dado su con-
junto universal,

. Representorc} graficamente el complemento de un conjunto dado.
. Representard grdficomente lo relacidn e inclusién ¥ operaciones com-

binodas entre conjuntos.

ESQUEMA RESUMEN

Operaciones con conjuntos:

Unidn de conjuntos.

Interseccitn de conjuntos,

Conjuntos ‘disjuntos. .

Representacion grdfica de un conjunto y de las operaciones
con conjuntos.

Coniunto coniplemento de un conjunto dado. "
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.Operaciones con conjuntos o

Si reunimos los elementos de un conjunto A con los elementos
de otro conjunto B obtendremas un tercer conjunto y la opera-
¢ion efectuada lo liomaremos unién; los elementos de este
tercer conjunto pertenecerdn al conjunto A, al cenjunto B o bien,
g ambos: .

Ejemplo a}:

Si A es un conjunto de conicas azules y B es un conjunto de caonicas
blancas y efectuamos la unién de A con B reuniendo estas canicas, habre-

mos producido un tercer conjunto de canicaos que serGn azules o blancas,

{Recuerda que no hay canicas que sean azules y blancas, s decir, de co-
lores mezclados, de modo que los elementos del conjunto formedo con la

)

unién seréin canicas, o azules o blancas).

Lo wnién de dos conjuntos se sefala con el simbolo “|J" de manera.

que podremos definir: A i B = {x € A 6 x & B] que leeremos: "x seq ele-
mento de A o sea elemento de B”. . :

Ejemplo b):
' P ={1,234)
Q- ={34,587
PUQ=(1.2,34.5,87)

Como vemos, cualguiera de los elementos de la ‘unién’ podria ser ele-
mento de P, elemento de Q 6 bien elemento de ambos, como-el 3 yel4

Si en lugar de reunir los conjuntos A y B de nuestro primer ejemplo,
buscamos ahora los elementos comunes a ambos, estaremos efectuando
la Interseccién de los conjuntos. :

Una interseccidn se sefala con el simbolo ", y se define co-
mo la operacién entre dos conjuntos paro obtener un tercero,
tuyos elementos son los que simultdneamente pertenecen q jos
dos conjuntas dados. :

“En el caso de nuestras canicas azules y blancas, diremos que nues-

tra inteérseccién es el conjunto vacio porque nuestros conjuntos no tienen .

elementos comunes. . Cuando dos tonjuntos no tienen élementos co-
munes se denominan conjuntos disjuntes. Su interseccién es un conjunto
vacio {y). '

40

"que o V le faltan para completar el universo U, :

En el caso del ejemplo b, la interseccion la formarg &l conjunto {3, 4],
formado por elementos que pertenecen tanto o P como a Q. .
Podemos entonces definir esa interseccian coma sigue:

PNQ={xePyxeQ) =13 4

Ejemplo c¢}):

& 00, )
e .c.d e i}
}

v
M
M

<t o
Sao

I

{
(
{

a,
a.
a,

W oo

Complemento

Hemos dicho ontes (pdg. 31) que en los operaciones con conjuntos la
totalidad de los elementos que participon forma un conjunto Ilamado
conjunto Universal o de reemplazamiento {U} del cugi todos los demds
s0n subconjuntos. :

Un conjunto muy 0t en los operaciones con conjuntos es el comple-
mento de un subconjunto S cuglquiera. - L

Si consideramos SC U el conjunto formado por los elementos qué a
S le faltan para completar U es e complemento de S y lo sefalaremos
como &', que se lee 'S prima" o “complemento de S'".

Ctra manera de definir o 5* seria decir gue es el canjunto formado
por los elementos de U que no estén en S. ‘
Ejemplo: Sea U = {todas las letrgs dal alfabeto} v V = {voceles del aifa-
beto), VC U, - . ) . .

V' = {consonantes 'dél alfabeto}

porque son las letras def alfabeto gue no estdnen V o lqubién los, letras
Nétese que por definician cuclguier conjunto y su complemento

son disjuntes (V N V' = ¢) y que la unién da por resultado el universo
VUuv=u. ‘ ’

i . :
Grafica de un conjunto y de las operaciones con conjuntos - ,
Es muy atil itustrar Ios relaciones entre conjuntos mediante diagromas o
figurqs cerradas que indican que los elementos comprendidos deniro de
8508 areas pertenecen al conjunto. .

A estos dingramas se les conoce como Diagramas de Venn, en honor
del matemdtico inglés John Venn {1834-1883). Nosotros los emplearemos
¥ también usaremos algunas variantes, ounque los llamaremos en general
Diagramas de Venn. o ' .

Ejemplo: El recténguio nos indica el conjunto universal o de reem-
plazamiento, los circulos A y B muestran conjuntos disjuntos yo gue no
tienen elementos comunes. Los elementos 1, 2, 3 son elementos de A:
4, 3, 6, 7 son elementos de B y 8, 9, 10 no son de A ni de B, pero st son
del universo. : : ’ :
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Unién de conjuntos

Los conjuntog v Y M que se

modos Hamos V. T Egesenton en lo siguiente figura estan for-
={AEBDGC F}

luego VUM =(,0,W.A E B D G C F ' '

VUM, sombreando el dreg éor}es'poﬁdiénlle.y o1 ¢l diagrama se presenta.

Yum

Interseccion de conjuntos

Con los mismc_as coniuntps_ Vy M presentamos el s
repr%ser)lu la mtgrseccion de los conjuntos V nMm.
U interseccidn serd la zong Superpuesta que encierra g fog elemen-

tos que pertenec 'si ’
Y =p{A. iy en a ambos simultaneamente ¥ que aparece sombreada,

iguiente diagrama que

yonm,. .

Conjunto complemento

El conjunto S estg indicado por el circulo, §

16 ser
como hemos definida antes, e todos Tog picmonio aue,

serd el coniuntq de todos los elementcs gel

42

universo que no estén comprendidos en S. Lo porte sombreada nos re-
presenta @ S'. Los diagramos de Venn presentan uno gran ventaja para
representar los conjuntos de verdad, porque a través de elios podemos
“ver” los conjuntos de verdad, es por esta razdn que los empleamos como
“Lenguaje”, pues como. se oprecia en la figura siguiente N0 €s necesario
enumerar fos elementos.

Ejemplos:
U a) La figura en lo izguierds nos hablo de dos
TN conjuntos A y B que cloromente se ve que
son disjuntos sin necesidad de sober qué
4 B elementos los forman.
A B . :

\ b) Ahora tenemos tres conjuntos A, B y C. La
interseccion entre A y B forma un conjunto
que se reprasenta sombreado y la unidn de
ese conjunto resultante con C se Tepresenta

/ por el @rea encerrada con la linea gruesa.

v ¢

Cuando se combinan mds de dos conjuntos como en el ejemplc an-

terior, se hoce necesario sefalar ef orden en que se efectuaron las ope-

raciones y pora ello se usan los simbolos lHamados paréntesis, asi del
ejemplo b tendriomos . .

(ANBLUC
primere obtuvimos la interseccion A con B v ese conjunto se unié con C.
43
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Paneles de verificacién

CONJUNTO DE PROBLEMAS I-1

a) A un conjunto de jugadores de beisbol se e llama Novena.

b} A un conjunto formado por tres guitarristas se le Hama Trio.

€] A un conjunto de monedos antiguas se fe llama Coleccién.

d) A un grupo de olumnos que terming una carrere profesional se le
denoming Generacion.

e} Una salo que redne una gran variedad de libros forma una Biblio-
teca.

f} La reunién de soldodos de un pais forma un Ejército.

: Si No

a) . |

b} = O

c) B O

d) | e

e} = O

Porque los elementos gue lo formon estdn enumerodos.
Si No

a) (]

b) ] F|

c} £ O

d} &= 3

€) | O
Si No

a) O X -

b) o3 =

c) &g - |

d) O &=

g) [F23] [

U)S: f112|314} C) T= [2.3.4, 5, G}

b) L= (4] iU = {1,3,4,5,6)

a} A = {Estodos de la Replblica Mexicena en la costo del Golfo de
México} :
b} E = {Nimeros naturales menores que 7} |

'CONJUNTO DE PROBLEMAS |2

a) Es infinito porque no.Importa qué tan grande sea el nimero hasta
el que contemos, Slempre le seguird otro, *

46

TR ey e

b) Es un conjunto finito, porque podemos contar los elementos que

o forman.
c) n(P) = 8.
Finito  Infinito
‘a) , O &
b) = |
€] = |
d) (| =
8] (| =l
alM=¢=1{] b) S = (8] c)T="a djV = {4)
Vocio No Vacio Vacio No Vacio
a) = O e) | i
b) ] &= f) ] &=
cl 3 g) ]
dj = 52
. gl n{A) =4 b)n{B) = 2 ¢)ni{C) =1
o dyn{D) =1 eln{E)] =0

En el inciso c) el conjunto tiene un solo elemento que es ¢l 0. En el
inciso d] el conjunto tiene un solo elemento que es el conjunte vacio.

a)A%B b) B = C c){2,5,3) # A
d}) B = {5,2,3) (el orden no se considera) g)C=A

CONJUNTO DE PROBLEMAS 1.3

a) T =Ha,b, c.dif
b) U= Yo, b.cl la,b,d}. (b, c,dl, {c.d. a)] Cada conjunto de cardi-
. nokided 3 es un elemento
del conjunto- U

e) S=1{s _
d) W= (la}. b, (c], (d}
. a) Folsa : e) Falsa
b} Verdadera - _ f) Falsa
¢} Verdadero g} Falsa
d} Verdadera )
. a)BCC eJACB -
b} {2, 3, 1 ¢ A f) B . B(E! simholo C significa
clAcCC . : subconjunto propio)
dl¢cB 03, 2, 11 ¢ A
a) n(W) = 4 byn{S) =1 ¢} n(W) > n(S)
e} n{t} = n(w) .

d) n{T) = n($)
' 47
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D = {lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sébado, dominga)
! ! 3 1 o y
E = {primaverg, verano, olono, invierno)
n{D} > n{E)
a) 37 es nimero primo, s6lo es divisible entre si mismo o0 la unided,
b] 21 es nimero compuesto, sus factores primos son 3, 7.
¢) 19 es ndmero primo.
d] 72 compuesto; factores primos son 3, 2, Existen més factores para
formar 72, pero son n0meros compuestos como 9, 36, 4, 6, etc.
g) 27 compuesto; factores primos 3,
f] 15 compuesto; foctares primos 3, 5.
g) 51 compuesto; factores primos, 3, 17.
o) B=2.3-3=2.%
b) 21=23.7
¢) M=2-.17
d100=2-5-2.§=2".5
e) 6=2-2.3-3=2.3
fl 64=2.2-2.2.2.2= @
gl 5=3-5.5=3.5 .

CONJUNTO DE PROBLEMAS 1.4

o) AUC=1{1,23456,7| laue
v .
b) DU B =123,4,5,7,8,9, 10] :ﬁg 4 DUB
7Y ‘
D . B
9/ BNC=45) BnC

dAND=()

éALJB=fxaamasjjaJm

) BU¢=8

g C'ND=189,10

h) (AN B) =(1,6,7,8,9,10} _

i} {CUDYy={123

277
'

o |
‘A%%%@%f %

9 AnND
10
A b
Y 2
7
9721074 A |) B
.
% //B)j '
u
BU¢,
8
CnDo

‘ney
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B
B {4, 5]

- v c |
D
4BNDUBNCI=pU s =0y | gﬁvo
nc= &/A |

Nicubin (AU B
ClUD=1{45678910)
AUB=A
(4.5,6,7,8,9,10) N A = {4,5,6)
2. qaj :
4 B b) 4 8
C C
o PAUB o BNC
. A B .
,;/ X o
AnB.=/4 =%
NN N
C=§ C B':&

Todo lo
que tenga
“cuadricula.

{A N B} U C Todo lo sombreado )
. A: n BI —

3. 0) AN-B= (x € U] xestudic mateméticas} N {x = U | x estudia
fisica] : : .
= {x' € U | x estudia motemdticas y fisica}

u

E
2
§

50

b} ['A U BY en este caso conviene primero dibujar el diagrama.

{x € U | x no estudio matemdticas ni fisica).

También {x € U | es falso que x estudia
matemdticas o fisica)

c) AU B’ = Todo lo sombreado con cuaiquier rayadq.

{x € U] es falso que x estudie ambas,
- matemdticas y fisica)

E

%
7/&

AVEY
oy

A

Maremidticas

Fisica

B

4. a} Para que la interseccién nos dé ese resultado es

nido en E

D=FoE=D

c) En este caso los conjuntos deben ser disjuntos.

d} Como en el inciso a) sélo que ahora es E el subconjunto

propio de D
. D

e) Cuando E = U

_ '@@@ ;,

necesario que: D C E es decir que D esté conte-

b} Para que lo unién de dos conjuntos cuglquiera
produzca el Universo es suficiente que un con-
junto sea complemento del otro :
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Introduccién

Por muchos ofios el estudio de io l6gica se considerd independiente de
la matemdlica, siendo asi que los I6gicos eran incapaces de simbolizar o -
seguir un rozonamiento simbdlico y los matematicos ajenos totaimente
@ la justificacion de las técnicas que iban aprendiendo; los légicos se
remitian al estudio de los antiguos griegos y los metemdticos a estudios
de las ciencios, -

Afortunadamente para todos, lo evolucién de ambos estudios ha lle-
gado a un punto en el que es imposible distinguir una frontera entre om-
bos, separar lo que seric solomente lbgica de lo que seric solomente
matemdtica, a este respecto Bertrand Russell nos propone decidir, en qué
punto de las sucesivas definiciones y deducciones de su obra "Principia
Mathematica™ acaba lo idgica y empieza lo matemdtico, siendo evidente
gue cualquier respuesta seria completamente arbitraria.

Podemos considerar entonces a esta unidad como el primer y mas
importante paso en el estudio formal de los fundamentos de Ig matema-
tica, aunque para cumplir nuestros objetivos no profundicemos demasiado

- por ese camino.
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Objetivos generales

A} término de esta unidad, el alumno:

1. Distinguird los principales métodos de la logica;

2. Utilizord el lenguaje de conjuntos —visto en la unidod anterior— para
representar simbdlica y graficamente las proposiciones del lenguaje
ordinario. : .
3. Simbolizord proposiciones dadas en el lenguaje comin.
4. Traducird proposiciones en lenguaje simbélico ai lenguoje comiin.
5. Aplicard los conectivos logicos en las operaciones de la lagica.
6. 7Interpret'urc'1 el valor de verdad de proposiciones compuestas con ayu-
do de diagramas de Venn. :
g |
i
¥
b
I
56

Diagrama tematico estructural

Razonamienta deductivo Razonamiento
inductivo

Oracién gramatical )
Y 5us partes - Proposicion
Grafica de prop.
simples

Conjuntos y Diagramas Grdtica de probosicién
de Venn ) Abjerta

Operaciones con con- Conjuncion, disyuncidn

" juntos'y conjunto com- negacion

plemento

Leyes de DeMoi‘gnn A_
Cuantificadores

Negacién de proposicion
con cuantificodores

: Equivckenciu Ibgica
Implicacion
Conversg
-_ Contrapositiva . Inverso
Doble implicacion

Silogismo o Reglas de
' _ inferencia

Demostracién a dos
columnas.
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Glosarlo

Rozonamiento inductive. Es el proceso de encontrar un principio general
baséndose en la presentacidén de hechos o casos especificos.

Razonamiento deductivo. Es el proceso mediante el cual se hace uso de
un principio general, aceptado como verdodero, para obtener ung
conclusion en un hecho o coso particulor.

Postulado. Proposicién acerca de objetos bien definidos; la cual se acepta
como verdaders. Los postulados juntc o las definiciones son log pi-
lares y puntos de partide de uno teoria.

Proposicién, Es lo oracidén gramatical cuyo significado forzosomente ha
de ser: “verdadero o falso”, pero no ambos a la vez,

Proposicién simple. Es oquello que no puede separarse en otras propo- -

siciones unidas por uno o0 mas conectivos logicos.

Proposicién cbierta. Es el tipo de proposicién que contiene alguna varia-
ble y un conjunte de reemplozamiento para ella.

Valor de verdad. Es lo propiedad que tiene todo proposicion; esto es: ser.
verdodera o bien, ser folsa. Si la proposicién es verdadera decimos
gue su valor de verdad es 1, v, si es falso, su valor de verdad es 0.

Conjunto de verdad. Conjunto tomado por los elementos del conjunto de
reempiazamiento de una proposicion abierta y que la hacen verdo-
dera.

Conectivos lagices. Sirven para asociar dos o mas proposiciones, Estos

conectivos son “y", "o", "si... entonces".

Proposicién compuesta. Es una proposicion formada por dos o mas pro-

posiciones unidas por conectivos. ‘ .
Conjuncién. Proposicion compuesta formada por dos proposiciones aso-
ciaaas por el conectivo “y”. : )
Disyuncifn. Proposicion compuesta formada por dos proposiciones oso-

ciadas por el conectivo “o". _

Cuantificador universal. Expresidén “para todo x”, que se aplico a propo-
siciones obiertas que contienen la varicble x para indicar referencia
a unga totalidad de sujetos.

Cuantificador existencial, Expresion “existe un x tal que”, que se aplica
o propesiciones abiertas que contienen lo variable x, para afirmar la
existencia de algln sujeto. ..

Hipétesis. Es una proposicion que se toma como punto de partida de una
prueba.

Proposiciones equivalentes. Son aquellas que tienen el mismo valor d
verdad o e mismo conjunto de verdad. :

Conversa. Si cambiamos el orden de las proposiciones dejando en su

tugar al conectivo, formomos una voriante de lo implicacion, o la

gue llamamos “"cofiversa”. i
Contrapositiva. ~ q = ~ p &5 lo “contrapositiva” de p = q.
inversa. ~ p == ~ g es ig "inversa” de p = q. s
Doble implicacién. Operacitn binaria la cual conecta dos proposiciones

por el conectivo Ibgico "si y sblo si”, Es decir, es o mismo que una -

proposicién “implica o lo otrd y es implicada por eila"”.
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Médulo 5-

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al concluir el estudio de este médulo, el alumno:

1. Qistinguird entre razonomiento en que se empleen’los métodos induc-
tivo y deductivo. :

Definird con sus palabras lo idea de proposicion.

Distinguira entre un conjunto de oraciones dadas cufles son propo-
siciones.

4. Construird proposic]ongs simples y proposiciones obiertus dando su
valor de verdad o conjunts de verdad.

5. Gr'pficuré_, medionte diogramas de Venn, proposiciones simples y
abiertas identificando su valor de verdad o conjunto de verdad.

ESQUEMA RESUMEN

Métodos de la légicd:

—Inductivo.
— Deductivo.

— Analdgico.

‘Proposiciones simplés y abiertas:

— Proposiciones simples:

— Valor de ‘verdod.

— Proposiciones abiertas.
— Conjunto de verdad.

— Grdficas de proposiciones,
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Induccion y deduccion -

Lo l6gica tiene por objeta facilitornos el camino para Hegar o la verdad,
utilizando para ello el método racional que procede en dos formas, lg
‘forma inductiva y lo forma deductiva, s ‘

Lo forma inductiva es el proceso de encontrar un principio general,
baosdndose en lo presentacion de hechos 0 cosos especificos; tiene su
aplicacion principal como método de descubrimiento, por eiemplo: Eduqrdo
fue enviodo a lo Direccidn de lo Escuela durante cuatro dias seguidos
por llegar tarde a close. Cuando liegd tarde el quinto dia concluyd: "me
enviaran o la Direccién”, UsO un rozonamiento inductive al concluir gue
lo enviarian o la Direccién por el hecho de que agf habig sido durange
cuatro dias, es decir, que basade en hechos, generalizé que osi sucederia
“stempre. - )

Sin embargo, ef razonamiento inductivo no siempre cenduce a resul-
todos exaoctos y debe usarse con precaucion; toma siempre como base una
suposicion por o gue, gungue sus conclusiones representan un. razong-
miento inteligente, no son conclusiones probodas. 7

La forma deductiva es el proceso mediante el cual una persona usa
un principio general, aceptado como verdadero, para obtener ung. con-
clusion en un coso o hecho particular; algunas veces a la conclusién
misma se le llamo deduccian; ejemplo: Es principio general aceptado que
a todo alumno que llega tarde a close se le envia a la Direccion de la
Escuela; en un coso porticular, Eduardo llege tarde a close por fo que
concluye; “me van a enviar a la Direccién”. Ahora usO un razonamiento
deductivo, pues oceptando el principio como verdadero, razond a partir
de é| poro socor una conclusion en su caso particular, ) .

"Deducir es razonar en Matemdtica”. Efectivamente, e razonamiento
matemdtico es eminentemente deductivo vy -los principios en los que se
apoya son de dos tipos: los Postulados y fos Definiciones. Tanto log Pos-
tulados como los Definiciones son Principios Generales que aceptamos
cemo verdoderos. ! : .

Proposiciones simples y abiertas,

En matemdtica, al igual que en el lenguaje comiln, tenemés que tratar
con oraciones en los que existe lo’ posibilidad de decidir si son verdaderas
0 son falsas. Paro que esto sea posible, las oraciones usan términos o
simbolos que tiener: un significado Gnico y bien definide; cuando se trata
de una oracién abierta, como-se definid antes en conjuntos, la orocion

debe ser o falsa o verdadera, pero no ambas cosas, con cada valor que.

se asigne ¢ la varioble tomado de su conjunto de reempluzumjento. A los
oraciones de los que se puede decir si son verdaderas o son fdlsas, abler-

tos 0 ne, se les llama proposiciores. Eiemplo,de_ oraciones que son pro-

posiciones: -
1. "x es un nimero‘impar; x £ N”. Es proposicidn porque con cada ni-

mero naturel que se reemplace a o X" la oracién serd, o falsa. o

verdaderaq.

60

. tiene un conjunto de verdad q

~Un tridngulo equildtero es isésceles. (Falsa).

34+ 9 =6x;ne N {(Proposicion), por lo mismo gue en el ej. No. 1.
9 es un fuctor de 27, {Verdadera) Proposicién. :

Monterrey es un estado de fo Republica Mexicana, {Falsa).

Efemplo de oraciones que NO son proposiciones porque no se puede decir
de ellas que sean falsgs o verdaderas,

a) 2 +5=x— 1. (No se do conjunto de reempluzomieﬁto pora la va-
riable por 1o que no hay modo de decidir cudndo sea falsa o cudndo
‘sea verdodera). _ ' :

b} Juan tiene 21 afios. (No se define de qué Juan se trata, por lo que no
se puede dgcidir si es falsc o verdadero), .

¢}y €5 un numero impar. {No se da conjunio de reemplozemiento para
lo variable "y". ‘

Observando los e

. | jemples anteriores, podemos clasiiicor a los propo-
Siciones en dos tipos, :

A u_que:l!os proposiciones de los gue inmediatamente se puede -
decir si son. verdaderas o son falsas las Hamaremos Proposicio-

nes Simples. De ellas se dice que tienen -un valor de verdad,
Verdadero o Falso, .

El otro tipo de proposicién es aquslla que tiene alguna variable
¥ un conjunto de reemplozamiento paro efla. A éstas las fioma-
remos Proposiciones Abiertas, y de ellos se dice gue tienen un
conjunto de verdad, el cugl es un subconjunto de sy conjunto de
reemplazaomiento. E| conjunta de verdad lo forman [os elementos
gue hacen que la preposicion sea verdadera. ' :

De acuerdo con lo anterior, g cualquier proposicion abierta se le con-

vierte en proposicion simple al asignar para la variable un- elemento del
conjunto de reempiozamiento, : -

Efemplo:

"X s un nimero impar; x € N”. Esta es lng Proposicion abierta y
) ue es el de los nlimeros impares, el cual es
un subcomu_nto del conjunto de los nomeros naturales, su conjunto de
reempl_az_gmnento. Si' tomamos de "N el nimero 7 para reemplozar lg x, Ig
proposicion gueda como "7 es un nimero impar”’ de la que inmediatamente
podemos decir que es Verdadera, Si tomamos el 28, diria “28 es un niimero
impar”. Foisu._ .
. NOTA: Niimero por es aquel que al dividirlo entre dos da residuo = 0,
Ndmero impar es aquel que al dividirlo entre dos da un residuo =1,
Grdfica de proposiciones '

Las proposiciones simples son oraclones declarativas que tienen un sujeto

yun g‘rqdicudo. No tienen componentes unidos por conjunciones como “y",
07, sl ...entonces”, y generalmente usan el verbo ser; esto Ultimo

facilitg Gue se puedon re-escribir o modificar para degir que un sujeto, es
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o no es, elemento de clerto conjunto, .y representar esto por medio de un
diagrama de Venn. Es decir, podemos emplear el lenguaje de conjuntos
tanto simbélico como gréfico visto en la Unidad | para nuestras proposi-
ciones en el lenguaje ordinario.

Nitmeros Ejemplo @): "6 es un nimero por” puede reescribirse
Pares como "6 es un elemento del conjunto de nimeros
pares” y graficar lo proposicidn como se muestro

en la figura.

Conjuntos ’ . - . T
Mortales Ejemplo b): “Todo hombre es mortol” se re-escribe
como "El conjunto de todos ios hombres es un sub-

conjunto del conjunto de todos los mortales”.

Conjunto
hombres

Lo gmfacn de la proposmion obierta es e! diogramao de Venn repre-
sentando al conjunto de reemplazamiento y su subcomunto gl conjunto
de verdad, tumb|en ltumudo conjunto solucion. ‘

Elemplo a): "x es un nimero par; x € N
Ntimeros
. pares

‘Miltiplos
de
g

. B2

Ejemplo b): “x es un miltiplo de 4; x € N", -

PROELEMAS PARA AUTOEVALUACIORN Ii-5

Use el razonamiento inductivo para establecer un principio general:

. Un estudiante de nuevo ingreso observd durante varios lunes conse-
cutivos que se reunia a todos los alumnos para hacer ef safudo a la
Bandera.

Conclusion:

Use el razonamisnto deductive para establecer un principio particular:

2. Todos los jugcdores de las Ligas Mayores tienen buen salario. Si
Garcio es un jugador de Ligo Mayor entonces.

Conclusion: e

En los siguientes problemas diga 5| la conclusidn se obtuvo por induc-
cién o por deduccion:

3. Hoy es martes, menana serd miéreoles. .
4. Lloverd esta Navidad, puesto que cinco afos consecutivos ha llovido
en Navidad,

5. Si el perimetro de un cugdrods mide 4 cm, cada lado mide un cm

En los siguiente's eiercicios closifique las omglones diciendo sl son 0
no, proposiciones y en caso atirmativo, si éstas son simples o abiertas
dando su valor de verdad o su conjunto de verdad segiin seq el caso.

“5 es un nimero impar”,

"2X 4 1 =5"

"3+ 9=2x; x'N".

“x es un nimero par; X £ N".

oo~

Utitice el lenguaie de conjuntos pora modn‘lcur tas siguientes proposi-

ciones y asi poder graficarias.

10. "Todos los mdliiplos de 6 son nimeros pares”.
1. “3 <5,
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Moédulo 6

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al concluir el estudio de este médulo, &l alumno:

1. Dado uno liste de proposiciones discriminaré las simples de los
compuestas,

2. Dard gjemplos de proposiciones expresadas en lenguaje comadn, uni-

das por el correctivo conjuncion,

3. Encontrord el valor de verdod o conjunto solucion en la conjunclén
de proposiciones simples o abiertas respectivamente.

4. Representara medionte diogramas de Venn el conjunto de verdad de
la conjuncién de dos proposiciones.

Distinguird entre la disyuncién inclusivqy la exclusiva,

Encontrord el valor de verdad o conjunto solucién en la disyuncion
de dos proposiciones dodas.

7. Representard, mediante diagramas de Venn el conjunto solucién de o
disyuncion de dos proposiciones abiertas,

8. Groficard, utilizando diagramas’ de Venn, propoé.tclones"compun_astus
que llevan los “conectives |gicos”; Y. 0, encoptrando el conjunto
“de verdad de ellas, : : N .

ESQUEMA RESUMEN

Proposiciones-compuestas,
Conectivos |6gicos:

— Conjuncién. _

— Valor de verded o conjunto de verdad,

— Representacidn gréfico- mediants diagramas de Venn.

— Disyuncién inclusiva. '
. — Disyuncion exclusiva.

— Valor de verdad. o conjunto de verdad, ,

— Representacién grafica mediante diagramas deé Venn.
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Proposiciones Compuestas

cada vez mas complejas, asociandolas medionte conectivos que ltamore-
Mos conectivos ngrcos. Estos conectivos son: "y". "0", "si ... entonces”,
Usaremos también fa particulo “no” aunque hablando con propiedad no

Conjuncién

Si asociamos dos proposiciones usando el conectivo lagico "y,
:forn]nmos una proposicién compuesta liamadg Praposicion con-
luntiva o simplemente conjuncion,

La conjuncién de dos proposiciones simpies es verdaderg sola si am-
bas proposiciones son verdoderas, ya que estomos ofirmando las dos
declaraciones; si ung de-ellas es falsa o si ambas lo son, entonces Ig
conjuncion es falsg, _—

Debemos tener presente que una proposicién simple tiene un valor de
verdad (verdadero o fulso), mientras que una proposicion abierto. tiene un

~ cohjunto de verdad o conjunto solucién formado por los elementos del
cconjunto universal o de reemplazamiento que hacen de lo proposicion

abierta ung Proposicién simple y verdadera. Por la anterior Ia conjuncién

e dps prdpps]ciones simples tiene un valor de verdad como vemos en los
siguientes ejemplos: .

Eiemplo a): "4 es un ndmero par y 4 es nimerg natural’. Verdaderg,
ambas proposiciones |o son, ‘ :

Eiemplo b): “3 es un nimerp natural ¥ 3 es un nimero par”. Falsa,
porque lo segunda proposicion "3 es nimern par” es falsg, -

Ejemplo ¢): "Yo S0y alumno del ITESM ¥ no sé leer”, Falsa, lg segunda
Proposicién Yo no sé leer” es falsa. : :

formg‘rr}n los elementos camunes, es decir, los que pertenezcan a lo inter-
Seccion de los dos conjuntos de verdad, '

_Ejemplo: "x > 5 Y X &s un nimero par: x = N”. Esta, conjuncién sélo
sera verdadera para elementos de N que siendo niimeros pares sean a lg.-
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vez mayores que 5. El conjunto solucion o de verdod se podria escribir

comc[);‘ e N|x>5yx es par), Este conjunto corresponde a la intersec-

cién del conjunto A = [x & N{x > 5} con el coniunto B= {x €N [X 85
par}.

En estos casos es porticularmente a4l 1o
gratica con los diogramaos de Venn, don(je N
es el conjunto universal o de reempluzpmlento
y lu solucién de Io propoesicién conjuntiva que-
do graficada por la interseccion de A y B.

En los siguientes conjunciones encuentre el valor de verdad o el con-
junto solucién con su grafica, segdn sea la conjuncidn de proposiciones
simples o abiertas respectivamente. ‘ ) .
1. Cinco veintes hocen un peso y dos veintes hacen un toston.

2. X es un nimero par y X es menor gue 5; X € N,
Si sus respuestas son acertadas siga adelante.

Respuestas . -
1. Falso. La segundo proposicion es falsa lo que hace falsa a la conjun-
cién.

2. Conjunto solucidn = {x € N | x < 5y x es par} = |4, 2}.

| w

{ Nimeros
mienores

Nimeres |

Disyuncidn

ici ] i ivo lagico
Cuando dos proposiciones se asocian con el conectivo 10gic
"g", la proposicion compuesta que se forma se Hama propesicion

disyuntiva o disyuncién.

En espanol el conectivo légicp "o" tiene -:.1.05 significados, uno-es g
llomodo "o exclusiva” que se entiende como "o uno o el otro, pero N
ambos”™: y el otro se lloma el "o inclusivo™ que se .e_ntlende como "o uno o
¢! otro, o ambos”. En Matemdtica, como en la Logico, es este Gltimo signi-

) iliza siempre. - o
"Gudl_c:)ﬂisq;lfni?égtde d05'prgposiciones’simple’s es verdadera si cgulquieru
de las proposiciones, es verdadera y sblo serd falsa cuando ambas sean
falsas, pues en este caso se afirmag cuqlqu;erq. de lus_prop.osmlonesi. .

Ejemplo a): "6 es factor de 350 6 +“2 = 8", Verdndemr,r porcf;u;a a se-

" gunda es verdadera, gunque la primera 6 es factor de 35" es falsa.
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Eiemplo b}; *'Yo estudio preparotoria o tengo mds de 10 afios”. Verda-
dera; ambas proposiciones son verdaderags.

Eiemplo c): “Monterrey estd en Francio o estd en Brasil”, Falsa; am-
bas proposiciones son falsas. '

Lo disyuncién de dos proposiciones abieitas es verdadera para los
elementos del conjunto de reemplozamiento que hagan verdadera a cual-
quiera de los dos proposiciones abiertas que la componen, o para aguellos
elementos que haogan verdoderas g los dos. Esto en conjuntos corresponde
o la unién de los dos conjuntos solucion.

Ejemplo: "x > 5 0 ¥ e5 un nimero
par; X € N”, Esta disyuncién es verda-
dera para elementos de N que cumplan .
una cualguiera de los dos afirmaciones,
es decir que dichos elementos perte-
necen at conjunto solucion de x> 5 o
pertenecen al conjunto solucién de x
es par, o pertenecen a ambos. Puede
observarse por fo ontes dicho que lg

Grifica de Ia Disvuncién solucién corresponde a la unién de un

conjunto D= [xe N/x>5} con un

conjunto £ = (x & N | x es par]. La grafica de las proposicicnes abiertas

en un mismo conjunto de reemplazamiento nos da una mejor y mds claro
idea de lo solucion. Sélo 1, 3, 5 no pertenecen a la solucion.

En los siguieniss disyunciones encuentre el valor de verdad. o el con-
furtto solucion con su gréfica, segln-corresponda: '

1. Ei ndmero 9 es primo o el nimero 9 es impar.
2. xesmenorque Boxespar; x< N. . )

Si sus respuestas son correctas siga adelante, cqso contrario repase
lo disyuncién. . . - o :

DUE

Respuestas:
1. Verdadera; aunque o primera proposicion, es folsa Ia segunda es
verdadera,

Las proposiciones compuestas que hemos analizado son las mds ele-
mentales ya que las formomos al conectar dos proposiciones simples o
dos‘p‘roposir‘:rones abiertas, pero en muchas ocasiones conectomos pro-
posiciones simples con propasiciones compuestas o atin mas, conectamos
dos proposiciones compuestes haciendo que la proposicion resultante sea

. cada vez mas compleja y por lo mismo mas dificil para determinar su valor

de verdad o su conjunto de verdad, pero siempre serd posible determinarlo
§i procedemos metodlcarpente como en los ejfemplos que siguen::
Ejemplo a) "El 7 es un ntimero naturgl primo y ademas es impar”.
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En este coso tenemaos tres proposiciones simples en conjuncién que
podemos simbolizar usando letras mindsculas:
p: EI 7 es numero natural
q: Bt 7 es ndmero primo
r: El 7 es nOmero impar
pygyr )
El volor de verdad es verdadero, porque siendo p verdadera y g tam-
bién, su conjuncion es verdadera; como 1 es verdadera la conjuncion de la
conjuncién o y g con r serd también verdadera.

Ejemplo b)

Considerando U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 8, 9, 10} como universo de la vao-
rioble ;cudl serd el conjunto de verdod de “'x es un maltiplc de 2 menor
gue 9 0 es un nimero divisible entre 3 mayor que 57

Primero necesitamos saober cudntas proposiciones diferentes de las

. llomodos bdsicos tenemos y vamos a simbolizarlas.

a: "x es miltiplo de 2" ¢} "x es divisible entre 3"
b "x < 9" d) "x >5"

identificamos en seguida los conjuntos de verdad de cada proposicidn
considerando que U es el conjunto de reemplazamiento.
A=1{2, 4,6, 8, 10}
-B=11,2,34.567 8
C=1{3 6 9
D=1(6 7889 10}

Ahara simbolizaremos las relaciongs entre las proposiciones; ¢, b for-
man uno conjuncién aunque podemos observar que no se menciono el
conective "y”. Esie se encuenira implicito al decir que "x es miltiplo de 2
menor que 9" {a y b) . U :
¢. d también estdn en cenjuncion (c y d)

y los dos conjunciones forman una disyuncidn
[@yb)of{cyd

Por lo gue el conjunio de verdad de esta comple|a proposicién serd:

ayb;ANB (2,4,6,8}

cyd,CnD c . D : {6, 9}

ayblofeyd:tAnBlUICHD
{2,4,6,8} U |6,9) = {2,4,6,8,9)
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15,

PROBLEMAS PARA AUTOEVALUACION I1-6

Use el lenguaje de conjuntos para reescribir las siguientes oraciones:

. Todos los miltiplos de 6 son nimeros pares.
. 3 88 un nimero impar,

. X es un nimero naturat y es menor que 4.

. El triéngulo T es equildtero.

. Los problemas 5, 6, 7 y 8 grafiquelos. Ulilice los primeros cualro res-

pectivaments.

En los problemus siguientes ilustre con diagromas de Venn, las pro-
posiciones simples que se don, considerando al conjunto N como el
conjunto Gniversal. .

Ef conjunto de todos los ndmeros primos mayores que 2 es un sub-
conjunto del conjunio de nimeros impares.

Todos los mittiplos de 2 son nimeros pares.

Ningtin niimero primo es mdltiplo de 3, .

Para los probtemas siguientes considere que M = |1, 2. 3, 4, 5, 6, 7,
8, 8, 10 es el conjunto de reemplozamiento.

Con los siguientes proposiciones forme la disyuncion y escribe una
liste de los elementos que pertenezcan ai conjunle sofucion, “x es
menor gue 8", “x es miltiplo de 3", :

Forme fa disyuncién de "x es miltiplo de 3" con io disyuncion entre
“x es nimero par" y "x es menor que 8", Escriba uno liste de los-
elementos del conjunto solucién. - '

. Con cualquiera de las proposiciones utilizadas en el problema ante-

rior forme una proposicion compuesta cuyo conjunto solucion es
{3, 6}. Indicacién: Puede formar la proposicién compuesta usendo

_ otros yo compuestas como en el problema onterior,

Con las proposiciones usadas en los problemos onteriores forme uno
que tenga como conjunto solucidn {2, 3, 4, 6). ‘

Sean A, B, C los conjuntos solucion de tres proposiciones abiertas
g, b, ¢, respectivamente. (Ninguno de los tres es conjunto disjunto).
Dibuie los disgramas de Venn para las siguientes proposiciones com-
puestas, sombreando el Grea que representa’le solucin de lo pro-
posicion compuesta,
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. Negacion
Médulo 7 .

Yo mencionamos que aungue o particula “no” afecte sélo o una propo-
sicion, consideraremos que lo negocion de una proposicion doda ferma
uno proposicidn compuesta. Ef valor de verdod de tg proposicién osi com-
puesta es el opuesto del valor de verdad de la proposicion dada.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al concluir el estudio de este moduto, el alumna:

Conjuntos de tades los dias Ejemplo: Al pensar Ja negacion de' Ig
oracion “Hoy es un dia nublodo”. Escribi-
mos: "Es falso que hoy es un dia nublado”

o tombién “Hoy no es un dia nublado”.

1. Expresord la negacion de una proposicidén doda. ;
2. Encontrorg, groficord el conjunto de verdad de lo nagacion de ung
proposicion. :

3. Construird lo negocién de una conjuncion. Conjuntos Conjuntos Puede observarse que si fa proposicion da-
4. Construird la negacion de ung disyuncion. . de todos de todos da es verdodera entonces la negacion es
5. Representard graticamente utilizando diagramas de Venn y aplicands los dins los dias falsa, y viceversu. La representacion, de

nublados * claros lo proposicion dodo en un  diagrama

los leyes de De Morgan lo negacidn de proposiciones conjuntivas o - o p;
A : - de Venn se muestra o lo izquierdo; en &l |

disyuntivas. N I ucien o representa
6. Discriminard entre un cuantificador universa iti is- Se observa que o solucion . -
,tencirg]m ‘ un Iy un cuontificador exis cidn grafica de lo negocion es precisamen-

S, - - te el conjunto complemerta.
7. Construird proposiciones con cuantificadores.

Negard proposiciones con cuantificadores.

8. Representard grdficomente mediante diogromas de Venn la negacion
de proposiciones que contengan un cuantificador vniversal o el cuan-
tificador existencial. . :

[=-]

Si le proposicion dada es abierta, los diogramos de Venn sen todavia
mas valiosos para determinar ef conjunto de verdad de lo negacion. En el
ejemplo siguiente tenemos lo proposicion “x es moltiplo de 4; x € N cuya

/ﬁ;yf/ negacion seria “es folso que x sea multiplo
0
. _/M'

//;% ded; x = N” o0 "x no es miliiplo de 4; x & N".
Z / -
iltiplos /

: "De ocuerdo a lo antes dicho la proposicién

: " es verddadera para los elfementos del conjun-
de / - to de reemplazamiento que hogan folsa a la
/ proposicion original, En seguida presentamos
/‘/ ¢l diograma de Yenn. La parte sombreada re-
presenta la solucién,

ESQUEMA RESUMEN

Negacién de proposiciones:

=— Negacidn de una proposicion abierto. |

— Conjunto de verdad. . Un error muy comin es el de considerar que fa negacidn de una pro-

posicion es olra proposicion que-afirmo algo Conjuatos de todas los dias

— Representacién grafica mediante disgramas de Venn, r r _

— Negacién de proposiciones compuestas. T ‘contrario o algo diferente. Por ejsmplo algu- 7 W

— Negocién de una conjuncién. nos pretenden negar lo proposicién "Hoy es e / é%
— Conjunto de verdad. lunes”, diciendo ""Hoy es jueves”. %;’ 3//,”32 ;?g"éﬂ;, A
— Representacién .gréfica mediante diagramas de Venn. ,El diagrama de Venn pora "Hoy es Iu- 2087 AL
- — Negacién de una disyuncion, _ nes”, si el conjunto de reemplazamiento es ,g?a?z%ag E;’gf-?:
— Conjunto de verdad. ~el conjunto de todas los dios, serfa el que AV A A, 3g§¢§
— Representacion grafica medionte diagramas de Venn. se muestra a la derecha; en &l se puede no- ::?:f:é:j:fr 7
— Leyes de DeMorgan. : tar que el complemento seria ef conjunto de A A GG
‘ martes, miércoles, jueves, viernes, sabados. A AL IS IAS

y domingos. Por lo que la negagién consi- //_«Q”///ﬁ////////é

Cuantificadores lagicos: - h 2 ‘
E dera gue hoy podria ser uno- cualquiera de los otros dias de lo semana.

Se sombrea la.negacion.

. -— Cuantificador universal, y su negacion, 1 . o
El error antes mencionado es mds frecuente cuondo lo proposicién es

— Cuantificador existencial, y su negacion.
-— Representacion- grdfica mediante diagramas de Venn.
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Conjunioes de todos los dias “x no es'por, © X no es menor que 5°

Analicemos ahora lo negacién de una dis-
Todos yuncion y su diagrama de Venn. “Hoy es jueves

;‘};s 0 es un dio nublado™, La negacién de fa propo-

Jueves nubla- sicién serd “Es folso que hoy sea jueves o esté
dos nubiado”. El diagrama de esta proposicién serd
77 é el complemento. de! dicgrama de ia disyuncibn

Negacion de la disymncidn  doda.

Si consideramos lo hegucién.de cada una de fas proposiciones que
forman lo disyuncion anterior ;cudl seria lo proposicién compuesta
que tengo el mismo conjunto solucién? Llame "'a” a la primera proposicién

y "b" a la segunda. A y B serén los conjuntos solucion de cada ung res- -
~ pectivamente. Si puede acertar en su respuesta significa que ha coptado

‘perfectamente lo idea de la negocién de los proposiciones compuestas,

en caso contrario rep@sele de nuevo.
Respuesta .

Sen lo proposicion compuéstu. a o b cuyo diagrama se muestru. en

seguida sombreando el complemento.

2 ' "

Conjuntos
de todos A B :
los dias Juepes Nubla- (AU By

do/ .
77 /4 o

Considerando la negacion de a y de b los conjuntos sofucién serian A’
y B’ respectivamente. La combinacién que me dard o misma Grea som-
breada que tenia, serd el drea cuadriculado que corresponde 4 lo intersec-

cién de A’ y B, por lo tanto lo solucidn es: no a y no b: ““Hoy no es jueves
¥ no s un dig nublado™. (A U BY = A N B

1

/ ; /// & i_n B‘j::-:-:'::

74 g ' :

Después de acertor er et problema. anterior puede entender perfacta-
mente las Leyes de De Morgan que nos dicen:

la. Lo negacién de una conjuncion, es lo disyuncion de las ne-

' gaciones.

20.° Lo negacién de una disyuncion, es la conjuncién de las ne-
gaciones.

. En otras palabras paro negar uno conjuncién combiamos el conectivo
logico “y" por un "0" y negamos las proposiciones componentes; para

negar una disyuncion cambiomos el conectivo 0" por un "y”, negando las
proposiciones componentes, ‘

Ejemplos:
o : a
a) —b-=cyh¢0 Negucién:—b-;écob:{)
b} abstocoa=0 Negacion:ab =acya # 0

Cuantificadores

H.emos considerado un tipo de proposiciones simples en los que se men-
ciona lo cantidad de sujetos que intervienen, como por ejemplo "Todos los
multiplos de 6 son nidmeros pares”, ol decir todos estamos cuantificando,

s decir, hoblamos de cantidad de miiltiplos en este ejemplo. Para grofi-
- €ar una proposicion de este tipo usamos el lenguaje de conjuntos diciendo

que pl conjunto de sujetos es un subconjunto de! conjunto que forma el .
predicado. Ejemplo: “El conjunto.de todos los multiplos de 6 es un subcen-
iunte del conjunto de los nimeros pares". '

Pares

Diagrama de )
universal afirmativo

¢Cémo consideraria el cuantificador ninguno? :
Dibuje la grafica de la siguiente proposicién: “Ningin mtltiple de 6 es
nlmero par”,

_La grdfica de luo proposicién nos sugiere la modificacion de la propo-
sicion, diciendo "Todes los miltiplos de 6 no son nimeros pares”. gue en
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el lenguoje de conjuntos quedaria como “'El conjunto de todos Jos muk-
tiplos de 6 es disjunto del conjunto de nimeros pares”,

La grafico se muestra en segiida paro que
compruebe su resultodo,

Por lo anterior podemos decir quie "ningu-
no” es equivalente a: “lodos . . .no.. "

Miilriplos
de
6

Fares

Dizgrema de universal negativo

Todos y ninguno son entonces cuantificadores que consideran fa {o-

talidod de los sujetos, y los lamamos cuantificadores urtiversales, slo que

el primero es ofirmative y el sequndo es negativo.

La negacién de este tipo de proposiciones simples es un caso partj-.
cular y muy frecuente en Matematica, rozén nor la que lo consideramos
seporodamente. Lo negaocidn de A es subconjunto de B serig “A no es
subconjunto de B”, que de acuerdo con fa definicidn de subconjunta, “aquel

/_\\ cuyos elementos {todos) lo son también del

otro conjunto’”, se puede escribir ¢ interpretar
% €omo “por Io menos un elemento de A no es
elemento de B". Estas proposiciones en las

Pedro

Mortales Homprer | QUE NO Se consideran fa totalided de los suje-
- tos emplean cuantificodores ltomados particu- -

lar o existencial. Ejemplo: Escriba Ig negacion

\_/ y dibuje la gréfica de "Todos log hombres son

mortales”. Lo proposicién se podria modificgr:

Disgramz de particulur negstiva €l CONjunto de todos los hombres es subcon.. |

junto del conjunto de los mortales” y lo nega-
cién serd decir que no es subconjunto, lo cual escribimos como “Por lo
menos un hombre no es mortal”. Su diagrama de Venn se presenta g la
izquierda. .

Al negar lo proposicidn universal afirmativa
hemos obtenido una proposicion particular neqo-
tiva, {por lo menos uno.. . .no es. .J el euantifica-
dor porticular lo encontramos también “como,
4 aigunes o algdn. ;La negocion de Iy proposicion
Dingrama de particular afirmativa PATICULOr negativa, cudl seria? Y la de la univer-

sal negativa? Otro ejemplo de la negacion, negar -
"Por lo menos un nimero entero es racional”. Estg
) €5 una proposicion particular ofirmativg y modifi-
Enteros Racionales | candolg al lenguaje de conjuntos seria, “ef conjun-

ta de nlimeros enteros no es disjunto del conjunto
. , . de nimeros racionales” y sy diogroma estd a la iz-
Disgruma de universal negativa g jierdn | g negacion seria decir que es disjunto,

Y en el lenguaje comin es “Ningiin nimero_entero es racional” cuyo dig- -

grama se dibuja en lo paging anterior ¥ qué corresponde al universgl ne-
gativo, : ‘

El valor de verdad de la-negacién de ung proposicién es verdadero si
la proposicién es falsa, y viceversa, esto se aplica a lag proposiciones con

76

lpsog?!antificudores wniversal g particular, pues son proposiciones g
A

ia escribir unos reglas para la negacion de |
tuantificadores? :

mples.
5 con

08 progosicione

Complete la lista con Igs tres raglas que faltan,

La negocion de
gativa.

2. Lo negcci@n de la universg| negotiva es o _ -~

3. La negacion de lo particular afirmativg es o

4 0 negacién de la porticular negativa es lo '

la universal afirmativa es g particulgr ne-

17
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PROBLEMAS DE AUTOEVALUACION -7

En los siguientes problemas escriba la negacién . de los proposiciones

que sean simples y dé su volor de verdod. Dibuje el diagrame de Venn
sombreando la negocion en los gue sean proposiciones abiertas..

Db R =

11 es un-namero primo.
X+3=10xN
6 <8 '
No es verdod que 3 < 5
x es un miltiplo de 3; x &—:gf de 10 semana
dbodo; hoy es-un dia de na. _
E?‘Ic?sspsr%blemus Jei 7 al 10, dibuje los dicgramas de Yenn y sombree

el conjunto solucidn para lo negacion. Apligue los leyes de DeMorgan para
escribir dichg negacion. :

7.
B.
9.
10

de

“Xesparox > 5'x e N _ . )
"Hoy e% martes y es un dia Huvioso"”, Hoy € Conjunto de todos los dias
"> 3yx <10 x e N .

' =6ox 0 xeE N

igui escri cid ibuje et diagrama
En los siguientes problemas escriba la negacion y dibuje e
Venn. Obs%rve el cumplimlento de los reglos de negacidn para las pro-

posiciones con cuantificadores.

11.
12.
13.

14.

13.

El conjunio de nimeros primos no es subconiupto del conjunto de nu-
meros impares. U = conjunto de nitmeros racionales.

Todos los nimeros naturales son enteros. U = racionales. o
Las rectas paraleles no se cortan, U = conjunto de todogs las rCiectcjs.
Por fo menos un nimero entero no es racional. U = conjunto de nd-
meros reales. - .

los figuras geométricas. . .
. Ningln dia lluvioso es claro. U = conjunio de todos los dios.

En el diograma de lo izquierda tenemos
tres conjuntos solucidn de tres proposiciones

.de 3; B = conjunto de niimeros pares, y C =

En un dibujo igual ol mostrada escriba el no-
mero de lo proposicion en el drea odecuada
para que la praposicion.sea verdadero. )
Eiemplo: 1) Es {also que 45 no sea mul-
tiplo de 3 o no sea milltiplo de 5. Usando

Multiplos
de
5

Le’yes de DeMorgan la proposicion quedo: 45 es miltiplo de 3 y es mil-

i ! 5. - - .

111;92(;340 es miltiplo de 5 y €s numero par, pero no es _multlplo de 3.
18. 3} 30 es nimero par y miltiplo de 3 y también mattiplo de 5.

19. 4} 28 no es miltiplo de 5 ni de tres, perci) nfsoggur. .
20. 5} 45 es miltiplo de 3 y 5, y es nimero impor. C

21. '6; es falso qu 121 es miltiplo de 3 ¢ mditiplo.de 5 o nimero par.
7

Algunos tridngulos equilateros no son isdsceles. U = conjunto de todas _

g, b, ¢, que son: A = conjunto de miltiplos

conjunto de multiptos de 5, respectivomente, " -

- Méduio 8

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al concluir el estudio de este maodulo, el alumno:

1.

@ ~J

2
3
4,
5
G

Identificard la suposicién o hipétesis de la implicacion y la conclusién

de ella. )

. Determinard el vailor de verded de una implicacién conociendo el valor
de verdad o conjunto de verdad de su hipétesis y el de su conclusidn.

. Idegtiﬁcaré lus proposiciones equivalentes mediante sus conjuntos de
verdad. . '
Graficord, madionte diogramas de Venn, el conjunto de verdad de ung
implicacion. : .

. Expresaré en diferentes formas una implicacién.

. Obtenddré lo conversa de uno implicacién y determinard su valor de
verdad.

. Hard una fista de formas diferentes de expresar una doble implicacién,

Groficaré el conjunto de verdad de una proposicién bicondiciongl
(doble implicacién), '

9. Determinard el volor de verdad de Ia contrapositiva, la inversa de
una implicecion.

10. Distinguira las partes de un silogismo.

11. Groficard utilizando diagramas de Venn, un silogismo vélido, -

12. Expresard con sus propias palabras lo que es inferéncia l6gica.

13. Aplicaré en casos sencillos los reglas de inferencios mds usuales,

14. Diterenciord entre pensamiento cotidiano y- &l pensamiento matema-
tico, ‘

~ ESQUEMA RESUMEN
Implicacion.

Estructura y significad'o de lo implicacitn.
El conectivo i6gico “si... entonces...”

Formas de expresar ung implicacitn.
Notacién,

Valor de verdad.

Equivalencia [dgica.

Proposiciones equivalentes.

Valor de verdad.-
Representacién grafica.

79



ki

Pr'e_pa ra toria E::;:g‘ilﬁ:iblerta Online

a bl erta Oﬁ I| Nne | www.prepa-abierta.com

Voriantes de la implicacion.

Proposicidn conversa.

Conjunto de verdad.

Doble implicacion.

Conjunto de verdad. _
Contrapositiva de una proposicién.
Reprasentacion grafico y valor de verdad.

Silogismo.
Estructurc de un silogismo.
Reglos de lo inferencia. _ .
Representacion grafica, utilizando diagramas de Venn, para mostrar
la validez de un silogismo.

Demosiraciones g problemas.

8G

Implicacién. Equivalencia logica

Cuando asociomos dos proposiciones utilizando el conectivo togico “si. . .
entonces. ..”, formamos Ja proposicion compussta mdas importante en g
Matematica. Esta proposicion compuesta se llama Implicacién v se-con-
sidera formada en dos partes: o primera es lo proposicién que se precede
por la particula “si* y lo llomaremos suposicién o hipétesis de la implica-
cién, lo segunda parte estd constituida por lo otra proposicion precedida
por la polabra "entonces” y la Homaremos lo conclusién de la implicacién.

Hay muchos modos diferentes de expresar una implicacién y en al-
gunos de ellos no aparece el conectivo légico "si.. . entonces” razén por
lo gue se debe desarroliar habilidod pora expresar tales implicacicnes
en la forma en que se expresa el conectivo: en seguida se ven aigunas
de los formas mds frecuentes, enire las que se incluye el simbolo o noto-
cidn oceptado en la mayoria de los textos; considerando que “p" repre-
sento la suposicidn vy "q” la conclusién, tendriamos: . .

si p entonces q:

P = g. (La forma simbolica que se lee como “si p entonces g").
p sélo si g,

p implica q,

q si p. (Esta formo es frecuente y debemos observar que o
hipétesis y la conclusién aparecen en orden invertido, rozon
de frecuentes errores).

Veomos algunos ejemplos en donde se combia a la forma tradicional,
sl p entonces q. ‘
a) “x > 5implica x > 4",
"si X > 5 entonces x > 4"
by " = 1si3x — 1 = 2x" (Esta es la forma q s p) -
“si 3x — 1 = 2x entonces ¥ = 1", ,
¢} "Des circulos con radios fguales tienen Greas igualas”,
"8i dos circulos tienen radios iguales entonces tienen dreas iguaies”,
d} "Todos ios Gngulos rectos tlenen fo mismo medida”, ' '
“Si los éngulosson rectos entonces tienen lo mismg medida”

El Gitimo ejemplo nos da una forma de proposicién con cuantificado-
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res: sabemos que ese tipo de proposiciones son simples y se les puede’

asignar un volor de verdad de inmediato, lo que nos sugiere lo idec de
considerar o las implicaciones como otra forma especial de las proposi-
ciones simples, sblo que su hipétesis y su conclusién pueden ser propo-
siciones abiertas. Analicernos otro ejemplo: "Si x es miltipio de 2, enton-
ces es un nimero par; X € N en el lenguaje de conjuntos quedario como
"% es elemento del conjunto de muitiplos de 2, y x es elemanto del con-
junto de nimeros pares”; esto, como se puede observor, €s ung conjun-
cién, por lo gue x pertenece a ambos conjuntos, lo que significo que el
conjunto de todos los miltiplos de 2 es un subconjunto de! conjunto de
nimeros pares; es decir que "si af pertenecer al primer conjunto entonces
pertenece al segundo”, el primer conjunto debe necesariamente estor
contenido en el sequndo, y como ya vimos antes, decir "A es un subcon-
junto de B" es uno proposicion simple y su volor de verdad se puede ex-
presor de inmediato.
' De acuerdo con lo anterior, podemos decir entonces que el valor de

verdad de una implicacién puede darse de Inmediato, y s6lo es verdadera

si el conjunio de verdad de su hipétesis es subconjunto del conjunto de
verdad de su conclusién; de otro modo la implicacién serd falsa. También
podemos observar de lo anterior que los sigulentes proposiciones son
formas diferentes de decir una misma cosa.

Todos los dngulos rectos son de la.misma medida. - _
Si log dngulos son rectos entonces tienen la misma medida.

El conjunto de angulos rectos es un subconjunto de! conjunto de dan-
giilos con lo misma medida.

Tenemos entonces tres proposiciones que por decir lo mismo tienen -

& mismo valor de verdad ¢ el'mismo conjunto de verdad.

kas proposiciones que tienen el mismo volor de verdad o el mis-
mo conjunto de verdad las llomomos proposiciones equivalentes.

Una proposicion universal afirmative es entonces 6gicamente equi-

valente o una implicacian. .
Ejemplos:

a) “Six < 6, entonces ¥ < 10, X & conjunto de nimeros enteros”. Para

determinar su valor de verdad recurrimos ol lenguaje de conjuntos y

sus diagramas. Lo -proposicion equivalente serio "El conjunto de nd-

meros enteros menores gue 6 es subconjunto del conjunto de nime-

ros enteros menores que 10", U = Conjunto de nimeros enteros.
.2,3,4,5]

A=1{1
B=11234567288)
ACEB

nmu
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Enteros

Nameros < 10

Grifica de Implicacic"n Verdadera

Compare esta grdfica con la del universal atirmativa

b} "SI una figura es un cuadrado, entonces es un paraleldgramo”. Con-
junto de cuadrados es subconjunto del conjunto de peralelogramos,
conjunto de reempiazamiznto el conjunto de todas los figuras geo-

métricas. Se cumple lo que se afirma, por lo que la implicacion es
verdodera.

Todos los figurﬁ geométricas

Paralelogramos

[Rectingulos D

RRERN

Gréfica de- Implicacién Verdadera

¢} “Si una figure es un tridngulo, entonces es un tridngulo equllatero™.

[ Todas tas figuras geomérricas El conjunto de todos los tridngulos es un sub--

conjunto del conjunte de tridngulos equildteros,
Conijunto de reemplazamiento el conjunto de to-
das las figuras geométricas. Podemos ver en la
figura que esta Ultima afirmacién no se cumple
por {0 que la implicacion es falsa, -

Grifica de Ia implicacidn o ‘ - ’ 83
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I d) "Six es unelemento de A B, entonges
4 ¥ es un elemento de B". Esta proposicion
/ ya estd en el lenguaje de conjuntos, ¥ en
el diogromo de Venn se muestra que el

conjunto A [} B es un subconjunto del con- .
junto B, luego la implicacion es verdadera.

ANE

gl - multi " 1 io hecho
" Oltipios de 15 son muttiplos de 5. Como se hulptp
©) Todos los it notor, los proposiciones con cuantificadores

TN son una de los formas de decir gue un conjunto
/ Mittiplos es subconjunio de otro, al igual que los implica-
¢ ciones, por fo que puede escn‘b[rse lo_proposi-

3 cién ldgicamente equivalente “5i un nimero es

ey d
Milii- % un niimero,
& plos des miltiplo de 15, entonces es un miltiplo-de §”, o
en lenguaje de conjuntos, “El conlumo.de mat-
tiplos de 15 s un subconjunto del conjunto de
miltiplos de 5”. La implicacion es verdadera como se muestra en la figura.

- Para comprobar 1o volidez de nuestra ofir-
Tedas s figuras geométricas | macien usamos lo que se llama un “contra-
d ejemplo”; es declr, un ejemplo que no cum-
pla la. implicacion, es decir, en esie coso
una figura gue slendo trigngulo no sea equi-
1Gtero. "Tridngulo isdsceles” es elemento de

Trigngulos
equildteros

Tod.as los
tridnguins

mento de la conclusion y su figura se mues-
X

tra a la izquierda. El conjunto de la hipétgsis
no es subconjunto de lo conclusién y lg im-

% representa un tridngulo Isdsceles p”CGCiOﬂ_ES falsa.

Variontes de la implicacion

“La implicacién da lugar ol mayor problema en la bﬂsquec}u de la verdad,
no solamente por el heche de que existen tantas y tan dzfegenteg _formlc.:js'
de enunciar una implicacién, puss aun usando. eE_ conactivo lbgico "'si
...entonces ...”, pequefios combios en lus proposiciones o en el orden

" en que se dicen, cambian &l valor de verdad de la implicacidn,

R} .

Si cambicmos el orden de las proposiciones dejando en su lugar ol
conectivo, formaomos una variante de la implicacion, a lo que llomamos
Conversa o reciproca de.lo impiicuqién.‘ Eie{:jplqi ,Qumble,mos el orden de
s proposiciones de lo siguiente implicacion "si un ndmero entero es
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-y se dice que las proposiciones representon esencialmente lo mismo. Es-.

la suposicién o hipbtesis, pero no es ele- -

miltiplo de 8, entonces es nimero par”. “Si un
nitmero entero es par, entonces es mitiiiplo-de 8",
Considerondo el diogroma de Venn para lo
implicacion dada, podemos aprecior que es ver-
dadera, ya que el conjunto de miltiplos de 8 es sub- .
conjunto def de nimeros pares, pero no sucede lo Miltiplos
mismo con las proposiciones invertidas, por lo que de
o conversa es falsa. Contra-ejemplo: el 4 es par 8
pero no es miltiplo-de 8. Por lo anterior podemos '
concluir 1o siguiente: “Aun cuando una implicacién
seo verdadero su conversa puede no serlo”. En
otros palabras, de lo verdad de una implicocion no se puede concluir lo
verdad de la conversa de la implicacién. Sin embarge, puede darse el caso
de que lo conversa tombién sea verdadere. Ejemplo. “Si todos los angu-
los de un trigngulo son iguales, entonces ] triéngulo es equilatero™; su pro-
posicion conversa “Si un trigngulo es equildlero, entonces todos sus an-
gulos son iguales” Ambas proposiciones son verdoderas, es decir, el con-
junto de tridngulos con sus dngulos iguales es subconjunto del de trign-
gulos equildteros, y viceversa: por lo tanto, se trota de conjuntos iguales

los proposiciones cuyo conjunto de verdad o valor de verdad es el mismao,
y0 vimos due son proposiciones equivalentes; cuando se trato de ung im-
plicacion y su conversa se pueden combinar en una proposicidn mas
compleja usando el conectivo "y", con o que se formo una doble impti-
cacion, cuyo simbolo es fa flecho con daoble punta. Ejemplo:

“Si7— 2 = 5, entonces 5 + 2 = 7". Simbolizoda esta implicacidn
quedaria: (7 — 2 = 5) = (6 + 2 = 7)", Lo proposicion conversa seria
“15 4+ 2 =7 = {7 — 2 = 5)". Con nuestros conocimientos de esos ni-
meros podemos comprobar que ambos propasiciones son Verdaderos y
combinadas en uno doble implicacién quedon, (7 — 2 = a)¢= (5 + 2 =7)"
que sefee "7 — 2 =5siysdlosi5 + 2 = 7" Siendo sy conjunto
de verddd el mismo, ambas son verdaderas o ambas son falsas, demos-
trando una, se demuestra tombién a lg otre. Veamos otro ejemplo.

"Si un tndngulo es recténgulo, entonces el cuadrado de su lado ma-
yar es igual a la suma de los cuadrodos de sus otros dos lodos”.’

Conversa: "Si el cuadrado del lado mayor de un tridngulo és igual a lo
suma de los cuadrados de los otros dos lados, entonces el tridnguio és rec-
tangufo™. ,

Combinadas en una proposicién conjuntiva fos dos implicociones ante-
riores dirian "Un triangulo es rectangulo, si y s6lo si el cuadrado de su lado
mayor es igua! a lo suma de los cuodrados de fos otros dos lados”, (Teo-
remo de Pitdgoras). )

Cuondo enunciomos ung implicacidn estamos diciendo que un deter-
minada conjunto es subconjunto de otro. Existe ung modificacion aof intro-
ducir la negacién en las proposiciones componentes gque no combia el
valor de verdad de Ia implicacion dado, nos da una proposicion equivalente
y la llamamos la Contrapositiva de lo implicacion, esto varignte és muy
(til en los demostruciones.

Veam_o_s“con un eiemplo el valor de verdad de una implicacién y de su
contrapositive. "Si une figura geométrico es un recténgule, entonces es
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Todas las figuras geomérricas

Paralelogramos

. plicacién es verdadera.

demuestre que son equivalentes.

ir_ar

Consideremos dos proposiciones “p” y "g" formande una implicacién,
y llamemos P y Q a sus conjuntos de verdad respectivamente; tomando la -
implicacién como verdadera repasemos la implicacién y sus variantes uti- ¢

lizando sélo simbolos. El simbolo “~'' antes de una proposicidn indica su
negacion.

tmplicacion: p = q es verdadera siempre que

U -
- 0 ' disgrama de Venn,P € Q.
: Conversa: g = psu valor de verdad no se
: deduce del valor de ver-
ST L

dad de lo implicacion.

. Doble implicacion: p < g es verdodera siempre que P = Q ya'qbe se

formd con la conjuncién de una implicacién

y su conversa {p = g} vy (g = p).

Contrapositiva: ~g¢ = ~p' es uno proposicién equivalente a lo implica- .
' : :¢ién por lo cual tiene el mismo valor de ver- -

dad P C Q equivalente 0 Q' C P,

fnversa: ~ p — ~ g esta proposicion es equivalente de la conver- .
‘ sa, razdn por la que no es muy frecuente su

aplicacién.

SiHlogismos. Demostraciones

En cualquier sistema matemético los-postulados y las definiciones son las
bases para los demostraciones. En dlgebra se hacen ciertas suposiciones .
acerca de las propiedades de lg igualdad, de lo desigualdad y dei conjunto
de los nimeros reales; estas suposiciones se aceptan como verdaderas y
forman los postulados con los gue 'se construye un conjunto de conclusio-
nes acerca de los niimeros parg formar el sistema matemdtico, utiizando
" pora ello el razonamiento deductivo. Las conclusiones o deducciones se
expresan generslmente en lo forma de implicaciones usando el "si .. .en- :
tonces. ..", y sus enunciados constituyen lo que conocemos comiinmente |
con el nombre de Teoremaos, los que una vez demaostrados, sirven también
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un paralelogramo. "En lengugje de conjun-
tos diriomos: “Si uno figuro geométrica
es elemento del conjunto de recténgulos,
entonces es elemento del conjunte de po-
ralelogramos™; en seguida se muestra el
diagramo de Venn donde se ve que la im-

Formemos lo contrapositiva de lo im-
plicacion’ paro io cual formoemos primero -
la conversao y luego negamos las propo- |
siciones, queddndonos “Si una figura geo- -
métrica no s un paralelogramo, entonces
no es un recténgulo™. Hago un diogramao
de Venn para- esta dltimo proposicién y -

corio se muestra en el

junto con los postulados y definiciones, como boses para rnuevas constryc-
clones y nuevas demastraciones. Los teoremes son generalmente expre.
sados en lo forma "si .. .entonces...” por lo que o implicacion es una
parte importonte en el proceso de razanamiento daductivo. ’

) Lo hipétesis lo constituimos con postuladas o definiciones, vy las relg-
ciones I6gicamente .vélidos que establecemoas entre diferentes proposicio-
nes simples o compuestas, nos ltevan a admitir Ig validez de o conclusién
al aceptar la hipdlesis; esto es lo que constituye uno demaostracion. Estas
relaciones tombién llamadas argumentacion, toman el nombre de Reglas
de Inferencia o Silogismos, segin su estructura.

Las reglas de inferencia son argumentaciones valides en la forma de
implicaciones y existen infinidad de ellgs, por lo que s6lo mencionaremos
una de fas de mds frecuente oplicacion, conocida como ta Regla de la Co-
dena.

Elemplo: Témense dos implicaciones.

a) Six es elemento del conjunto R, entonces x es elementa del conjunto
S. Simbdlicamente {r = s). :

. b) Six es elemento del conjunto S. entonces ¥ a5 alemento del conjunto

T. Simbblicamente (5 = 1). o

En lo primera implicacion decimos que R <& 5, y en lg segundo que
S c T, por lo tonto cualguier elemento de R lo es también de S, y por
to tonto tombién de T. En el lenguoje de conjunios lo conclusién que
obtendriomos con las dos implicaciones verdaderas
serio "Si x es elemento de R, entonces x es elemen-
to de T" (r = t}. Esta seric una conclusién valida -
tomo se puede ver en el dingramao de Venn que se
presento a g izquierde. '

Regla de la cadeno en simbolos:

.{(rzbsl y (s:’rt}; = i Ir = t) ;
hipdtesis " {conclusién

El silogismo &s lo otra unidod basica en las demostraciones, se formag
con tres proposiciones. La primera, llamada Premisa mayor es una implica-
cién aceptada como verdadera, Lo segundg, llomoda Premisgc menor, es
una propasicion también aceptada como verdadera y nos dice en un 1ér-
mino, algo que es elemento del conjunto qué se menciona en 1d hipdtesis
de la premisa mayor:a éste se Ie llgma términe medio parque interviene
en embas premisas o proposiciones perp nunca aparece en la conclusion
del silogismo. La tercera proposicion o conclusién se formo suprimiendo
el término medio, conjunto que aparece en ombas premisas y tomando el

término de lo premise menor como elemento del conjunto de lo premisa
muyor.

Silogismo simbalizado T
p=4q . Premisa mayor P C. O ‘
X €-p. - Premisa menor P es el término medio.

X € Q Conclusion,
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El diagromo de Venn pora un silogismo valido o correcto p_resenm
la grafica de dos conjuntos, el de la hipdtesis Py el de lao conclusion Q, el
primero siempre es subconjunto del segundo {P C u_); presento también al
elemento x del término medio ei que por estar contenido en P {orzesomente
estaré contenido en Q. Ejemplo:

mdltiplo de 2.

imditiplos de 8] < [multiplos de 2}

Premiso Menor: 18 es mdiltiplo de 6
18 £ {mdltiplas de &)

Conclusion: 18 es multiplo de 2
18 = {miitiplos de 2}

El silogismo anierior esté simbolizado usondo el fenguaje de con-
juntos. Otra forma es lo siguiente:

Premisa Mayor: Si x gs elemento del conjunio de. mul- Mitktiplo
tiplos de 6, enlonces ¥ es elemento del conjunto de
multiplos de 2. ) o

Premisa Menor: 18 es elemento del conjunto de maltiplos
de 6. - . - N -

Conclusion: 18 es elemento del conjunio de mdktiplos

de 2. Diagrama del si]ugismd

de
6

Tanto en las reglas de inferencia como en los silogismos la validez no.
depende del valor de.verdad de los proposiciones componentes, sino de la
forma en que se empleon, pues si no se slguen los reglos de lo logica,
fa conclusion no serd una deduccién de las premisas; y del razonamiento
o argumentacitn se dice que no tiene validez o que es falaz,

Lo anterior significa que lo conclusién puede ser verdaderg o falsg,
‘pero su valor de verdad depende de una informacidn diferente o adicional
g lo que proporcionan las premisas,

Ejemplos:
a)

. St un animal g8 un 0so entonces le gusto la miel
Premisas { A mi animal preferido le gusta la miel

Conclusion:_

Este sllogismo es invdlide independientemente de que o conclusion
pueda ser verdadera o false porque de lo que se afirma en las premisas
no se puede obtener una conclusion, yo que no se afirmo que solo ¢ jos
0508 les guste fa misl por lo gue mi animal préferido pudiera ser un, oso
0 pudiera no serlo. o )
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Premisa Mayeor: 5i un nimero es miitiplo de 6, entonces es

b} .
Premisas { St un nimero es miltiplo de 4 entonces es divisible entre dos

El nimero 14 es divisible entre dos
Conclusién: El nimero 14 es miltiplo de 4,

- La conclusién es notoriamente falsa, e silogismo es invélide pues no

siguit las reglos de la lagica. :

c) :

Premi Si un nimero es miltiplo de 4 entonces es divisible entre dos
FeMISAs 1 El nimero 16 es divisible entre 2

Conglusién: El nimero 16 es maltiplo de 4

Ahora la conclusion es verdadera, pero el silogismo-sigue siendo inva-
lido, el valor de verdod de la conclusion lo obtengo de conocimientos de
los relociones entre los nimeros, diferentes de los que se proponen en fos
premisas. La conclusion entonces no se deduce de las premisas.

En los demostraciones se utilizan uno o varios silogismas, principiando
con los hechos enunciadas o dados por el problema,.o por hechos ya cono-
cidos, como los postulodos, hasta Hegar a nuevoes hechos o conclusiones,
siempre usando el ruzonamiento deductivo. La demostracién matematica
exige apoyar con una o varias razones.cada afirmacién queé se haga, esta
rozon puede ser un postulado, una definicion o la conclusion de un teo-
remao gue yo fue demostrado.

Para este tipo de demostraciones utilizaremos dos columnas,
una para los hechos dados en el problema y las afirmaciones
que iremos deduciendo hasta llegar o la conclusién que se quters
demostrar, y la otra columna en donde daremes las razones de
cada ofirmacion que se haga. ‘

- Ejemplo: Supongamos que yo conoéemos que los siguientes hechos -
son verdaderos; "Si un niimero es maltiplo de 8y también de 5, entonces
es multiplo de 45". "Si la suma de los digitos gue forman un nimero es
mttltiplo de 9, entonces el nimero es miditiplo de 9. "Si un ndmero termi-
na en 0 o en 5, entonces es miiltiplo de 5. '

-Pruebe que 33,210 es mditiplo de 45.

Proposiciones Razones
33,210 es miltiplo de 5 (Si un nimero terming en 0) = jes
) miltiplo de §).
3+34+24+140=9 Hechosde la suma.
33,210 es miiltiplo de 9 {Si la suma de los digitos de un no- -
, - mero es mitltiplo de 9) = (el ntmero
es miliipio de 9).
Conciusion: -
33,210 es multiplo de 45  {Si un namero es maltiplo de 9 y tom- -

bién de 5 entonces es miiltiplo de 45).
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Eﬁ lo demostracién anterior hemos utilizado tres silogllsmos d!..lt:’i([l;l‘lc'():
estros rozonamientos, s6lo que por razones précticas no los escri

on la formo como los definimos y que a continuaciébn se presenta, y en su

Funguﬂr utilizamos las dos columnas, omitiendo o premisa mencr que gene-

ralmente es evidente.

i justific firmacion). Si
isa Mayor: (La razon que justifica nuestra afi _
ﬂﬁe:‘amem tyerrnino en 0 0 en 5, entonces es miltiplo de &.

isa Menor: {Omitida) 33,210 termina en 0.
E?rmzzién: (Nuestro afirmacion) 33,210 es miitiplo de 5.

isa Mayor: Si lo sumo,de digitos que forman un nimero
Z;erl::mtiplo ge g, entonces el niimero es multiplo de 9.
Premisa Menor: Los digitos que forman el nimero 33,210 su-
man un multiplo de 8. (No omitida).
Conclusion: 33,210 es maltiplo de 9.

Premisa Maoyor: Si un ndmero es multiplo de 8 y también de

5, entonces es miltiplo de 45.
Premisa Menor: 33,210 es miltiplo de 8 y de 5.

Conclusion: 33,210 es miltiplo de 45,

or, se ve lo préctico que resulta el uso de las

' anteri
Con el ejemplo por 1o que a lo largo de este curso

dos columnas en las demostraciones,
_ continuard empledndose. La
que generaimente es una in

formacién doda o conseguida en el mismo
problema, :
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Lo premisa menor Se omite para simplicidad ya

PROBLEMAS PARA AUTOEVALUACION 118

En los siguienies problemas digo cudl es la suposicidn y cudl es lo

conclusitn, y reescriba la proposicion usando lo forma “si. .. entonces...”,
si corresponde.

1.
2.

Si llueve, entonces se pospondré el juego.
Un ndmero entero es miltiplo de 8 sélo si es por.

]
. Paratodax > 0,x> — ,x & N.-
. X

4. Que x sea miltiplo de 9 implica que sea miitiple de 3; x = N.

10.

. El equipo gono si Pablo juega.

Sl se ocepto como verdadera lo proposicidén “si @ = 5, entonces
@ = 25", :

¢ Cuébl de los cuatro proposiciones siguientes -es una deduccidn- co-
rrecta? :

a) Sig® = 25, entonces o = 5

] c} Si o #* 28, entonces g % 5
b} Sia # 5, entonces o 7 25

dj o = 25, s0losiga =5

. 'En los problemas que siguen dibuje el diagroma de Venn después de
-resscribir la proposicion en lenguaje de conjuntos, de modo que se

vea que lo implicacion es verdadera, ) .
a) "Si un nimero es divisible. entre 8, entonces es nidmero-par”,
b) “Si'x < 10, entonces x < 15; x € N".

. Usando las dos proposicianes que se dan, forme une implicacion ver-

dodera. ‘ :

axXt=4%=2

b} TriGngulo isbsceles; trigngulo equildtero.

. Reescriba las siguientes implicaciones usando el lenguaje de con-

juntos. Use dingramas de Venn para demostrar si la implicocién es
0 no verdodera. ‘

a) Si un.nimero es divisible entre 4, entonces es un nimero par.
b} Si x es un nimero entero que no es menor que 10, entonces no
es menor que 6. : :

Cambie la proposicién universal verdadera que se da, por su equiva-
lente l6gica, una implicacion en donde use primero el conectivo ldgico
“si ...entonces..." y luego escribdla usando “sblo si” parg observar
lo impresién que s€ produce en el valor de verdod que no se ho
cambiado. ) :

0) Tedos los dias Huviosos son nublados.

b} Todos los miliiplos de 6 son miltiplos de 3.

N
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Considerando a-n > 5 como “p”" y o n = 4 como "q", escribg los

sigulentes implicaciones en Ia forma "si ...enionces...”, recuerde que
el simbolo ~ representa lo negacion y tombién que n & R.

N, p=g i2. q=> ~p 13. a=0p
¥ ~g= ~p 5. ~p=>~q 16. ~p=>q

Diga qué variante de la implicacion representan fos simbolos.

7. g==p '

B, ~g=>~p

9. ~p==~q

20. Utilice los dingramas de Venn pora determinar el valor de verdad en
los ejercicios del 11 qi 16,

21. ¢Cudl de las proposiciones siguientes es equivalente a “si r, enton-

ces §"7 .
aj r, sblo si s b} s, s0lo si r c) r, sis0lo si s

22. Complete los siguientes oraciones de modo gue el significado no

cambie y que el velor de verdad seo Verdadero.
a) Dodor== 8 ____  salo si

b) Dado p = g; si -
¢} Cuando p = q y q = p son implicaciones verdederas, o "p" y

oo

g se les llamo proposiciones.

En los problemos del 23 g 28, compruébe si los silogismos que se
dan son ¢ no validos, explicande por qué. Dibuje un diograma de Venn

para coda problema. Recuerde que no estamos analizande |d validez de
cada afirmacion. ’

23. Si un nimero es'miltiplo de 10, entonces es multiplo de 5. 20 es

miltiplo de 10.
Por lo tanto, 20 es un miltipio de 5. .
Si una ciudad estd en Nuevo Ledn, entorices estd en América. Mon-
lerrey estd en América.
Por lo lanto, Monterrey estd en Nuevo Leén. :
+25. Sl un nomero es miltiplo de 10, entonces es multiplo de 5. 75 es mil-
tiplo de 5. _ ’
Entonces, 75 es mlltiplo de 10.
26. Todo burro tiene orejas.
T4 tienes orejas, ‘
Por lo tanto, tG.eres un burro. -
27. Das dngulos de un triangulo son iguales,.si y 5olo si los lados opues-
~tosa 8508 angulos son iguales.
AABC, (léase triéngulo ABC) AB = BC
Entonges,rel angulo C es igual o) dngulo’ A. -
28. Tocfo's fos Gngulos rectos tienen igual medida.
+ Los angulos A ¥ B son rectos, -
Por lo tanto, el dnguio A es igua! al dngulo B.

24.
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29. Sl gceptamos como postulado la siguiente proposicion “Los dngulos
opuestos por el vértice tienen lo misma medida” ;Cudles de ias
siguientes proposiciones se pueden “deducir” de este postuiodo y
por qué? . . )

o} Dos dngulos gue no tienen la mismo medido no pueden ser an-
gulos apuestos por el vértice.

b) Algunos dngulos gue tienen o misma medido, son dngulos opues-
tos por el vértice.

c) Dos dngulos que tienen ta misma medida son opuestos por el

" vértice, : .

dj Dos dngulos que no son opuestos por el vértice, no pueden lener
o mismao medida. .

Escriba una conclusion basada en la informacion que se da.

30. EI Sr. Gonzélez recibird un ascenso si termina su preparatoria.
El Sr. Gonzdlez termina su preparatoria.

31. Todo nimero por es divisible entre dos, x es un nGmerc par.

RESUMPEN

Hemos utilizado los términos -que se introdujeron en fa unidad anlerior y
fhan sido una gran ventajo, no sélo por facilitarnos la simbolizacién de
nuestro lenguoje ordinario sino tombién parque nos han permitido expre-
sarnos de una forma mas clara y preciso, evitando asi los ombigliedades
propias ‘del lenguaie ordinario.

En esta Unidad I definimos nuevos términos para precisar oin méds
nuestras expresiones e ideos, asi como tombién nuestras argumentacio-
nes o demostraciones, los mas importontes son: :

Deduccion | ‘ Silogismo

Valor de verdad Preposicidn simple

- Negacitn : Conijuncion

Cuantificador particular l.eyes de DeMorgan
Equivalencia 16gica Implicacidn

Conversa de una implicacidn . Cuantificodor universal .
Demostracion o dos columnas Boble implicacion

Proposicion abierta Contropositive de una implicecion
Disyuncidén : ‘ o :
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. Todos los lunes se Heva a cabo el soludo ¢ lo bandera.
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- Paneles de verificaclion

CONJUNTO DE PROBLEMAS 1I-5

Garcia obtiene un buen solario.
Deduccién: ol aceptar gue es martes,
Inducclén: se generclizd o sucedido cinco ofios consecutivos.

. Deduccién: ol aceptar que lfos cuaotro lados iguoies midan 4 cm. de-

dujo lo medida de cada lodo.
Si; proposicion simple, verdadera.

. No tiene conjunto de reemplazamiento por lo tanto, no es propesicion.
. 8i; proposicion abierta [6}. :
. Si; proposicién abierta {x & N | x es par}.

. "El conjunto de los multlpros de 6 es subconjunto

del de nameros pores”.

"3 es elamento del conjunto de nimeros
menores que 5 .

Mime-
ras meno-
resque §
3

- CONJUNTO DE PROBLEMAS II-6

Ei conjunto de maitiplos de 6 es un subconjunto del conjunto de n-

meros pares.
3 es un slemento del conjunto de nimeros impares.

x es elemento del conjunto de nGmeros naturales y del comunlo de

nimeros menores que 4.
El tridngulo T es un elemento del conjunto de tridngulos equilateros.

Multiplos
w de § .

10.

12.

13.

14,

Nimeros
primos

9.
N
Tridngulos
equildteros
T
\\-____/
1.
N N
Multiplos
Miltiplos de
de 3
2
Disyuncién
"x < 8"0"xesmiitiplode3' xe M
Conjunto de verdad
{1,2,3,4,5,6,7,9]

{1.2,3,4,5,6,7} ) {3.6,9} =
Disyuncién

“x es miitiplo de 3" o ""x es niimero par o es menor que 8" xXeM

Conjunto- solucién

[369]U[[246810}UE12}34567]]_

=1{3,6,9} U (1,2,3,4,5,6,7,8
_[1 2,3,4,56,7,8,9 0}=
Primer paso
“x es maltiplo de 3" A=1[3689
"X es par” "B=1{2,4,6
“X es menor que 8" C={1,21
M={1,23

Segundo paso.
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Respuesta "A ) C" “x es muitiplo de 3 y es menor que 8"

15. Usondo los pasos 1 y 2 del problema anterior buscamos chora la
opergcién entre los conjuntos que nos dé {2, 3, 4, 6}
Solucidn _
{A U B} N C que corresponde a: : .
“x es mulliplo de 3 o es par” y "'x es menor que 8 _

Seon A, B, C no disjuntos

1o adh byc fbycj6a

CONJUNTO DE PROBLEMAS 11-7

1. Es uno proposicion simp!e. o
. Negacion. 11 no es un ndmero prima. Falso,

2. Prop_osfcién abierta. Negacion. x + 3 # 10; x € N.
El Grea sombreada contiene los .
elementos que cumplen con 1a negacion.

3. Proposicion simple .
‘MNegacion, 6 < B, Falsa

96

- 4. Proposicign simple
Negacidn, 3 < 5. Verdadera

5. Proposicion abierta.
Negacién, “x no es un miltiplo de 3; x & N”

6. Proposicion simple.

Negacion. “Hoy no es sébado”. Valor de verdad corirario del que
tenga lo ofirmacién.

7. Negacidn, 2a. Ley de DeMorgan'.

Negacién,
1a. Ley de DeMorgan
"Hoy no es maries o no es un dig Huvioso.

9. Negacién.

C O "EP 30N 10, ke N
Esto. negacion es equivalente a:
"X 30x 210, x e N ’

10. Negacién.

Diferentes
"IXEBYXR =0:Xx e N

de
1}

Impares

. Raciopales-

11. El conjunto de nimeros primos es
subconjunto del de nimeros impares
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CONJUNTO DE PROBLEMAS 1i-8

Suposicién: Que llueva.

Conclusién: Posponer el juego.

Suposicién: Ser nimero entero maltiplo de 8.
Conclusién: Ser par. . L
Implicacion: Si un nimero entero es miltiplo de & enionces es par.

Suposicién: x >0, x € N

1
Conclusién: x > -, x € N

%
1
Implicacién: Si x > 0, entonces x > —, X € N
X

Suposicién: x maltiplo de 9. .
Contlusion: x maltiplo de 3, -
implicacién: si x es miltiplo de 8, entonces es multiplo de 3; x € N.

Suposicidn: Que Paoblo juegue.
Conclusion: El equipo gana. )
Implicacion: Si Pablo juega, entonces ei eguipo gana.

g} o = 25-=> a = 4 Incorrecto porque o podria ser — 5. _

b} o % 5= a0’ 3¢ 25 Incorrecto por lo misma razdn que antes.

c] Si o+ 25 entonces g # 5 Correcto porque si no se cumple la
conclusion, no se cumple tampoce lo hipolesis.

d) ot = 25==0 = 5 Incorrecto es la misma proposicidn que en in-
¢iso a) .pero en otra formia.

a). Si un admero es divisible entre §, enton-
ces es par. .
£i conjunto de nitmeros divisibles entre 6
es subconjunto del conjunto de nimeros
pares.

e
Nimeros pares

Niimeros
- divisibles
entre

&

b} Six < 10, entonces x < 5, x € N. I con- TN
junto de ndmeros naturales menares que
10 es subconjunio del conjunto de ndme-
ros naoturales menocres gue 15.

Nimcrgs_menores
7 T que

-
Nitmeros 15
menores

8. a) ¥=4; x=2, x & N. Implicacién x = 2 = x* = 4.
b} A isosceles, A equildtero. Implicacién. Si.un A es equildtero =
es isésceles,

9, o) El conjunto de nimeros divisibles entre 4 es subconjunto de los

pares. N
Por definicién “Los niimeros divisibles Pares
por 4 son miitiplos de 4" '

El 4 es miltiplo de 2 /" Divisibles

Por tonto es par : enire
Todos los muitiplos. de 4 son pares

Verdadera

- b} E! conjunto de nimeros enteros no menores que 10 es subconjunto

del conjunto de nlimeros enteros no menores gue 6.
A= {Com_unto de ndmeros no menores gue 10} = {10, 11, 12, 13, 14, .
B = {Conjunto de nGmeros no menores que 6} = (6,7, 8,0, 10, 11,12, .. .].

S Nimeros 46
ACRH .

MNimeros <€ 10

Verdadera

10. a). “Si un dio es Huvioso entonces es nublado”.
b} "U.n dia es lluvioso sdlo si es nublado”.
¢) "Si un niimero es miltiplo de 6, entonces s multiplo de 3",

“Un ndmero es miltiplo de 6 sélo si es maltiplo de 3.

Analice detenidomente estas implicaciones y compdrelas con las ori-
ginales. Las tres formos nos dicen exactomente lo mismo, pero no
siemprga nos damos . cuenta, el lenguoje ordinario nos presenta mu-
chas. def_i_cufmdes para encontrar la verdad vy esto es una oportunidad -
de analizor lo que decimos o nos dicen pora poder juzgar.

1. SIn>5 entonces n=4 neN (p==q). ' '

12. 8in=4, entonces nH5neN (g= ~ p).

13. 8in=4, entonces n>5ne& N (g=p).
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Introduccion

La mayor parte del Gigebra elemental estd intimamente ligada at sistema
que forman los nimergs reales. :

Los elementos de conjuntos y l6gica de los dos unidades anteriores
nos capacitaron para estudiar fa “estructurc” del sistema de nimeros
reales y comprender los propiedades fundamentales que lo caracterizan
coma un compo, de manera que sin prescindir de las habilidades desarro-
llodas en aritmética los generalicemos y los perfeccionemos compren-
diendo que siempre son vdlidas por “una razdn”, es decir que no sola-
mente simbolizamos y aprendemos ciertas técnicas sinc que ademds jus-
tificamos los cambios o modificaciones que intreducimos al desarrollar
un razonamiento simbdlico. Esta forma de oprender las técnicas matemd-
ticas justificando con lo aplicacién de {a logica en lo que llamamos
demostracién a dos columnas hace innecesario que memoricemos reglas
y férmulas al principio, pues esto se logra a través de lo aplicacién con-
tinua y repetida que hocemos para. justificor, de modo gue si una regla
o formula se olvida en el futuro, se puede deducir cuando se necesite.

No se desconoce lo importancio de la mecanizacién pare agilizar las
operaciones con los nimeros, pero ésta no nos ensefic ¢dmo aplicar
las operaciones en los problemas de la vida real, es mds bien el conoci-
miento de la estructura de los ndmeros lo que nos permitirG aplicarlos a
situaciones reales por analogia. .
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Objetivos generales

Al 1érmino de esto unidad el alumno:

1.
2.

108

Comprenderd el significado de “sistema matemético” y de “campo”..

Distinguird o los conjuntos de los nlimeros noturates, entergs, racio-
noles, irracionales y reales. .

Operard con nimeros racionales en su forma decimal o de fraccién
comin, y en forma combinada. .

Aplicord fa notacion literal en.la representacién de nimeros reales y

valorarG lo utilidad de ella en la generalizacién de los operaciones
aritméticos. : : - ‘

Apticard el mecanisme del proceso de las demostraciones a dos co-
iumnas en Io solucidon de ecuaciones. .

- Diagrama tematico estructural

Conjunto de nime-
ros naturaies

Forma decimal de
fos nimeros

Demostracion a
dos columnaos

. [ Sistema matematico

)

| Operacién binaria . B

LNL’Jmero racionat

| Propiedades de la iguoidad

]

_[Postuludos de campo

Equivalencia 16-
gica, variedodes
de la implicacion

L‘F%ucto.riz'or j

[ Teoremos 3-1 0 3-10

Leyes de cancelocion para
sumg y muliiplicocién

] Ecuaciones

Tecremas sobre inversos
Resto :

Divisidn, Tearemas sobre
fracciones
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Sistema matematico. Es un conjunta de glementos y una o mds operacio-
nes con ellos. . :

Operacién binaria. Es uno regla que gsocia a cada par de elementos de
un conjunto con otro elemento dnico del mismo conjunto.

Conjunto de nimeros enteres. £ = — oo ... — 3, —2—10+%L4+2
+31+41---|+m ‘-_

Conjunto de nimeros enteros positivos. Es el conjunto de los nimeros en-
teros mayores que Cero; es decir N = 12 3,4, ... ‘ :

Conjunto de nimeros enteros negatives. Es el conjunto de enteros meno-
res que cero; es decit, A= [—1, —2 —3, —4,..]

Conijunto de nimeros racionales. Es el conjunto de los nimeros que pue-

0 .
den representarse en la forma 3 con a y b enteros y. b # {.

Conjunto de nimeros irracionales. Es el conjunto de jos nimeros que no
pueden representarse a lo formo de un racional, es decir, son nine-
ros con infinitos decimales en los cugles no hay repeticion periddica
de digitos en su parte decimal. -

Conjunto de los numeros reales. Es el formado. por los conjuntos de fos

ntmeros racionales y los irracionales R = D U D~ _
Propiedades de la igualdad. Son sels, las cuales son: reflexiva, de simetria,
transitiva, de sustitucion, aditiva y multiplicativa. -~ '
Reflexiva: Todo nimero es igual a simismo:sim e Rm=m. ..
De simetria: Si un ndmero es igual a.otro, entonces éste es igual -at
primero. Sim, n € Ry m = n entonces n =:m. ’

. Transitiva: Si un nimero es igual a un segundo nimero, y éste igual -

a un tercer nitmero, entonces el primero es-igual al tercero.
simnpERmM=nyn=p==2m=10" :
De sustitucién: si un nimero es igual o ofro, en cualquier expresion
el primero bien puede reemplozar al segundo sin alterar el valor de
la expresion (o = bya, b, E R) = {b puede sustituir o lo a}.
g«ditivgodesuma: sio,b,c,yde Rya=byc=d=20 + ¢ =
3+ G : .
Multiplicativa: sia, b,cyd € Rya = byc=d=oc = bd
Fostulados de campo. 1. Cerradura, 2. Conmutativo, -3. Asociativa, 4. Dis-
tributivo, 5. Identidad, 6..Inversos.
Nota: Todos los conjuntos para los gue se cumplan los seis_postu-
lados de campo enunciados, para lo Adicion y la Multiplicacién, for-
man lo gue se llama un campo. . i : ‘
Ejemplo: El campo de los Niimeros Reales. e
Reciproco. Se dice gue un niimero real es el reciproce de otro si se cum-

ple la condicién de que: siac £ Rya # o, entonces: a. i—) =t en
. S a ,

110

1 .
dends " se puede expresar también como a-', el cual es reciproco

de g, y viceversa.
Ecuuc:on._ Es ung iguuldu;l que existe entre dos expresiones, ¥ la cual estd
candiclonoda para cierto valor o valores de lo-variable (0 incOgnita),

SOlUCIOIc'; de una ecuacién, Es el conjunto de valor o volores (también llo-
mado conjunto de verdad) que toma lo veriable, y las transforman ¢
lo ecuocidén en una identidad. :
Fuctqnzur. La foctorizacidn consiste en que dada una expresion algebraica,
3sm se puede expresar como un producto, haciendo lo observacion
& que no cualguier expresidn puede ser foctorizable. '
Restg_p diferencic. La resta o diferencia estd definida como una operacién
fnaria que asocia o d_os nimeros reales a, b, con otro real "¢ Ho-
mado resta o diferencig, de tal manera que: g, b, ¢, € R, entonces:
a—b=cepao=c+h
ElemdeéngI c'l:_ ldenli_?ud. Si la suma de un elemento a € R y el cero, nos
¢ ismo elemento o, entonces al cero se le de ine |
o j nomlno elemento
YISI €l producto de otro elemento a & R por el uno {1}, nos do el
sderréagto a, entonces, al (1) se le denomina también, elemento iden-
idod de donde el cero y el uno son los elementos identidad tonto
para la suma como para el producto respectivamente. ‘
inverso. Se dice que {— a) es el inverso aditivo de o € R si lo suma de
ambos es igual o cero, o sea, que a + (—a} = [—a} + o = 0.
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Médulo 9

OBJETIVOS ESPECIFICOS .

Al esludior este modulo, el alumno:

1. Dodo un nimero, identificard a qué conjunto pertenece entre los na-
turales, enteros, racionales e irracionales.

2. Resolverd si uno operacion dada es o no una operacion binaria para
un determinodo conjunto.

3. ldentificard los propiedudes de la igualdad usadas en proposiciones.

4. Representard un ndmera racional en-forma decimal y viceversa.

ESQUEMA RESUMEN

Sistema matemdtico.

— Operocion binaria, o
— Tipos postuiaodos que caracterizdn un campo.

E| conjunto de los niimeros reales.

-— Conjunto de los niimeros naturales.
— Conjunto de los ndmeres negalivas.
— Conjunto de los nimeros enteros.
— Conjunto de los nimeros racionales.
— Conjunto de los numeros irrgcionaoles,
— Conjunto de los ndmeros reales.

Propiedad de la igualdad.

— Propiedad reflexiva.

— Propiedad de simetria.
- Propiedad tronsitiva.
-— Propiedad de sustitucidn.
-—— Propiedad multiplicqtiva.l
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Sistema matemdtico y operaciones binarios

 Un sistemo motemdtico es un conjunto de elementos v ung o
mas operaciones con ellos.

‘Al principiar este curso hablamas acerco del conjunto de los ndmeros
noturales N, pues este conjunto es un sistemo matemdtico yo que existen
dos operaciones definidas con sus elementos; lo suma (+) es una opera-
cién familiar con los elementos de N, asi como también la multiplicacion
{-}. A cada par de niimeros naturales se le puede asociar con otro ndmero

notural dnico mediante los dos operaciones mencionadas, por ejemplo:
al 3y ol 4 la suma los asocia con el 7

y fo multiplicacién tos asocia con el 12.

Por lo anterior decimos que tonto lo suma como la miutiplicacion son
opergciones binarias en el conjunto N, :

Definicién. Una operacion binaria en un conjunto es ung regla

Que nos asocia a cada par de elementos del conjurito con otro
elemento dnico del mismo conjunto.

Cuando con la operacion se asocia @ un elemento de un conjunic con
otro zlemento Gnico del mismo g operacién se lluma- éntonces unaria,
ejemplo de esta operacidn es lo de duplicar lo cuat asocio of 3 con &l 6,
al 4 con el 8, al 16 con el 32, ete, : o

Las operaciones de suma y multiplicacion que nos son tan fomiliores
en N, seran los Gnicas que consideraremos inicialmente y mds adelante
nos servir@n para definir las operaciones resta y divisién, .o

Las propiedades fundomentales o postulades que caracterizan a un
sistema matematico como el de los niimeros regles las dividiremos en das
grupes. Al primer grupo lo {lamaremos postulados de campo; cualquier
sistema con dos operaciones binarias que cumplo con esos postulados se
considera un campo; al segundo grupo lo llamaremos postulades de orden
y lo trataremos en el proximo texto. .

Las operaciones de sumar ¥ multiplicar son operaciones hinarias "tam-
bien’ en el conjunto de los niimeros regles. -Es decir que si tomomos dos

niimeros reales yo sean naturales coma on el ejemplo que vimos antes

o ndmeros racionales o dun irracionales, fo suma los asocia con otro ni-
mero real Unico y o multiplicacidn también los asocia con otro nimerg
real dnico. : -
Sean o y b-dos niimeros regles, a.b £ R lo sumg serd otro nimero
real y se representa {a + b) Ia multiplicocién da otro ntimero real y se re-
presenta (a - b) es decir (o + b} € R y {a - b} € R, en este caso. los

paréntesis nos indican que fo gue encierran es un solo nimero.
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El conjunto de los nimeros redles

i s el primer conjunio n_umérico con el gque tensmos con:
Fc:c?gnyltu?utg rc\iiu?cmta Enuchos ufios el -dnico, hosta qute decsgr:i;rg?%sm%f
algunas operaciones no eran posibles con sus glemen o;,em no
trar un ndmero gue sumado a otro nos dé este_mlsrr;o, t}ltropnﬂ}nerc o
5 4+ g = §, siendo 0 € N; h.ubo necesidod de inventar 0 niime rﬁés ;
formondo OSi un NUeve conjunio, pues ahorg tiene un e ,
este nuevo conjunto lo designaremos con la letra C. .

Pero todovia hobid dificultedes, aun en este co‘n|unta no T\?etjl'loesljtg
elemento que sumado al 5, por e;em;_n!o. nos diera 3; paro restpo st
problema se definieron 1as ndmeros inversos aditivos 0 negu{llv 5 Y as
se dice que por codo namera natural “n” hay un inverso o neiq?:é\r?unt_o-dé
Este nuevo conjunto que llamaremos E. se define ]%umoEe définicic’m
nimeros enteros posilivos, negetivos y cero, siendoc N C E por .

También en lo multipticacion hubo problemas, pues ningdn elemento

inli -di do 4 lo cual dio ugar a que sé
. ultiplicade por 8, digomos, nos C
ggfiEi'eﬁm-iF:))s nimeros que resolverian el problema, formdndose otro

conjunto que llamomos el de los nimeros racionales y que designaremas
con ung D, definiéndose SUS elementos como sigue:

“Un nimero X es racional 5] se pqe;ﬂe representor como el co-
ciente de dos enteros, siendo el divisor diferente de 0.

"'x‘ED(:)x :‘-E—yu,be E,bs%0"

Existen ndmeros gue no cumplen con ta definicion anterior, por lo

que no son elementos del conjunto D: se les llama nimeros irracionales;
a éstos pertenece el -nimero = que ya has usodo antes. en lo geometria
al resolver -problemas con circunferencios.

' i ( irracionales lo designaremos con lo DY,
: oniunto de los nimeros irracion lo I
ya qﬂcla gu ulnién con el conjunto D forma el gonjunto de 1os numeros regles |

que serd nuestro universo y que designaremos ‘con o R; D U-D" = R.

¥ i como una divisién, y asi lo pode:
nimero racional se representa i .
mosiconocer pero (como reconocerlo cuando tenemos el cociente o ré

1 .
ivisién? Torm ! — el cociente es 0.5, ahora
sultado de €sa divisién? Tomemos el nuUmero > . |

el _7_ su cociente. nos da 2.3333 ... (recuerda que los ‘puntos suspensivos. .

significan que lo pane-decjmul se sigue hasta infinito}.” Con estos ejem-

plos se ilustra otra definicién de los nomeros rocionales usando su pre- .

sentacién decimal ¥ u:lice:,j

114 , S :

“UUn nGmero x es racional si su parte decimal termina {como an
?). cuando es infinita un digito o grupe de digitos se repite o

es periddico {como el 3 en el nimero —;)

Fiemplos: Diga sf los nimeros siguientes son o no racionales, explique:
5 . . ; -
aj ~3— Este nimero es racional porque es el cociente de dos enteros,

5y 3; su coclente eg 1.6666... cuya parte decimal es perlddica.
1 . . .
b} 6% Este nimero conocido como mixto en aritmética, es en realidag

la representacién de la suma de & can,%, {en dlgebra no utiliza-

remos estos niimeros porque se confundirion con el producto de
15 111 . .
6 por ﬁ}: lo suma es —-T-g cociente de dos enteros que nos da

6.9375 cuya parte decimal terming; por lo anterior, el nimero es
racional.
Slendo N un conjunto infinito y N C R, entonces R también es infinito;
en seguida presentamos algunos subconjuntos imporiantes de R:

N=1{1,234...] Conjunto de nimeros naturales.
C=10,123...} ‘ Conjunto de nimeros no negativos.
E={...,.—2,—10,12,...} Conjunto de niimeros enteros.

D={xR|x= -S , u.b' € E;b# 10} Conjunto de hﬁmerbs racionales.

Los cuatro conjuntos se relocionen entre si vy con el conjunto R de
acuerdo con lo siguiente: '

NcCcCcCcECDCR

Hemos definido ol conjunte de los ndmeros reales, con cuyos elemen-
tos vamos a trabaojar, y mas adelonte veremaos los postulados de campo

en los que nos buosaremos para estructurar el "compo de los ndmeros
reales”.

Propiedades de la iqualded

En la Unidad 1 s& ha introducido un simbolo, que como los niimeros natu-
rales y el de la suma, ya nos era familiar, el signo de igualdad (=}, que
ya fue definido en los conjuntos, y que ahora con fos nimeros nos dice

. gue siendo a,b € Ry a = b, las letras nos estdn representando a un mis-

mo nimero. Para i=ner mds elementos que nos ayuden g entender y apli-

-car los “postulados de campo”; es conveniente antes de seguir adelants

dar aigunas definiciones ccerca de las propiedades de lo Igualdad, y aun-
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s parecerdn obvias o infontiles, es necesafio rep_etirlcrs_y
?gﬁeﬁ{g%gg?ta?sgr?tesp porgue nos servirdn como razones o justificaciones en
nuestros demostraciones a dos columnas, sobre todo si consideramos que
en algebra fos nlimeros 10s representamos con lgtras por lo gue no siem-
pre se "ve" la igualdad. ' .

Postulado 3-1. Propiedad reflexive: todo nimero es igual a si
mismo.
meR=—mMm=m

Postulado 3-2. Propiedad de simetria: Si un nimero es igual o
otro, enlonces éste es igual al primero.
m,neRym=n={n=m)

Postulado 3-3. Propiedad transitiva: Si un numero es iguol a un
segundo nimero, Y éste tgual a un 30, entonces el 1o0. es
igual al do. , )

{m, n.pER,m:nyn:p):)(m:p)

Postulado 3-4. Propiedad de sustitucién: 8i un ndmero es igual,
o otro, en cualguier expresién en que aparezca el primero
puede reemplozarse por el segundo sin atterar el valor de
la expresion. .

{a=>b ya be R = (b puede sustituir a lo a)

Postulado 3-5. Propiedad Aditiva o de Suma. Si a, b, c y d son
cuairo nimeros reales y a-= b y ¢ = d, enionces
a+c=>b+d

. Postulade 3-6. Propiedad multiplicativa: Si a, b, ¢ y d son cua-
tra elementos de Ry a = b y ¢ = d, enionces ac = bd.

Estas dos (ltimas propiedodes de jo igualdad, uunqué' se dan como -

postulados, se pueden demostrar utitizando la técnice o dos columnas,
proposicién-rozon. Demastrar:

abcdcsRao=byc=d=a+c=b-+d

Proposicion Rozdn
1. a,b,g,dER Dado o
2. [a+e¢j =R Definicion de operacion binaria en R
3. at+c=a+c¢ Propiedad reflexiva (postuledo 3-1)
4. ao=b -Dado ‘
5 ag4+c=hb+tc Propiedad de sustitucidn {postulado 3-4)
g, c=d Dado :
7. a+c=b+d Propiedad da sustitucion

“Por supuesto 'que ya se habrd dedo cuenta en lo demostracion que

algunos pasos pueden combinarse (como et 3 y el 5}, para hacer mds coria -

la demostracidn; sin embargo, todavia no lo intentaremos para ganar en

experiencia y claridod con esta técnica de demostracion. Ahora usted.

demuestre el postulado 3-6, utilizando lo misma técnica. * -

e

PROBLEMAS PARA AUTOEVALUACION 1H-9

En los problemos del 1 al 15 conteste Verdadero ¢ Falso a lo pro-
poslcién dado. Las implicaciones se pueden verificar usando diogromaos
qe \_Ignn 0 las propiedodes de le iguolded. En todo coso las rozones o
fustificaciones sélo deben ser con fo estudiado hasta aqui.

1. EcCD 2. DCR 3. NcbD 4. g C=acD
.5, aeE=aeN 6 CyUD=R 7. NNC =0}
B. DUD =R 8. x=3y2=ym™x+2=3+y

0. Six=yy5=5 entonces x + 5=y + 5
M. 8i3=x4+2y 2=z entonces 3-2=(n+2) -z
- Si x =3, entonces 4 + x =4 + 3 Indicocion: De una iguoldad no
: se deduce conclusidn, como no
. : sea olra equivalente. :
B.x+5=y+3yz=2=(k+5.2=(y+3) -2 ' '
Y y=4=2y=2.4 .

-8l X=y+3yy=2 entonces x =2 + 3

En los problemas del 16 at 20 encuentre e
¥y conteste si es o no racional. Dé sus razones,

7

16. 1= 17— y '
a - 18. 9 19. 10% de 1 20.

Nota: El simbolo % se lee por ciento. “10% se Jee 10 por cientg”.

I ndmero en formo decimal

7

B8
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Médulo 10 -

OBJETIVOS ESPECIFICOS
Al concluir el estudio de este modulo, el alumno:

1. Recordard los postulados de campo y reconacerd su. aplicocion en
una demostracién dada.

2. Demostrard propesiciones sencilias acerca de los ndmeros reales. en
que se utilicen los postulados de compo.

ESQUEMA RESUMEN
Postulados de campo. '

— Cerradura para lo suma y multiplicacion.

— Conmutatividad para 1o suma y multiplicacion.
Asociatividad pora ta sumo y multiplicacion.. . i
Distributividad de lo muitiplicacién respecte ¢ lg suma.

' Identidad para lo. suma y muitiplicocién. L

i — Inversos para la sumo y multiplicacion.

1111

) Algunos teoremas importantes.

‘Problemas-ejemplos.
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Postulados de campo

En o demostracién de la propiedad aditiva de la igualdad, y en la de la
propiedad multiplicetiva que usted hizo, hemos considerado s6lo lo suma
y la multiplicacién, operaciones que consideramos las fundamentales y
para los gue se cumplen o son validos los seis postutados de campo que
0 continuocion enunciomos.

Todo conjunto cuyos elementos cumplan con estos seis postulados
poro las dos operaciones que se mencionon, forma por ese motiva lo que
se Hama un campo; los nimeros reales cumplen con los postulodos y
por eso nos referimos ol “campo de Jos nimeros reales”.

Postulado 3-7. Cerradura,

o} Para la suma: Si a-y b son elementos de R, entonces 1a su-
ma tombién es elemento de R, y o los nimeros a y b les
Namamos sumandos. a, b R:—= (a + b} € R.

b} Para la multiplicacién: Si a y b son elementos de R entonces
gl producto también es elemento de R, y a los nimeros a
vy b les llamomos factores, gl simbolo que emplearemos para
lo multiplicacién serd un punto o media altura, con objeto
de que no se confunda con la letra x.
obeR={a-bj R

Ejemplos: 0) 2, TER— {2+ 7) &R

b2, 7eR=[(2-7)€ER .

Como siempre que utilizamos nimeros naturales, el resultado de la
suma o multiplicacidn nos es conocido {2 + 7 =9 y 2 - 7 =.14), pcdemos
aplicor la propiedad de sustitucién de lo igualdad en aguellas expresio-
nes en que aparezcan las operocionss escribiendo los resultados, sin que -
por esto cambie el valar de lo expresién, es decir que cuando oparezca
5 + B se sustituird por-13 o si es 5B se sustituirG por 40. Con esto
reducimos la expresion haciéndolo més facil de manipulor.

Postulado 3-B. Conmutativo.

a) Para lo suma: Si a y b son ndmeros reales, el orden en que .
se sumen no afecta el resultado. a,bER—a+b=b+a

b} Para la multiplicacion: Si a y b-son nimeros reales el orden

: en que se multipliquen no afecta al producto :
aabER-—=da-b=b-a :

Ejiemplos: a) 7, 3€eR=—=7 +3=347 ®
=3-7

b) 7, 3€ R=7-3=3-
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Postulado 3-9. Ascciativo,

a) Parg g suma: Si a, b, ¢ son tres numeros reales, es igual

" quealasumade ay b se le sume el valor ¢, a que al volor a
se le sume lasuma de b y c.
gbccR={o+b +c=a+ (b+c]

© b) Para lo multiplicacién: Si a, b y ¢ son elementos de R, es

igual que €l producto de a con b se multiplique por ¢, a que
lo @ se multiplique por el producto de b con c. .
g, bceR==[a-bl-c=a-(b-¢]

Eiemplos: a) 2, 3, 8 R=>(2+3) +8=2+ (3 + B}
‘b2 3 8eR=(2-3)-8=2-{3-8)

Observe que en este posiuicdo el orden de los tres sumandos o foc-
" tores no se altera at aplicarlo, pero cada surmande o foctor puede escri-
birse en elorden que se prefiera si aplicamos el postulado conmutativo
y de ese modo en una aplicocidn combinaodo de ambos postulados, po-
demos represantar a un mismo nOmero real en muchos formas diferentes,
por ejemplo, consideremos el nimero 12 representado por la suma de los
nimeros reales 2, 3y 7. :

12=024+3)4+7
Proposiciones ‘ Razones
1. 2+31+7=2+1{3+7) Postulado asociativo (no se carabié el
. orden)
2. 24+ @3+ =03+7+2 Postulado conmutativo ‘
3. B4+ 4+2={7T+3+2 Postulado  conmutativo en el primer
. sumando o
4, [JF4+3HN+2=24+(7+3) Postulado conmutativo
24+ (743 ={2+7) 43 - Postulade asociativo

Use los postuiodos conmuiativo y asociativo pora escribir otras daos
tormas de representar el ndmero 12 (la 6 y la 7) sin repetir ninguna de
las anteriores.

B, ———

7 o e —_——

Observe que tanto en el postulade conmutativo, como en el asocia-

tivo, siempre se consideran dos factores o dos sumandos, razén por la

cual se introduce el paréntesis {} como simbolo de lo asociacion, es de- -
cir, la suma de 3 més 7 en el segundo paso del ejemplo anterior, repre-

senta o un numero real, (el 10}, en donde 3 y 7 son los sumandos, pero

para el nimero 12 ambos representan un solo sumando, el 10, y el otro -
es el nimero 2; osi considerados se conmutaron, es decir se cambié el

orden entre dos,sumandos, el 2 y el (3 4 7). El cambio en el tercer paso
se efectud aplicando el conmutativo a los sumondos que estin dentro
del paréntesis, es decir [os que forman al ndmero 10.
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Postulade 3-10. Distributivo.

a}l A lo izquierdao: _

Seana, b,ceER—=a-b+cl=a-b+a-¢
b) A la derecha:

Seona, bceR=f{a+bj-c=a-c+b-c

De acuerdo con este postulodo podemos convertir un pro-
ducto de sumas en una suma de productos. Ejemple: El producio
de sumas (o -+ b) - {c + d), se puede convertir en lo sume de
cuatro productos (a-c+a-d} 4+ (b-¢c 4 b-d).

Demostracion:

Propos@ciones ‘ Rozones
1. {a+b) {c+d . Dodo
2. {a4b)-fc+d={a+b}-c+(a+b)-d -Postulado distribu-

tivo a la.izquierda.
3. l@a+b)-[c+d=(a-c+b-c)+{a-d+b-d) Postulado distribu-
- tivo o lg derecha
en codo. parénie-
sis. {Justificacion
para la modifica-
cion efectuada en
el lado derecho de
lo igualdad).

La razén que se do justifica el cambio efectuado en el lado derecho
de la igualdad con respecto a la igunldad establecida en el niimero 2 &Qué
justifica el que esto igualdad sea igudl o lo establecido en el nimero 27

La propiedad de sustitucion de o igualdad, o la transitiva, [0 = b en
el 20. paso; b = ¢ por distributivo, entonces a = c}.

Paro abreviar los demostrociones o dos columnas en las igualdades,
c¢omo se conserva inolierable el lodo izquierdo pora llegor o demostror
lo propuesto, apoyados en la propiedad de sustitucién de la iguoldad, no lo
escribiremos mds que en lo primera y Gitimg expresion o cuande se
necesite paro justificar algin cambio. Esto lo mostramos en lo continua-
cin de lo presente demostracion. :

Proposiciones _ Ruzdnes
4. =d-c+fb-c+a-dj+b-d Postulodo asociati-

vo {para el cambio

. _ del lado derecho).

5. =a-c+(a-d+b-¢cj+b-d Postulado conmu-
S : tative {con los su-

mandos asoclados

por el paréntesis).

6. a+b)-lc+d=(a-c+a-dj+ (b c+b-d) Postulado asocio-.

tivo.
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En la exp'resic'm inicial de esta demostracién podemos notor gue los._
paréntesis, ol asociarios ¢ dos ndmeros con su suma para representar asl

a un solo nimero, nos sirven también para indicor o multiplicacion, de = -

modo que podemos suprimir el punto que lo simboliza y mmtgién es posi-
ble suprimir este simbolo, cuando los factores que se multiplicon no pro-
voquen confusion © idens equivocadas, por ejemplo: el producto @ - b

puede escribirse simplemente ab; gl producto 3 - X puede escribirse 5X. .

Pero en el producto de 2 - 3 no se puede eliminar el simbole porgue leeria-
mos veintitrés {23). En seguida presenlamos algunos gjiemplos de lo apli-
cacién de los cuatro postulados visios hasta aqui, con objeto de fijor bien

en nuestra mente su aplicacion y por tanto Su comprensian.
Ejemplo 1, Demuestre: X, ¥ < R=>{2 -x)-3-y)=6-("yY)

Proposiciones Razones
1. xyER S Dado
2. 2. x,3-yER - Postulodo de cerradura paro la mul- .
" o tiplicacion.

El producto de dos nimeros reales s~ :

otro nimero real.

3. 2% {3y =R Postulado de cerraduro {yo' no usa-
. mos los puntos pora lo multiplica-
. cién).
4, -(2%) {3y) = 2(x - A}y Postulaodo asociotivo,
5 . . = 2{3x) ¥y Postulado conmuitativo.
T = [2-3) {xy) Postulado asociativo {nétese gue el
: punto de lg multiplicacion lo usamos
' sélo cuando el suprimirlo causaria
) confusién). o
7. {2w) (3y}) = 6xy ' - Postulado de sustitucién de la igual-
o dad (2 - 3 = 6). - ,

Eiemﬁlo 2, Demuestre; @ € R = (2a + 5). + 32 +a=5a+11

Proposiciones ' ] Razones
1. 2a+5+3@2+a ={20a+ 5) + {3-2 +3a)  Postulado distriby-
. ' tivo.

2. o = {2045 + (Ba+3-2  Postulodo conmu-

tativo en el parén-.

: tesis derecho.
3. = (2a + 5) + (3a + §) . Propledod de sus-
. . titucion de la igual-
dad (3 - 2. = B).

4, o =2 +{5+3a) +86 Postulado” asocia- .

. - tivo.
5. : : =21+ (3a+5)+6 Postuicdo conmu-
\ ) ) . tativo. .
6. = (2a + 3a) + (5 + 6} " Pgstulodo asocia-
. . ) . tivo (el orden no
cgmbio).
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7. = (20 + 3a} 4.1 ' Propiedod de sus-
_ tifucion. "
8. ={2+3a+ 1 Postulado distribu-
- : tivo. ' .
g, {Pa+5+32+a)=58a+MN © ' Propiedad de sus-
titucion
2 + 3 = 5}

- NOTA IMPORTANTE: En el paso B de la demostracién anterior se
efectlia una .aplicacidon del postulado distributivo pero leyendo el postu-
lado de derecha o izquierda o justificando esto por la propiedad simé-
trica de la igualdad como se ve &n seguida. '

(x+y)z:xz+yz:}xz+vz=[x+y]i

Esta forma de aplicar el distributivo es ton frecuente gue tiene un
nombre .especial, se lloma factorizacién o tamhién sacar foctor comin.

Analice todos los cambios efectuados en los dos demostraciones
anteriores y observe las rozones o justificaciones para coda uno de ellos,
de modo que pueda aplicar io misma técnica en los siguientes problemas
para auto-evaluacion. )

Siendo las operaciones de suma y multiplicacién asociativas y con-
mutativas con los nlmeros reales, lo suma de mds de dos ndmeros o el
producto de mds de dos nimeros, pueden representarse en la asociacidn
u orden gque mas convenga sin alterar el resultado, por lo que podemos
elirninar los paréntesis hosta gue nos interese sehalar alguna asociacion
u orden en particulor. Ejemplo: ' ) ‘
1. a+b-|—lc+d=u+(d+c)+b=(u+c3+(b+d}.=etc.

2. dhc = {ab} ¢ = b (ac] = etc,

Postulodo 3-11. Identidad

a) Parola suma: La suma de cualguier elemento de R y el cero
es el mismo elemento, por lo que al nimero cero le flama-
mos- el elemento identidad parg o suma. ’ .
dER=a0+0=a0a , :

b) Para lo muiltiplicacién: El producto de cualquier elemento de
R y el uno es &l mismo elemento, entonces &l nimero uno
es el elemento identidad paro o multipticacion.
aeeR—a:1=u

¢) El nimero cero es diferente del nimero unc: 0 = 1. _
Como tonto el 0 como el 1, son nilmeros reales pard !os
que la muitiplicacién y la suma son conmutativas, pode-
mos extender nuestro postulade como sigue:
sigceR=2a+0=0+a=a0a-1=1-0a=aq

En cada inciso del anterior postulado de ‘campo hemos utilizado un
solo nitmero como eleinenio-identidad; cuando se presenta una situacion
osi, decimos que ese elemento usodo es dnico.
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Teorema 3-1. El &lemento identidod pora fo sumo es dnico, y es €l 0,

Teorema 3-2. El elemento idelnticfod para lo multiplicacién es Gnico, y
es e 1.

A diferencia de los postulados, los teoremas son afirmaciones que
se deben demostrar, y porc utilizar sus conclusiones en otros demostro-
ciones deben hober sido demostrados; los demostraciones que hemos
realizado hasta equi, han sido oplicacion del razopumyent_o_deductivo; em-
pezando con una proposicion que es dada o ha sido justificada, hacemos
luego modificaciones boséndonos en postulados o propiedades para ase-
gurarnos de su validez, hasta llegor a lo proposicion que queriamos de-
mostrar. Ese método se conoce como el método Directo. Paro la demos-
tracion de los teoremas anieriores utilizeremos un método Indirecto, mismo
que se aplicc a todos los tecremas o problemos semejantes a éstos.

Demostracion del teorema 3-1.

En primer fugar, consideramos como verdaodera-la proposicion que nie- -

go lo gue se pretende demostrar {razdn del nombre de indirecta para la
demoslracion), sea la hipélesis ¢ & R, otro elemento identidad diferente
del 0 {negocion de que G sea Onico}, a #= 0.

Proposicion Razones .
0+a=0 Dado "o como otre elemenio identidad, ol sumario al
0 vuelve a dar 0.
a#0 Dode. : )
0+0=u0 Postulodo de identidad. a e R— 0 + 0 = a.
0+ 0=0+4a Postulodoc conmutativo pora lo suma, :
a=20 Propiedad de sustitucion de lo igualdad. Lo conclusién a

la que llegamos contradice lo que aceptamos en el enun-
cigdo como hipdtesis, a %= 0. .

Conclusian: Es falso que a # 0y por lo tanto a.= { siendo entonces
un elemento "'
identidad, a, b, eic. siempre es el cero.

Emplee tombién el métode indirecto parc demostrar el teorema 3-2.

Postulado 3-12. Inversos . . :
- a)] Para la suma: Paro todo o € R existe ofro elemento de R;
{— @), llamado el inverso para la sumo de modo que la suma
de los dos es 0. : .
b} Para la multiplicecién: Para todo a € R, a # 0, existe otro

' 1 .
elemento de R, (-}, llamado el inverso de la multiplicacion -
a
de mado que ef producto de los dos es 1.
uER:)a'-}-(—u):O ueR’.u’;éO:b'uA(J—)=1
: -4

dnico™, es decir que no importa ¢omo llomemos al elemento -
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En cada coso el resultado es el elemento identidad correspondiente
a la cperocién efectuada, ¥ siendo estas operaciones conmutativas nees-
tro postulodo puede extenderse a:

¢+ (—aj={-a+a=0
1 .
a-(—) =(i) a=%Ha#0
a a _ _
Se puede de_cir que todo niimero real tiene un inverso parg le suma y
otra para la multiplicacion, con la excepcitn anotada del 0; estos inversos

también son elementos Gnicos,

'feoremu 3-3. El inverso poro lo suma de a € R, s (— a) y es (nico.

. N 1
Teorema 3-4. El inverso para lo multiplicacidn dea € R, a 5= 0 as — y es
. a
Unico. :
i Las demostraciones de estos teoremas son tombién por &l métoda
indirecto. '

Demostracién del teorema 3-3.

Acep;emos gue el nimero representodo por b es otro Inverso oditiva
para el nimero a; b % — a.

a+b=0 Dado "b" como inverso de “a” Ig
. suma es 0.
a+{—a)=0 : Postulado de inversos.
g4+b=0+(—a) _ Propiedad transitiva de la igual-
' . dedo=bhb=¢=a=c.
—a=~aq A Propiedad reflexiva de la igual-
© dad, '

—a+({@+b)=—a+[a+(-a}] Propiedod aditiva de lo igualdad.
' fa=bc=d=sa+c=b+d
(-e+a)+b=|—a+a)+(~0a} Postulado osociativo.
G+b=0+4(-aq) Postulodo de inversos.
- {Escogimos — a paro ogregarlo
con objeto de conseguir estos das
CEros). . '
—a Postulado de identidad.
a+0=oa

0l

b

i

Conclusién: b resultd ser igual o {— a}, contradiciendo lo supuesto
b %= — @, por lo que lo supuesto debe ser falso, y en redlidad solo
hoy un inverso que es {(— a).

Qorqlurio: Sila suma de dos nameros ‘es cero. entonces un nimero es sl

inverso aditivo del otro.a, bE Rye + b=0=b= —ada= —b
Demuestre, utilizando e mismo método, el teorema 3-4.

Corolctrio_ul teorema 3-4. Si el producto de dos nimeros es 1, entonces
un numero es el inverso multiplicativo del otro, ' :

125



_ Prgpa rato,rl‘a Disponible an

Preparatoria Abierta Online

abiertaonline | www.prepa-abierts.com

ga=

nl_.

u.béR;ayb;ﬁO.siu-b=1:>-b=

i )

Para evitar confusiones que lr;cs llevrﬁgsudcéogl;j?regrgodreelsn r?t!euisnc\:,re '!go

i ntmeros reales, liomaremas I .
gg i]:c::]rgzr?:élo al oditivo, y al multiplicativo lo llamaremos el reciproco

Algunos teoremdas importantes

ia directo
Demostraremos ahora algunos tecremas que son una ltj:ioangsc:ti:g?é?T glsreque
de fos postulados y leoremas demogtrudos hasta U?onb LS e 1o an.
siguen complementan nuestro estudio y nos prpporgs reul'e g O laco.
terior, informacién suficiente acerca de los nimer S 10leS ¥ o e deoir
nas. de manera que podamos resolver pqoplemusb_lems OIS o .
gen'eruiizuciones pianteudus como prqposucnor}esign ,
mos los elementos que forman ¢l conjunto soluc .

. id la éumu
Teorema 3-1. Ley de cancelacion pard
° X+z=y+Z=X%X=Y

' NOTA: Observa que en la hipbtesis no se incluye x, v, Z € R. En ode-

[ £s.
lante. si no se menciona otra €OSa, los elementos ser(n nUMEros reql ,

Demaostracion

Rozones
Proposiclones ‘ oid ones
L +z +\r - g = (y+2)+ [— ropi dod aditiva de 1a iguaidod,
2, x+2+i-2z= y+2 + | z) Propieda

Nosotros escogimos Lina segun-
 daigualdad — 2 = — z g nues-
tra conveniencia, perc sin escri-
birla, teniendo en mente la con-
clusion o la gue quersmas llegar;

X=1Y. - -
— - Postulado asociativo
3. x4zt (=2=Y i E)z (= postulade de inversos
g' x+0 :; S postulado de identidad
" =

ifici de

‘Es tan frecuente el Uso del artificio emﬂgoddec%iﬁiré igtnsggrllu?goqggsizsﬁ_
i ye lo concretaremos en u finici | s
lf?cgfmsérgg:aégbgo en el futuro, incluyendo lo aplicacidn muitiplicativa

Definicién: Una igualdad no se gltera si sumamos o rr:glt‘sphcumosr
en ambos lados de 1o igualdad por un MISMO numero.

Teorema 3-8, Ley de bﬁncelucién para la multiplicacién.

=y 2 E0= =Y
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Demuestre este teorema aplicando fa misma técnica, considere la defi-
nicién que acabaomos de ddr, ¥ que es consecuencia de fa aplicacin de ta
propiedad multiplicativa de la igualdad y de lo propiedad reflexiva.
Teorema 3-9. Six =y —X=—V

Demostracion. Escriba las justificaciones o cada paso.

Demosirar: x =y=p —X = — ¥
X=Yy
K4 {—¥)=y+4 [—x .
=y +{—x
—V+0=—y+Iy+(-x]
—¥==¥+[y+ (- x]
—¥=[-y+y+(-x
—y=0+{—1¥
—X=—¥

‘Gomo lo fiecha nos indica una doble implicacién debe demostrarse
también en el olro sentido.. Demuestre que — x = — ¥y = X =Y. El teore-

ma ya demostrado nos sefiala que dos nimeros son iguales, si y solo si
sus inversos son iguales. . .

Teorema 3-10. Si x =y ¢ —E = -l xy#0
X y _

Demuestre el teorema antarior que nos ensefia que dos nimeros son
lguales, si y sdlo si sus reciprocos son iguales. .

_ Los proposiciones ablertas -que mencionamos, se definieron como
aquellas proposiciones que tenfan unc varioble en su estructura y un con-
junto de reemplazamiento para elia, En Glgebra, cuando en estas proposi-

~ciones interviene lo igualdad, las conocemos con el nombre de ecuaciones

y al conjunto de verdad se le lloma simplemente "la solucidn de la ecuo-
¢ién”. En otras palobros, la ecuacién es una iguoldad condicionada sélo
para ciertos valores de la variable, los que forman un conjunto llamade ta
solucion, consideramos, como ya-se dijo, que el conjunto de reemplaza-
miento es el de los niimeros reales, Tenemos entonces fos elementos ne-
cesarios para encontrar la solucién de ecuaciones sencilias, sélo que por
el momento disponemos (nicamente de dos operaciones, la suma y la
multiplicacion. o

Ejemplo a). Sea 3x + 5 = 23 uno ecuacidn con una varigble, x € R.
Solucion: Proposicion '

3 +5=23 - ~ Dado ) -
I+ F=118 + 5) Propiedad de sustitucion de la iguaidad,

Razones

23=18+5 ,
K+F=18B+5 Ley de cancelacion para la suma. -
M=3-6 . - Propiedad de sustitucién de lo igualdad,

8=3-6. - 2 . -
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Ix=4 8 tey de cancelacién para la multiplica-
B cién, :
X=0 :
Conjunto solucién = {6]

El conjunto solucidn en este caso, o lambién ei'coniunﬁto de verdad de
posicidn abierta, tiene sdlo un elementa, el nimero 6.

la pro
Ejemplo b). Resolver 7x + 2 — 5x + 10. Proporcione las razones.
Saolucion: _ _ .
T +2=>50m-+10 —_—
(5+2]x+2=5x-{-10 - =
(5x + 2x) + 2 =5 + 10 —_—
5y + {2x + 2) = Bx + 10 ———
: 2% +2=8+2 —_———
x+2Z2=8+4+2 -
. x=2-4 ———
zx:_—z.q - — —
x=4 —_———

Conjunto solucién = (4]

Ejemplo c). Resuelva 3x + Ex = 15. Proporcione las razones.

Solucion: _
3x+ 58 =15 -
{3+ 5x =19 - -
8 =15 - -

10 1
al — (2} 15 e ——
(BHBK) (8}

1 1
— .8 = [{—) .15 -
(8 Jx = {—] |

8
1
1ex=1{—}-1 _—
{8
Kz(-l—i"ls _——
8 .

1
Conjunto solucién = {(-—é— - 15}
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10,

'PROBLEMAS PARA AUTOEVALUACION ill-10

. Proporcione laos razones para la demostracion de la siguiente propo-

sicién:

1. o,b,,yER=[xa+ ya) + (xb +yb) = (x + y} (@ + b)
2. (xa+yal + (xb +yb)=(x +yja+ x+y)b

3 =[x +vy) (o +b)

. Demuestre a dos columnas que: X4+ 2) +a=2+ (a+x)
. Demuestre 'a dos columnas que: x [(a + b} + ¢] = xe + {xb + xc)
. Consideraremos conocidas las tablas para sumar los nimeros del

1 al ¢ dnicomente, y que estos digitos tienen un valor de acuerdo con
su posicion o lugaer que ocupan en un nimero {unidodes, decenas,
centenas, etc.); ejemplo: el 3 en primer lugar vale 3, en segundo vale
3 - 10 = 30, en tercero vale 3 - 100 = 300; eritonces podemos justificar
con los postulodos vistos hasta aqui lo suma de dos nimeros cuales-
quiera. Ejemplo: demostrar 27 4+ 36 = 63 (Proporcione los rozones
después de la primera).

Proposiciones ) Razones

.27+36=(2-10+7) 4 (3-10 + 6) Definiciones del valor de los

digitos de acuerdo con su
posicidn y sustitucidn de la
igualdad
{27=204+7,36 =30+ 6)
=[2-10+((7+3-10)] +8 ——————
=R-W0+B3-10+7)]+86 —————
=2-10+3- 1+ (7+6 ————
=R4+3-10+{7+86  ———
5-10 4 13 —_—
510 +01-10 4+ 3 —_——
(5-1041-10) + 3 —_——
=B+ 1.-10+3 —
=810+ 3 . —_—

i

=60 4+ 3

.21+ 36 =83

. Utilice e} problema anterior como modelo para justifical o siguiente

suma: 21 + 36 = 57,

- Justifique cada una de laos proposiciones dadas con algin postulade

de compo o alguna propiedad de ia igualdad.
B+5:-0=8-04+5.0

7M8+2) =(7-3)/2 :

ax +ay =afx +y) s
>§!.+v;z:>{¥+vl+z=z+z

— =K== .
3 3
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Llene los espacios en blanco de modo que lo proposicién cumpla con

uno y sélo uno de los postulados de campo, dé el pombre del postulado.-

1 ‘ )
11.{2+\/§)+(3+?)=[(2+\/3)+ 1+
2. {7-3)-2=__([—.—)

13. 8+3)-4=____{——+ 1

4. 254+ 7] V3=_—[I——] 1 .
Demuestre a dos columnas las siguientes proposiciones:

5. [ix-+y)+5 +z={+5 +(y+2

16. (X + 3) y + 5) = (xy + 3y} + {5x + 19) , .

17. Escriba 10 formas diferentes de la suma (2 + 3} + 5,y 5 formas dllfe-
rentes del producto {2 - 3) 5, usando los postulados de campo que jus-
tifiquen los cambios que introduzco. .

Escriba cudl o cudles de fos postulodos o teoremas yo demostrados
justifican lo proposicién dada en los problemas del 18 al 43. No debe ser
necesariomente sélo un postulado o teorema, pueden ser mds de uno.

18. 34 0=3 1
19. (~a) +0=—a 32. m'{“43=1
200 1-1="1
2, {—1)-1=—1 o 83—y +xy =0
22.1-6=8 4., —[x+ 0+ +x+y)=0
23. 0+ 0= ﬂ -\/_ 1 1 #:0
24, (—/2) + 2= 35. 3/2 x——— = 1; x
25, 3(~) = 3B.o+2=0>ae=—2
2 , 37. 0+0=—2=ba=—2
2B — = =1 -

5 1 38.a-b=1zu=(g]

(;)_ _ 1

27. (—5) +.[—(—51=0 39. a-3=1=a=(—)
8. w4 l—al=0 : 3
29. x+y=x-1+y-1 40. ¥+ 3=0=>x=—3
30.0+1-(x+v)1=x+v 41.3-x=3=>x=1
N AVIE T —— =1 42, x+2x = 3

Vit . 4 20=2=ba=1

44. Complete lo demostracion del sigulente teorema, dando los justifico-
ciones. Teorema 3-5. E} producto de cualquier nimero real y cero es
cerox e R=>x-0=0-x=0 :

Demostracion: 04 0=0 L
. . . ){z)t% . . — e
Ao+ 0 =x-0 —_—

X-04+x-0=x-0 : ———
x-0eR=>—x-0=R i ———
= =) ———
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—{x-D}+(x:0-l;x-0

| = —(x-0)+x%x-0 —_———
[—x-0)+x-0]+x-0=—-B+x-0 —_—
. 04x-0=0 -

X-0=0 —_—

0-x=20 o —

X-0=0-x=0 ——

45, Justifique Io demostracién que sigue:
- “El inverso del inverso de un nimero es el mismo nimero”.
¥R —[—x =X

Demostracion: X+ (—x=0 —_—
x4+ x=0 —_——
X=—|—x —_——

46. Demuestre qus: "El reciproco del reciproco de un nimero es el mis-
., 1
mo nuimero” t E R, X z= 0= — =1x
=)
. X .
47. Complete la demostracion del siguiente {eoremoc:
Teorema 3-6. E| producto de dos nimeros reales es cero, si y s0lo si,
el primer faoctor es cero o el sequndo foctor es cero.

XKYERXY=0=2x=00y=0 ;
W =0=x=00y=0

Demostrocion: Si x # 0, entonces tiene un reciproce {—} ———
X

Ky —

Xl...x ==

2
X

o) = 50 o
X X * R

Conclusidn: x £ 0=y =10

Lo contrapositiva de lo implicacién anterfor es también verdadera y
dice:y#0=x=0 )

Como el simbolo def teorema represento una doble implicacién debe
entonces probarse en ambos sentidos, esta otra demostracion la justifica
un teorema ya demostrado. . . ’

xX=06y=0—>x-y=0
Demostracién: X, ¥ Rx

=0 ————
O-y=0. —_—
XYyERy=0 ——
: ¥x-0=0 —_———
Conclusion: x = 00y =0=xy =10

13



Resuelva para g variable.

48. 2x +3=5
9. 4+ 1=4

50. 4 =9

X

51.-—)(:6 _

52. 4 P=144 2

83. x4+2=0

54, x4+ (—8) =0 )

35. % {x + 2} = 0 Indicacion: ap
56. x4+ 4 x=0

5. [+ (=N x+2) =0
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tique el Teorema 3-6 Xy = Qe xboy = 0

Middulo 11

'OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al término del estudio da este médulo, el alumno:

1. Aplicerd los postulados de los operaciones binarias suma, multiptica-

cidn y resta en expresiones algebraicas enteros.

2. Justificard el establecimiento
pledades de los inversos.

de proposiciohes en que se utilicen pro-
ESQUEMA RESUMEN

Algunos tsoremas importantes sobre los inversos.

~— El inverso aditivo del niimero cero es el mismo cero
— {—a)l-b=—ab ;layb e R)
—  (—a)-{—Db)=uab :laybeR)

- _{ﬂ+bl={—0)+{—b):(ﬂvb€ﬂl

La Resta.
. Definicidn y notacién.

Teorema de la restq,
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Algunos teoremas importantes sobre los inversos

Hemos definido ya el inverso aditi
con-el que lo representamos [—)
no (—). Veamos ghora algunos 1

vo de cualquier ndmero reat y al simbolo
. y sblo en ese sentido utilizamos el sig-
soremas que nos serGn muy. dtiles para

manejor las relaciones entre los numeros reales.

Teorema 3-11. El inverso aditiv

o del nimero cerc es el mismo Cero.

—0=0
Demaostracion: '
04+0=0 Postulado de identidod, ¢ +0=a
0+ (-0 =0 Postulado de inversos, & + {— a)=0
0+0=0+{—0 Propiedad transitiva
=—=0 Postulado de identidod para g suma
—0=0 Propiedad simétrica de igualdad
Teorema 3-12. |— a) - b = — (ab}
Demostracién:
la+({—a]=0 Postulado de inversos '
[+ (—ajb=10-b Prgphedud multiplicativa de la igual-
ad. . '
ab 4 (—0):b=0-b Postulado distributivo
ab+(—ab=0 Tearema de multiplicacién por 0
o a)b = — {ab}. Corolario del teorema 3-3 que dice:

(—

" De acuerdo con el teorema anterior los expresiones {— o) b, 6 — {ab)

_0+b=0:>c:=—b

son equivalentes y. pueden escribirse cOMO — ah. Ejemplo:
(—2)3=—1{2-3) =2{—3 =—6.

Teorema 3-13. (—a){—b}=ab
Demuestre este teoremda uti
mostracién anterior,

lizando pasos semejantes a los de la de- :

Los dos teoremas anteriores junto con la identided (a) (b} = ab, far-
man lo gue llamamos los regios de los signos para la muitiplicocion.

Reglas de los signos.

(a) {b) = ab positivo por pusitivo, producto positivo.
(—a) (~ b) =ab negativo par negativo, producto’ positivo.

(—ab=a(- b) = — ab negativo por positivo o positivo por negativo,  °

producto negativo.

+

En forma condensada pode

res del mismo signo es positivo, y el producto de factores de sig-
nos contrarios es negativo. IR

mos decir que: El producto de facto-
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Teorema 3-14. — [a+b)=({—a) +(—h} .

Demaostracion: Escriba tas justificaciones poro coda paso.

: {a+b+[—(a+bi=10
[(~a)+(=bj]+{la+b)+[—{a+b}}=0+[(-a -
I[(—ﬂi+(—b¥]+(0+bll+[—(0+b)]ﬂ0+%‘§—.0;ig— g}%
{[{—a) +{(—b})] + [a+b}] + [~ {a+b)]=(—a} + (- b)
((—a+al +{{—b)+b]t+{—(a+b)]=(—a}+{-b)

(00} + [~ {a +b)]=(~a) +{—b)
—{a+b)=(-a}+ (b

Este tegrema justifico gue cambiemos todos las sumandos por su in- '

verso aditivo que corresponda cuando | iacid i i
! ] orr a asociacion, precedida de un
negativo, quiera eliminarse. Ejemplo: P wane

Q) —R4+Bt+al={—2 +[-@+al=(—2+U-3 +(-al

a L?_s conjuntos de problemas gnteriores nos proporcionar, a través de
continug y repetida uplicacion de los postulados v teoremas, la hobilidad
necesaria para que en el futuro, al brincarnos pasos, no se pier'do la nocifn
de lo que estamos buscando y abreviemos los problemas sin equivocarnos
Insisto en la importancia de desarrollar los problemas como lo venimos ha-
ciendo, para gradualmente irlos simplificando o acortanda, esto tiene por
objeto también, que se aprenda los postulados y ‘tearemas a través de su
aplicacion repetida y no con su lectura repetida o memorizacion.

La resta

|Hemlos considerado hasta aqui solo dos operaciones con los nitmeros rea-
Sees. a suma y la multiplicacién, de manera gue los postulados de campo
cumplen como se ha demostrado sélo parc esos operaciones; por esta

razén las operaciones de resta y divisio - i
: : ision se defin )
anteriores. 251a Yy en en términos de las dos

La resta se define como: lo operacién hinaria que asocia o dos
nimeros, reales X, y, con otro namero real Gnico llamado la resta
o_lu diferencia "r", de maneraque x — Yy =T&P X =Y + T
Ejemplo: 7 — 2 =5,yaque?7 =2 + 5. : '

. Como consecuencia de lo anterior vemos gque el signo (—) tiene dos

usos diferentes, uno pora indicar el i iti
inverso aditivo y el otro pa -
tar o operacion de restar. B Y P rp reprasen:

Teoremo 3-15. La operacidn de restar un nimero s equivnlénta a sumar
el inverso de ese nimero, 6 —b=a+ {—b) =71 '
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Demostrocion:

=h+r Delinicion de restar
o—b= Eﬁﬁ b "+ 1 Propiedad aditiva de la igualdad
at(—b= (—b + b] + r Asociativo :
o+ (=D =0T Inversos
a :Il-— é— E]) —r Identidad
adil—b=

"Propiedad de sustitucion de la igual-
dad

Este O[imo teorema liene una gran importancia ya que al transfor-
ste

una S
mar 10 reStc?ef?r?idos parg la sumo, en ‘la operacién de restar y o llama-
" campo YO

; la resta. Ejemplos: .
remos Teoremd ae + y) + — 2}, siende ya una suma se le puetle aplicar

ety —z= X el conmutativo y asociarse como mejor
convenga. ‘
x4 l=fFy={—2) tx+Y¥

:K—’Z+Y=—z+“+v

Teorema 3-16. @ (g: gg z ob —ac Dadov .
Demostrocion: 2 ([b + [—cll = Teorema de la resta

ab + al—¢c) = Distributivo )

ab + [—loc}] = Producto de factores con signos con-

trarios. Regla de los signos
uh — ac = ab —ac  Teorema de la resta

Este teorema nds ensefio ld formo de distribuir un factor sobre una
sie :

resta.
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suma, nos permite utilizar todos los postulados de

PROBLEMAS PARA AUTOEVALUACION lil-11

En los problemas del 1 ol 16 diga cudl es lo rozén que justifica cada
proposicion. :

1.040=0 11

2. (3 +— (=3 =0 0. =1

3. (~2) +(~ 6= — 8 v

4 {-H~-R+n]=302+x i5

5. —1=(—4)+(—10) . N, —x=3=Kx=—3

6. —(2%) = 14— 24 = — 14 12, —y={=1y

1. a{— 2y} = — [x{2y)] 18.2=[—1){—2

8. [—3w=12=3,=—12 1M, (—2){—4) =8

8 —x=—4=—=x=14 15. (—3) (8} =—18
6. —5=(—4) +(—1)

. Utiliganldo los teoremas y postulados hasta aqui vistos resuelva parg
x" las siguientes ecuaciones. Hagalo por pasos asegurandose que conoce

lo iu:stificc:cién_poro cadu cambio que introduzco, pero no es necesario que
escribo estas justificaciones. o '

7. —7x=10 4 {—2x)

Solucién: (— 7)x = 10 + {— 2x) —ab = (—alb
: =7 +2x =10+ (—2x}] + 2x Propiedad aditiva ds
: : lo igualdad
(—7x 4+ 20=10 + [(—2x -+ 2x)]  Asociativo
(=7 4+ 26=10 -+ O Inversos
(—7x+ 2n=10 ldentidod
[(—7) + 2lx=10 Distributivo
{54+ 2) + 2lx = 10 Sustitucion
{{t=5) + (—2)] + 2ix = 10 —{a + b)
: = (—a) +{-b)
8+ {—2+2=10 Asociativo
(—5+ 0)x =10 _ lInversos -
(— B)x =10 Identidad -
{— 5} = [— 5} |—2) Sustitucion y Teore-
ma
(—a) (—b).= ab
{—/Blx = (- /5y {—2) Cancelacién para Ia

multiplicacién
H=~02

18 M+ 3=—18

19. '—,5)(:-—-'2'),({_4.
20, —3u =27
21. 15 = —4x + 38
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Encuentre el niimero Que se sepresenta en cada probleme. Efectle

los cambios y escriba Ja justificacién como se muestra en el nimero 22.

o2,

4 4 2(71—12)
Solucién: =4 + [(2 7 —(2-12)] © Teorema afb—c¢} = ab-—uc
=4 + (14—24) Sustitucién
=4 4+ [14 + {—24)] Teorema de la resta
= (4 + 14) + (— 24) Asociative
=18 + [—(18 + 86)] Sustitugcion
(24 =18 + 6,4 + 14 = 18)
=18 + [{— 18} + (— 6)} Teorema
—la+b) = (—a) + {—Db]
= {18 + (— 18})] + (— 6} Asociotivo
=0 -i— {— 6 inversos
4 4 2(1—12) = — Identidad
23. (5—2)
24, (—15—8)
25. [—15—[— 9}
26, 2—(3—1)
27. 2—[5 4 (3—5)]
28, 15—{6—3(4 + 2)}
29. 34+ [2—2[5—8}]

30. Demuestre lo siguiente implicacion:

X + ¢=b=x=b-—a (Esta es una propiedod muy usa-
da.en la solucién de ecuaciones).
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Médulo 12

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al término del estudio de este modulo, el alumno:

1. Demostrard algunas propiededes sencillas de la divisian usando pro

piedades canocidas de la division y los inversos,

2. Expresar@ un nimero rocional de la forma decimal o fraccion comin

y viceversa.
3. Escribird el raciproco de un término algebraico dodo,

4. Simplificard expresiones algebraicas fraccionarias. _

ESQUEMA RESUMEN
Lo Division. ‘
_ Definicién y notacion.
Teorema de in divis.ién.

Teoremas sobre {rocciones,

X .2 Xz )
—— e = —— XY Z,weE Reony, w#0)
y woyw '
X Xz ' : '
- == i, ¥, 2, €ERcony, 2 # 0}
y vz ‘ : -
a ¢ o
—_ —b_:_é.(::»udmba i{a,b,c,d, & Rconbyd # 0}
T b ‘ 5
—_ _—= ilaybeRconayb0}
a a _ -
b
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La division

Lo divisién es una operacién binaria gue asocia a dos nimeros
reoles X, y, con un numero real Unice llamado el cociente "R
X
demodoquesiy#0x+y=—=c=A=¢C"Y
Y

La divisidn es una operacion definida en términos de 1o multiplicacion,
de modo gue los postulodos vélidos para fa multiplicacion lo son también
para la division a través del siguiente teorema; sé emplean dos. simbolos
y los nitmeros que intervienen toman diferentes nombres segin la nota-
cién emplecda, o saber; con el primer simbolo {<-} el primer nimero se
llama dividendo y el segundo divisor; con el segundo, llumado forma
de froceién y el mas usodo, al ndmero de arriba le flamamos numerador y
al de obajo denominador; en ambos casos ef resultado dnico es el coclen-
te "R".

Teorema 3-17. Lo operacion de dividir dos nimeros reales es equivalents
a multiplicar el numerador por el reciproco del denominador.
a H :
—=qa-—=¢b#0
h - b ‘
Notese que tanto en la definicidn de ia operacion, como en el teorema
anterior que llamaremos el Teorema de 1o Divisidn, ésta guedo definida
s0lo si el denominador es diferente de cero. . ‘

o .
Demostracion: ™ =¢c&Sa=be Definicién de Division

1 o
Como b # 0 existe —t-‘— Inversos

gl.}.-. a= .1 - {be) Propiedad Mu.ltiplircutivu de la
b b lgualdad
1 1 : .

(—)a=(—" bl Postulodo Asociativo

b b :
] )

(B.) a=1:¢ Postulado de Vlnversos
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- (—la=c¢ Postulado de Identidad
a 1
—=—-q Propiedad Tronsitiva
b b ' . -
a 1 .
n =a-— Postutado Conmutativo

Teoremas sobre fracciones

Presentamos a continuacion glgunos tecremas bdasicos sabre fracciones
que se demuestran directamente de la definicion y teorema de la division,
Son muy importantes en el manejo de las tracciones y tlgunos ya los he-
mos .empleado de manero intuitiva, pero no nos debe enganar Iz formg
inofensiva y simple como se presentan parg Su mejor comprensién, ni
por esto se debe restarle importancia o su estudio, comprension y apli-
cacion,

Xz Xz
Teoremg 3-18. — « — = —— " [y, w = O)
y w yw
X z
Demaostracién; — - — Cado
Yy w
=®--}{z-—F - - Teorema de o Divisidn
v w : .
1 1 : R
= (xz) (; -] Asociotivo y Conmutativo
w ‘

11
= {{xz) (- - =)} [{yw) [1—]] Postufados, Identidad e Inver-
Yy w yw .

508

: 1 i1
C= 2P ] Fl= - — (yw)] . Asociativo v Conmutativo
yw y w - :

1 1 1
=[xz} —] (= ¥) [— - w)] - Asociativo y Conmutativo
Wy w '

1 .
= [{xz} {—)} Postufados, Inversos e lden-
yw tidad . :
Xz '
= — Teorema de lo Divisian
yw .
11 1
Coroiario: — . — = —
Xy xy
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' X Xz ,
Teorema 3-19. - = —; ly, 2. # ()
) y v

Nz X Z
Demostracion: — = (-} -
: vz oy z

X 1
=(-)(z--)
r4

169
a ¢
Teorema 3-20. m =—

Demostracién: Escriba las justificaciones que correspondan segin los cam-

. bios introducidos.

]
¢

a
=

4
% bd] = — (b
=3

! bd 1}hd
(0'?] —(c"‘a
d 1‘h b ! d)
0.("!;‘ } = C{d X
ad = be

b

Teorema 3-21.

.
6
b
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Como puede notar hemos empezado o abreviar las demostiraciones y
lo mismo empezaremos o hacer enios problemas;: efectuor combios en un
paso que se justifican con dos 0 mds postulados y teoremas. Si ha segui-
do los indicaciones anteriores ya debe haber adquirida experiencia en ia
aplicacién de g teorin, lo que le permitira abrevior brincandose™ pasos
y aplicando aigunas reglas gue nos ayudan o mecanizar Operaciones repe-
titivas, sin perdér por esto la comprension del problema a resolver. El
teorema 3-19 es de gron utilidad en la simplificacion de ffgcm_ones. Eiem-
plo: 143,169 se puede simplificar como se muestra en seguida:

143 1113

= (ﬁ} ('ﬁ? ==

dc::ud:hc;{b.d#ﬂi

B

;(u.‘b # 0) Lo demostracién es el p'roblefnu'S.
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Teorema 3-18
Teorema de lo Division

Postulodo Inversos e ‘ldenti-

13

—
ad = be
o 1] X (1 1)
gd [—+  —} = be[— - —
[a b d b
PRI
gld ) —=c¢cib—)—
d b b’ d
1
g-—=—=¢c—
b d
a_¢c
DR

PROBLEMAS PARA AUTOEVALUACION IIE-12

a o
1. Demuestre que: m =1=a=>5b;{b+#*0j

2. Demuestre gue:
a ‘a4 a 1
-5 m—b-:g;b # O(recuerdeque—(-g) = —(a- —b]
3. Demuestfe el tecrema 3-21.

4. Escriba el reciproco de‘cada uno de los nimeros que se don a con-

tinuacion.
ap 36 b) —8 S e)R—2
1 . X
d) : e) — )2 +x
2x + 3 y

E'n‘ l0s problemaos del 5 ol 9 utilice los teoremas vistos hasta aqui para
simplificar los frocciones que se dan. El postulado distributivo nos sirve
para factorizar si fo escribimos ab + ac = a{b + ¢} por lao propiedad si-

‘métrica de la igualdad,

323 - 156 x
6 Y

5. oxtay
380 3y bx + by
3x— 6y 2{a—b}{x—y) '

" 12x — 24y 6 (a + b) (X —y)

10, Demuestre que: oXx = b, a # 0 = x = — (Esto es una
a s

propiedad muy usada en lo solucién de ecuaciohes).

11. Exprese en forma decimal las siguientes fracciones:

)40 ' b 3 i
a; — — _—
80 ‘)4 c”g-
8 . - 12 3
d) .— . : ) — f} 7 —.

5 : 000 )2100
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12. Exprese en forma fraccionaria los nimeros decimales siguientes: Paneles de Verificacion

a) 0.035 b) 2.1 ¢} 0.75-
d) 00001 e) 1034 f) 080 | |
' CONJUNTO DE PROBLEMAS Ii1-9
RESUMEN 1. Verdadero
. ) 2. Verdadero
Los niomeros recles ios manipulomos duronte muchos afnos, aunque 3. Falso {ningdn elemento en comiin)

probablemente solo nos aprendimos g mecanizacidn de algunas opera-
cionas con ellos, sin comprender los relaciones que-tienen con situacio- D
nes reales, ni las leyes que gobiernan esas relaciones, esos conocimientos : 4o C=aeh Verdadero
nos permiten sacor grandes ventajos en la aplicacion que de los niime- \ @

ros reales hacemos frecuentemente en la vido diaria. No se désconoce
lo importancia de la mecanizacién o habilidad para desarrollar los ope-
raciones entre los nimeros, pero éstos por si solos no nos ensefian coma : : _
aplicar esas operaciones en los problemas prdcticos y se ve entonces, . 5 a€E—=ac N Falso, es posible ser elemenio de £ sin ser
gue es mds bien io comprension de la “estructura” de los ndmeros reales - j - elemento de N. Ejemplo: — d & E, — 4 ¢ N
lo que nos permite aplicarla y para estudiar esg estructura introducimos : ’ ' :

nuevos términos como: 6. Falso, porque siendo C € D= C U D = D.

Sistema matematico ‘ ‘
Campo -
Operacion binaria . Falso porque =>(NNC=N

Numero rocional
Propiedades de la igualdad

Postulados de campo : : 8. Verdadero (definicion). ; ‘
Inverso aditivo . _ o o 9. Verdadero {postulado de suma de igualdadess).
Reciproco _ _ _ 1 10. Verdadero {igual que anterior). o
Ecuacion ‘ . L 11. Verdadero (postulado de multipticacion de igualdodes). -
Solucién de una ecuacion ; 1 12.-No se puede demostrar su validez o menos que ogreguemos otro
Regla de signos _ iguaidad. '
Faclorizar 13. Verdadero (postulado de multiplicacion de’igualdades).
Teorema de ia resta ) : : 14. No es demostrable su validez con los elementos hasta aqui vistos
Teorema de la division : 15, Ve;dudero {gostuiqdo de sustitucién de ta igualdad).
Insisto en que mds que poder repetir los deficiones de los términos on- & 16. 1 2 1+ i 1+ .75=175 Es rocional porque su parte decimal -
teriores, es io comprensién de esos términos la que facilitard el desarrotlo _ - terming
de la habilidad y destreza en las evaluaciones numéricas, tema gue trata- ) : 7. ‘ .
remos en lo siguients.unidad. | 17. — = 0.636383, . . Es racional porque es el cocienie de
: 11 dos enteros o tdmbién porque su par-
te decimat siendo infinita se repits o
es periddica.
18.8=8.0 Es racional porque su parte decimal

termina o porque puede representar-

56 COMO —
) 1
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10 -
19, 0%1=—=20-1
' 100

7
20. — = 0.875
8

o puede represeniorse como ——
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Es racional, su parie decimal terming
10

100

- Es racional, es el cociente de dos &n-

teros (7, 8)

CONJUNTO DE PROBLEMAS Ni-10

1. a,b,x,y € R== {xa + ya) + (xb + yb) = {x +y} {a + b)
Dado

1.a b x, y&
2. (xa + ya) +

3.

R
(xb +yb) = (x+yla+x+ylb
=(x+yl{a+b

Distributivo o o
derscha -
Distributiva a 1o

izquierda {foclori-

zacion)

1. =60 +3
12. 27 4 36 = &3

5.21436={2-10+1+(3-10%6)

=[2-104+(14+3-10)] +6
=[2-104+(3-104+ 1] +86
=(2-10 4 3-10) + (14 6)

=1{2+3)-10+1+6
=5-10+7

=50+7
21 + 36 = 57

. Distributivo
. Asociativo
. Distributivo o factorizacién

2. x+2+a=2+1a+x
1. (x+2)+ta=(2-+x1+0
2. =2+ (x +q)

3. x+2+o=2-+(0+x

Conmutotive
Asociativo
Conmutativo

Para que su respuesta 5ed correcta no es indispensable que tengo
exactamente los mismos tres posos anteriores, puede tener muchos
mds, o que es indispensable es que los justificociones correspondan

realmente a} cambio introducido.
3. x[{a +b) + ¢] = xa + {xb +xc]

. x{la+b+cl=x{a+b)+xc Distributivq
' = [xa + xb} + xc Distributiva -
‘= xa + {#b + xc} Asoclativo

4. 1. 27+36=(2-10+7) +(3-10+ 6}

2. ={2-104(7+3-10})] +6 Asociativo’
.3 =[2-10+{3-10+7)] + 6 Conmutativo

4. =2-1M04+3-10)+ (746 Asaociativo
5. ={2+3-104+7+6 Distributivo {factoriza-
’ . o cion)
6. =5-104+13 Sustitucion

B . : (2-}-3:.5,74—5:13}‘_
1. =5.10 + {1-104 3} lgual que en el primer .

» o : paso .
8. ={5-10+1-10) +3 Asociativo
9. =B+1-10+3. . Distributivo (foctoriza-

. cién)
=6-10+3

—
e

Definiclén del valor de

los digitos por su posi- -

cién y propiedad de sus-
titucion

Sustitucién (5 4+ 1 = 6}

w &’ ~ o

Sustitucion (6 - 10 = 60)
Sustitucion -

Definicion del valor de
los digitos por su posi-
cibn y propiedoed de sus-
titucion

Asociativo

Conmutativo

Asociativo

Distributive {factorizg-
cién)

Sustitucion
24+3=51+6=7
Sustitucion

Sustitucién

. Aunque lo conciusién de esta implicacion es demostrable, todavia no

hemos visto leorema, postulado o definicién que lo justifique.

10. Propiedad simétrica .de o igualdad

L 1
R R R PR R

2. (7-3)-2=1-(3-2)

13. (84 3)-4=4(8+3) ,
14, (25 + 7)] V3= VIS +7)2]

2
=M+ B+y]+z
' _ = {X+5) -+ (y+2)
16 {x 4+ 3) [y + 5) = {xy + 3y} + {5x 4 15)
(x+3{y+5) =(x+3)y+(x+35
={xy+ 3y +{x-5+3-5

={xy+3y) +5x +3-5
(X + 3} {y + 5) = {xy + 3y) + (5x + 15)

17. {24+ 3} + 5en diez formas diferentes

1. 2+3)+5=24+(3+5)
.2, =2+ {543
3 ={Z+5 +3
4. ={5+2) +3

Asociativo

Asociativo
Canmutativo
Conmutativo

Asociativo
Conmutativo
Asaciativo

Distributivo
Distributivo
Conmutativo
{x-5=5x)
Sustitucion
{(3:5=15)

Asociativo }
Conmutativo
Asociativo
Conmutativo
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— 54+ 2+ 3 ‘Asociativo
—54+{3+2 - Conmutativo
—(3+2 +5 Conmutativo
Z' : —34+(2+5) Asociotivo
1- —3+{5+2 Conmutativo
8. — (345 +2 Asociativo
g' ginco formas diferentes
b 3) ', g.(3-5) Asociotivo
2 .3 5= 5.(5-3) Conmutativo
1 (z = 5-3-2 Conmutativo
2 f 5.({3-2) Asociativo
3‘- —(3-25 Conmutativo
g. Identidod para la.suma.
) a
post! a ge dentidod para a suma.
Postu © de ,dentldod para la muitiplicacion.
Postu e identidad pord s multaphcucuon
Postui de identidad para la multiplicacién.
postu g de identidad para i suma.
o
?Dst » de ipversos para la suma.
poSt” o de jAversos para ta multiplicacion.
Postui  de inversos pora lg rultiplicacion.
posw o de inversos para fa sumo.
posw o de inversos para lo suma.
poSt” J identidod para io multipiacucmn
. Postu o de identidad para lo suma y la multiplicacidn.
. Postu o de. inversos para la multiplicacion.
Postu ge inversos para la muEtlpllcomon
PQSUJ 0do o de inversos para la suma. .
Postu o de identidad para losuma {0 + y = ¥ v postuiudo de in-
poﬁwlo gra 1o suma.
vers? de inversos pora la multiplicacitn,
0
post | reorema 3-3.
c:orfi'1 o de identidad pora la suma.
Postu | teoremﬂ 3-4,
GPFO' 41 tearema 3-4.
or01I ol teorema 3-3.
co™

4.
42,

Postulado de identidad para la multiplicacién y teorema 3-2.

Postulado distributivo y propiedod ce sustitucion de la |guc1§cic=d
(14 2=3)

43. Postulado de identided para lo multiplicacion y teorema 3-2.
44, Teorema 3-5x € R x-0=0-x=10

04+0=20 Postulado de identidad para 1o suma
- (el primer nimero 0, se escogid bus-
cando el preducto x por 0)
X=X Propiedad reflexiva de la iguoidad.
X0+ 0 =x-0

Propiedad multiplicativa de la igual-
dad

Postulado distributivo :
Postulado de inversos
Propiedad reflexiva de la

X-0+x%x-0=%-0
X 0ER=—Mx-00ER
—{i - 0) = —(x -0}

. igualdad
—- O+ {x-0+n-0)=—{u-0)+x%-0 Propiedad aditiva de la
' iguaidad
f—X-0) +x-0]4+x-0=—{x-0}+x-0 Asocictivo
0 + x-0=0 inversos pora lo suma
‘ #-0=0 identidod
O-x=10 Conmutativo
X-0=0 -u=0 Propiedad transitiva
4. 1 € R, = —[—x]=1x
X+ [—x=20 Inversos
(—x) +x=0 Conmutativo
. XK= —{—1x) Corolario al teorema 3-3
‘ 1
46. xe‘:.R.x;&(J::iT =X
(=)
X
1
X-{—) =1 Inversas
X
1
(—)x=1 Conmutativo
X
H=—

; Corolario al teorema 3-4
{~) '

. K . N .

47. Teoreme 3-6. X, yERXy =0 u =00y = 0

1
X 7 0= existe —
R

X-y=0 Dado

Postulado de inversos
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1 - . ' 1
l: — Propiedod reflexiva de la igualdad. —1=1-x [nversas
X X . : 2 .
1 _ _
_1_ (xy)=—-0 Propiedod multiplicativa de lo igualdad T l =X ldentidad
X X ’ 2
1 . s i
_ . yly=0 Asociotivo y teorema de la mulipli- o L
(x Xy cacion por cero {x - 0 = 0 I : X =-2-— Simétrico
1.y=10 Inversos . : &
y=0 Identidad _ Il}
Queda demostrado que para xy = 0Lx#0=y= 0 es una proposi- 2
cion verdadera por lo que Jo contropositiva, su proposicion equivalente 1. —X =6 : )
también es verdadera, para X - ¥ = oy#0=x=0 ' A=—§ Teorema 3-9. Si dos nimeros son iguales, sus in-
e : —6) versos son iguales.
4&g:+a+¢_m=m+m+hﬂ Propiedad de sustitucion y
- : ?gitivu deS;o igualdad ' 52. Tx + 2 =14+ 2
ox + [3 + (— 3 =2+3+ (—31 Asociativo x +'\/,E(_= 14 + ‘//21_ : Concelacién para la suma
s %+ ‘ Inversos K Tx=7-2 Sustitucion
Ax=11 Identidad de Ia suma y de lo Xx=2 Cancelacion para la mottiplicacion
multiplicacidn
X = Concelacion - {2}
- i 53. x+2=0
49. 3x+1=14 . , — =2 Corolario af teorema 3-3, si dos nG-
A+ =N=68+0 0= 1) Propiedad de sustitucion y : meros suman cero, uno es el inverso -
: . . - -oditiva de la lgualdad {— 2 del otro _ :
(4 = .3 + N , ) :
w41+ (=N =3+[1+(—1] Asociativo. B 54. X + [—B} =0
H+0=3+0 Inversos _ Xx=—[—8) Corolario al teorema 3-3
Bx=5-1 Identidad. de lo suma y de la . X = Problema 45 de este ejercicio -
multiplicacion (8}
Xx=1 :
(1} 55. X(x +2) =0
: x=06x+2=0 Tecrema 3-6
50 l I . X =2 Corolario al teorema 3-3 :
Tx , o {0 U {—2t=i0.—2 El conjunto solucion de una disyun-
X=X Propiedad reflexiva de la igualdad cién es la unién de los conjuntos de
las proposiciones componentes
l x=2-X Propiedad multiplicativa de la igucidad prop . po‘
X 56, (x+4)x=0 . .
1= 21' X Inversos X+4=00x=0 Teorema 3-8
1 . ' k=—46x=10 Corolario af teorema 3-3
Rar] Reflexiva (—41U (0} = {(—4.0] \ .
' _1_ 1= l {2x) ' Propiedad multiplicativa’ 6. R+ (—Mix+2=0"
5 7 : T X+ (—1N=06x+2=40 Teorema 3-6
1 1 . X=—(—=1o0x=—2 Corolario al teorema 3-3
1= {?2_ .2 Asaciativo XK=160x=—2 Problema 45 de este ejercicio
2 : o h
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CONJUNTO DE PROBLEMAS lil-11

Postulado dg igenti '
entidad para la suma

?DSt“'OGO de inversos pora lo suma ‘ o
TBGFEmn 3-14 y propiedad de sustitucion de la igualdad {2 + 6 = 8)
Peorgmu 3-13 o regla de signos )

rOPiedad dg gystitucion {14 = 4 + 10} y teorema 3-14
Teoremg 3.4
¥30remu 3-12

0remgs 3. 3.
Teoremg 3_912 y 3-8
Postulade de inyersos para lo multiplicacion
Teoremn 3-9

- Postulado de identidad para 1o multipiibgcién y teorema 3-12

POS{U’G{[G de identi .
entidad vy teorema 3-13
$eoremq 313y propiedad de sustitucion de la igualdad (2 - 4 = 8)
Peorgmu 3-12 y propiedad de sustitucién :
"OPiedod de sustitucion (5 = 4 + 1) y teorema 3-14

-~ ™ =10 1 (_2x). Fue resuelto como sjempla, pero se le agrega-

ron las razones

?“‘f'3 = —1B
DX+3) 4 (-3 = (— 18) +(— 3)
Bt =g =(— 18 + (—3)
X 0= (—18) + (—3)
M= (18} 4 [—3)
7)(:__(13+3].
=) = — (7. 3)
7)(::_']{._3}- . :
)(:_._3‘ :
~B tox=(—2) 42+ 4
6% + 2% = [(—2x) + 2x] + 4

[~6)x 4 ax =0 + 4
“T%fmiza
~{4 +2) +2]x = 4
=+ 2] 5 2 = 4
“HE -2 k2w =4

=9 4o =4
1'(“4]R=4 ]
[“?H~MX=LH?4
4
K= —{1)
KH=—1

NOTA: g,

En la ici uucioﬁe existen v ernativas
que nos fleyan solucitn de estas ec 5 ten varias alt

182

al mismo resuitado, sélo gque como cada persona ve en for-

ma diferente 1bs mismos problemas, cado guien escoge & camino que su
experiencia le dicta como el mds expedito o efectivo. Ejempio: Puede usar-
se la ley de cancelacion para la multiplicacién o la propiedod multiplicativa
de lo igualdad.

Es por estas razones que se ingiste en lo necesidad de practicar con
estos ejercicios la aplicacion de las definiciones y postulados vistos, aun-
que @ veces nos parezca algo gburrido e intrascendente.

20, —3=27
-3k =3-9
- =(-3{-9
(=3 = (-3} (-9
= -9

21. 15% = — 4x + 38
15% 4 4t = 4u + [(— 4x) + 38]
155 + 4% = {4x ++ {— 4x}] + 38
15% + 4n = 0 + 38
(15 + 4 = 38
19% = 38

1 1 1
=} {193) = {—} 38 = [- .
(19}{ %) 119} 38 (191 [19: 2)

1 o1
— - 19 = [— - 1992
(19 } [19 )

1. x=1.2
K=2

22. Resuelto en el texto
23, 5—-2=3 : Resta oritmética. Propiedad de susti-
. : : tucion )

24. {— 15— 8) = (~ 15) + (— 8) - Teorema dela resta 3-15.

= — (15 4+ 8§) Teorema 3-14 -
: = — (23} Propiedad de sustitucidn
{(—15—8)=~23 ) :
25. =15~ {=9)]=[-15+{~(=9))] Teorema de la resta
‘= [~ 15 4 8} Problerma 45 del ejercicio
-2 que dice — {~a} =a
={—{6+9+9 Sustitucidn o
={l{—6+(—9)} + 9] Teorema 3-14
={{—~6) + [{—9 +9})] Asociativo
= [{~ 6} + 0] Inversos
[-15 —{~9)] = - . identidad

26. 2—3—-7)=24+[-3+1—7))]  Teorema de la resta
. =24+ (-3 + {=(=T7}] Teorema '
~{a+bj={—-a} +{—-b)

=2+ (=3 +7] Problema 45 del ejercicio
-2 que dice —{—a}=a
Conmutativo. Ver nota dl

C=24 07+ (= 3)
_ : final.
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=24+{7—3 : Teorema de la resta - -
it ! Sustitucion (7 — 3 = 4 =4 +12+ (101 + 161 Problorma 45, Ejerct
: : resta aritmética A cio 1H1-
2. [3— =6 Sustitucién =342+ “6 + {— 10} Conmutative
=3+ [2+ (16 —10) Teorema de la resta
NOTA: La aplicacién del postulado conmutativo nos permite represen- : = g ‘i‘_ ![32 + 16]] Sustitucién
tar la suma, otra vez como restg, sblo que ghora @ un NUMEro mayor. se : T 34 [2— 215 — 8)] :'11 Sust!tucgén
le resta otro menor. Este procedimiento es aiterno dei que sustituye al nu- : & = Sustitucién
mero por dos sumandos para qtilizar el postulado de inversos como Se Ve . 30. X +a=b—>x=b
o continuacion. A 4T= (-3 4B+ : ; .  x+ta= b—u - Dado .
-3 +7=1{- ] (X +a} +(—a)=b iedod aditi -
- 3]+ 4 , : ] J=b+ (—aq) Propiedad aditiva de la iguald
:g+3]+ I+ : X+ {a+(—aj=b+4 (—a Asociativo gualdad
_2 : x+0=b+ {—aq) Inversos
- ; =b 4 (—a) fdentidad .
21,2 (5435 =2~ [5+ 3+ (-~ )] Teorema de [q resia x=b—a Teorema de la resta
= g - %{55++{%: 55}}] -L-_ ?é})]I Agg(r:?gtt; c;VO IMPORTANTE: La demostracion de esta implicocién nos permitirG en
Ter 0+3 InVersos el futuro utilizar su conclusién sin necesidod de volver o dar todos los
—92_3 \dentidad pasos aqul presentados generalizando como sigue:
=24+ {—3 Teorema de lo resta '
: g i h___(g)-:_u);_ 0 _?ggtrgumcéog_m “gn nﬁcrjnero (o) que _esté sumando en un lado de una. igualdad,
—R+ -2+ - 1 Asociativo nguglLé%de(E{r:):g.lar si sumamos su inverso en-ef otro ludo de lo
=04+ ({—1 : Inversos Ejemplos: a}x + 3 =5
3 [5+(3-5]=—1 identidad ) X=5+[—3 =5-—3
- o , N A : hx—4=x4{—4 =2 :
28. 15— 6-—.34-1—2]:15—[6—3(6)] _Systitucion {4 + 2 = 6) R =
9 B [6 — 3(4 +2) —15_[6-18 Sustitucion (3 - 6 =18) k=24 [——4=2+4

=15 — [6 4 (— 18] Teorema de lo restad . .
=15—[6+{-(6+ 12} Sustitucién

— 15— (6 + {(—6) + (=12} Tedrema 3-14
=15 — [[6 + (- 8)] + (— 12)] Asociativa -
=15~ [0+ (—12]] Inversos

CONJUNTO DE PROBLEMAS liI-12

=15 — {— 12 identidad ' a_ —
=15+ {{— {—12)] Teorema de la resta I b 1=o=bb#0
=15+ 12 Problema 45. Ejercicio - o A
: -3 '
El Inverso del inverso de e 1 - Dodo
uh nimerc e, ese mismo
. namero u-—1—-_—1 ) T
1B-e—34+a =27 Sustitucion b eorema 3-17, de la divisién
20 342 25— 8] =3+[2—{2:5-28)  Teorema 316 " 3 : )
l -,.( ) =3+ [[2 — {10 = 16} Sustitucion (o Fib =1-b Propiedad multiplicativa dé la igual-
. =3+ 2+ {—10— 16)}]  Teorema de la resta , . dod
Z31[2+[— (10416}  Teorema de !
: - la resta : u(-“B' ‘b)=1-b , Asociativo
— 34 (24 {(=10) + [~ (—18)]}] Teorema "~ , .
—f{a+bj=I1—-0}+{-b a-1=1-b : .Inversos

a=b " Identidad

15
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- 1 1
4. o) = d) ———m = 2% + 3
a_"%_ % bz 3 '
2 7p b - 2 o b) _-i 2X + 3
: - 8
1q. Porle —— = —b—“ 1 e)i
. : C) .
_2o [a- l; Teorema de la division 3-17 1 K—2 fix + 2
b b - 1
ot . 1o | - , 331817 1
= {—a)|— sorema 3- - Cemn 1o am
a — : A 6. ——-—-y= i 'vz—iziﬁx
—_—— Teorema de lo division 3
B b . , ] Y 3y - 1 ]
Q a ‘ 45 7. QK+U‘I:U(X+Y)=1
2q. Parte s =— _ ' . bx +by bix+y) b .
] - _ Sx—6y  3u—2y) 1-3 1
A la - ?) : - Teorema de lo divisién ; I T12x—2dy  12(x— 2y) ~a.3 a8
1" 1 | o 20—b)x—y) 2 [a—b) a—b
=otg=e iy i I A
] _ : b ‘
I Y 1 a _ ; MW ok=b=ox=—
al ] = a (~——}=—— Teoremas 3-17, 3-18 y 3-18 1 G
B {— 1) b —h ] . 3 at=>H Dado ‘
o1 1 Propiedad multiplicativa de la i
L El reciproco de una fraccién es otra fraccion (‘“‘)? =b{—} drc&me ad multiplicativa de la iguol-
3. —= a (a,b 7 0} cuyoe numerador es el denominador de la frac- ‘ a a :
bl cién dada y su denominador es el numerador {}__ Jx=b 1 Neociati -
{b : de la fraccion dada. : , 5 ;apx = T sociativo, conmutativa
_1_ = 1 ; Teorema de la divisién 1T-x=b- 1_ Inversos
a a
(=) a — 1
b 1 b . . X=b. . — ldentidad
: a
= l- Corolario del teorema 3-18. — -+ — = — b
ol ' oy oW X=— Teorema de la division
b a :
1 co 1. ) = 40 + ' ] o075
=—0- Problema 46, Ejerciclo 1Ii-2 que dice — = a 1. aq -8-6— +80=05 bj—=3+4=075
=) 14 :
' a - gjl—=—=4+3=133... dj—=8-+5=1.6
] b . .3 3 <. B
—=— . Conmutative 'y teorema de la divisién - 12 o 3
~= ; : 8) — = 0.012 . fl2—— =203
) 1000 - 100
b .
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1. 75

. Q) —
b2 — C}
1000 . ) 0 | | }mo |
d}__T__ . 110 34 f 80
e —_— [
19 000 100 100

IMPORTANTE: Al igual que en el problema 30 del conjunito de &jerci-

g'rgfuﬂgilerlgres, le demostracién nos permitird brincarnos muchos pasos
solucion de scuacionas, generafizando como se indicao 0 continuacion:

N

dggj Un nimero a(a # 0) es factor de todo un lodo de una igual-
+ € puede cancelar si multiplicamos todo el otro lado por su

reciproco (_1__) "
a

Eiemplos: a =6
X 6[1} B
ST T 3

o ]
b) X = iy =
b3 Xl5) =5

“*‘l\;c*‘l‘rw???*lv“w'??ﬂ_%’;‘-‘ S AT A S A ORI R
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introduccion

£n la Unidad 1l estudiomos lo parte mds importonte de la estruciura del
conjunto de niimeros reales con el objeto de focilitar la aplicacidn de éstos
en situaciones reales, sin embargo, es mdlspensuble cierto grodo de me-
canizacién para agilizar el desarrollo de los expresiones’ simbdlicas.

En esta unidad ya no exigimos justificocion o cado paso, siende res-
ponsabilidad del alumne hober efectuade suficientes ejercicios como paro
memorizar postulados y teoremas y es lombién su responsabilidad sfec-
tuar los ejercicios de esta unidad paro odquirir lo agilidod y destreza ne-
cesarios, paro lo cual se proporcmna la terminclogia que le facilitord 1o
aplicacidén de lo teorin.
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Objetivos generales - -

Al término del estudio de estc unidad, el alumno:

162

Conocerd lo-gue &s un término y uno expresion algebraica.

Etectuard las operaciones, suma, resia, multiplicacién, division y pa-
tenciacién, con expresiones algebraicas con coeficientes racionales,
aplicando Jos postulados y teoremas conocidos sobre ellas.

Empleard el lenguaje de la matematica como instrumento de abstrac-

c_ién'y generu!lzucién para representar situaciones concretas.

Resolverd scuaciones de ler. grado, senciilus con una_voriable.

‘

Diagrama tematico estructural

Terminologia

~ Propiedodes de lo igualdad, ' Operaciones con expresiones
postulados de campo olgebraicas
Polinomios

Divisibn de expresiones
olgebraicas

Productos notablés

. Factorizacién de expresiones
: : olgebraicas

Operaciones con fracciones

' 4
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Aplicaciones Médulo 13

Glosario ‘ ‘ ‘

Expresion algebraica. Se llama expresic}n algebraica o las combinaciones
de nimeraos, lilerales, variables y signos de operocion (-, —, X, +).

Término. Se llama término o monomio a una expresion algebraica la cual
no estd enlozada por los signos de operacion {4+, —).

OBJETIVOS ESPECIFICOS .

Al término del estudio de este madulo, el alumno:

Coeficiente. Es el facior o foctores que Indica el ndmero de sumandos
iguales.

Términos semejantes. Se dice que dos o més términos son semejantes
cuando difieren Gnicamente en el coeficients, pero teniendo iguales el
resto de sus foctorss (o sea, que consisten de las mismas literales y
exponentes).

1. Reconocerd términos y expresiones algebraicos. -

Reconocerden un término algebraico, al coeficiente numérico o vy lite-
raf respecto a algun factor o foctores de alla.

Potencio. Se llama potencia a la representacion de un producto de facto-

3. Distinguiré términos semejontes en unag expresion algebraica.
-res iguales entre si.

4. Realizarg los o

. : : peraciones de suma y resta con expresiones aige-
Base. Se llomc la base de uno potencia al factor que se repite tantas ve- braicas, ‘
ces come fo indica el exponente. ;o o
Exponente. E! exponente es el nimero que se escribe an la parte superior
" de lo base, y el cual indica |las veces que ella se repite como factor. ESQUEMA RESUMEN
Binomio. Es lo expresion algebraico que tiene dos términos y estdn rela- Terminologia:

cionodos por un signo de operacion. - .

Expresiones algebraicas.

Términos algebraicos,

Términos semejantes.

Suma y resta de expresiones olgebraicas,

Reduccién de términos semejantes.
Ejempios,

Trinomio, Es lo expresion algebroica gque contiene tres términos enloza-
dos por log signos de operacion.

Polinomio. Se llama o o expresion racional entera ocomodada en orden
.descendente.

Minimo_comién multiplo. Cuando determinamos la suma de 2 o mas frac-
ciones y los debemos combiar por otras equivalentes con un denomi-
nador comin y el cual sea minimo. :

Fraccion compleja.

Factor comin. Se lloma al mismo tactor que aparece en coda uno de los
términos de un polinomio.

a 165
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Terminologia

Hemos visto algunas nociones fundomentales en el manejo de los nu.mteros
reales, y o medido que gvoncemos en 1o construccion de nuestro msherr;_u
matematico, seguiremos empleando todos los ‘postulodos y teoremas 10(;.5 a
aqui vistos. Es muy importante 1@ compre.nsion de todos €sos post}u ados
y teoremas, ya que €505 mismas ideas los iremos aplicando %n com moct?é
nes de simbolos y letras cada vez mos‘grundes y complicac uds, pero g
siguen representando O fos mismos numeros reales mManeio 05 &R Bs0S
teor%rggser‘r"\oesolségleordgsésente que aungue nyestrq sistema de los numeros
reales es puramente abstracto es "modelo” de sistemas reales conﬁreto?
y que para sacorle el méaximo provecho debemos manejarlo con §0 Ur(tl é
fiuidez, por lo cual, odemds de la cq.mprens‘non de .E“S ideas y concepto
de su estructura, @58 indispensable la mecanizacion de oigunas operacio-
nes. La mecanizacion mencionada ‘s€ focilita con el uso de.una fjermlngé
\ogia particulor pare los expresiones de nuestro lenguaie ordinario despues
de que las hemos simbolizado y asi:

A los combinaciones de nemeros vnriqbles y signos de operacio-
nes las llamamos expresiones algebraicas, ¥ 0 las partes quaﬂlus
forman ¥ estan-separadas por los signos de sumar (+] 0 restar
{—} las llamamos términos. 3

Ejemplos:

- minos; 2%, %xi._ gax, — 15a°

Gax®  2X

b} 4% — 5 <+ et es una expresion algebraica con 3 términos a subgr:
Gax’ 2x
AY3, wmm ——, —
5 @

¢) 4+ 2(x — 3), es und expresitn con sdlo 2 términos que son el 4.y el '

producto 2{x — 3). En este caso, &l sequndo término gstﬁ formado por.
dos factores, en donde uno de ellos a .su vez constituye otra expre-.
sién algebraica de dos términos, X, — 3 SR

166

a 2%+ -Z—x? 4+ Bax — 15¢° forman unad expresion compuesta de 4 1ér-

Los términos, entonces, estdn formados por factores, mismos
que pueden ser numéricos o literales. Se dice que un factor o
varios factores pueden ser el coeficiente del resto de ios facto-
res que forman a ese término. .

Eiemplo:'

1) En el término 6ax del ejemplo a} anterior
6 es el coeficiente para el producto ox
6a es el coeficiente para X
6x es-8} coeficiente paro a

2) En el término — 15¢° del ejemplo o} anterior
— 15 es el coaficiente para o

. Observe que al factor numérico del ejemplo 2 le considergm_os_.‘ el signo
de restar o de inverso aditivo, es decir que consideraremos siempre que el

_ signo forma parte del coeficiente, solo que en el caso del signo positivo

o de suma, éste no se escribe cuando sea iniciacién de una expresion
como se ve en los ejemplos a), b) y ¢} anteriores para, 2x%, 4% y 4 respec-
tivamente,

' Generalmente se utiliza la palabra coeficiente o secas para sefalar al
coeficiente numérico {incluyendo el signo) y se acostumbra indicar el coe-
ficiente para la literal que nos interese. Ejemplo:

En el tdrmino — Saxy
El coeficiente es: — 5
El coeficjente para X es: — Say
El coeficiente para y es: — Sax
El coeficiente para xy €s: — 5a

Se dice que dos o mds términos son seme|antes cuando difieren

anicamente en el coeficiente, el resto de los foctores deben ser
idénticos.

Ejemplo 1): Los términos 3ox® y 6ax’ .

Los coeficientes son 3 y 6 respectivamente, entonces son términos
semejantes para ax’ . ‘ :
Ejemplo 2): Tomemas los términos 2xy?, Aox?y, Shxy

Coeficientes para ¥ day? del 20. término por lo que no tiene términos
semejantes.

Coeficientes para x: 2y del to. ¥ SBv del 30. por lo que 1o. y 30. soON
términos semelantas en X.

Coeficlentes pora y%: 2x del 10. y 4ax’ del 20. por lo que 1o. y 20. son

. términos semejantes en y& '

Coeficientes para y: Shx en el 3er. término.
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Las expresiones algebraicas se Haman en general multinomio cucndo N
tienen varios 1érminos, pero a las mds usuales se les llama por su ndmero

de términos. Ejemplo:
un término — monomio
dos términos = binomio
. tres términos = trinomio
De este modo podremos Identificar o los expresiones cuando tenga-

mos varigs.
Suma y resta de expresiones algebraicas

Si consideromos que las titerales de nuestras expresiones algebraicas re-
presenton ndmeros reales, entonces, cada expresidn algebraica representa

a su vez un ndmero real y por esa razdn debe cumplir como todo nimers -

real, con los postulados y teoremas vistos hasta aqui.

Para determinar la suma o la resto de las exprésiones algebraicas,
operacion llomada también reduceién de términos semejantes, aplicamos
los postulados asociativo, conmutativo y distributivo.

Ejemplo a) Sumar2x + 3y —4conx —y + 2

2%+ 3y ~4) + (x—y+2) = Dado -
=@+ + By -y +(—4+2) Postuludo conmutativo y
: asociativo
=R+ N+ 3 - Ny + (~44+2) Postulado distributivo: Nota:

Observe que el cosficients
numérico de un término es lo
unidad cuando no aparece
nimero escrito. £l signo es
parte del cosficiente
=3 +2r+(—2) Propiedad de . sustitucién
(2% + Jy —4) +(X—y+2)=3x+ 2y —2 Teorsma de la resta

Ejemplo b) Restarle a 2x° + 3x — 2y* + 3, la expresién 2x — ¥ -2

(20 -+ 3k — 29 + 3 — (2x -y - 2} = Dodo .

=20+ 3 -2y 4+ 3—-2x+y -+ 2 Teorema3-14[—(a+bj= —a —bj

=20+ (3 - 20 + (— 2y + v} + (3 + 2) Postuiedo conmutativo y
asociativo

=20+ (3 ~2+ (—2+ ¥ +{3+2 Postulado distributivo

=2+ x4+ (— 1Y +5 Propledod de sustitucién

=204+ —-¥+5 Teorema sobre ‘signos 3-12

De los ejemplos anteriores podemos considerar las Operaciones de
sumar y restar condensadas en los sigulentes pasos: :

Tlo. Eliminar todos los paréntasis o simbolos de asociacién apli-
cando los teoremas sobre inversos que correspondan,

20. Identificar los términos semejantes y asoclarios aplicando el
postulodo conmutotivo cuando sea necesario. o

3o. Operar solo con los coeficientes de los términos semejantes

(esto corresponde en los ejemplos a la aplicacion del postulado
distributivo). ' - :
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Ejemplo: Efectle los sumas y restas indicados en la siguiente ex-
presion: .
4x— [2%— By — (x + 4y)] + (x—B) _ '
1o, dx— [2x—3y—x—4y] + 1 —8 NOTA: Mientras se adquiere
Ax—2x+ 3y +x+4y+n—8 desireza, es conveniente eli-
' minar primero 10§ parentesis
interiores.

20, (4 —20 + x4 %)+ {3y + 4y) —8

do. 4—2+14+1=4 4% + Ty —8
34+4=7
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PROBLE-MAS PARA AUTOIEVALUACION V-13

Méd‘ulo 14

Diga cudntos términos tiene cada una de las siguientes expresiones

OBJETIVOS ESPECIFICOS
algebraicas. Ponga especial atencidn cuando existan paréniesis, '

Al término del estudio de este médulo, el alumno:
1.+ 2y — ¥ +3']5 ﬁ (641-502!:2[20_' 3&) 1. Identificard potencia, base y exponente de uno expresidn algebraica.
— X — . . . . . . . . . .
2..4x—[2+X : 2. Apiicard los postulodos y teoremas conocidos sobre potencias a situa-
En los siguientes problemas identifique los coeficientes (numéricos) - clones dodos con expresiones algebroicas.
en cada expresion. 3. Dividird un multinomio entre un monomio.
5. 19p"—8p*—7p + 4 4. Definird con sus palabras, polinomio. _
?' ?f;:iszvtf_;i 7 5. Calculord el grado de un polinomio respecto o una letra o varichle,
- . - . . 6. Dividira dos polinomios en una misma letra o variable.
En cada uno de los problemas siguientes, eliminense los paréntesis y '

rediizcanse los términos semejantes. ESQUEMA RESUMEN
g. x—(2y + 3} —2y
g. Ix— [2y —4x) + 6y
10. (2x — 3y} + {y — 4w) — (w — 3x)
1. 3x— [2x + 3y — (2y — 3x)] + dy
12. 9x— {2y — I} — [y — (2y —x)}] — [2y + (4% —3y]] .

Multiplicacién de exbresiones algebraicas.
Potencias, defiricidn y notacidn.

Teorema:am - an = am + n;{a € Rym,n e N)
Teorema (@®)* = @™ ";(a € Rym,n € N)
Teorema:.{ab)" = @"-b";[a, b= Ryn & N)
Eiemplos: - -

Divisidn de expresiones algebraicos.

13, (=26 4 T —x) + (4 — 8¢ + x — B}
14, {{2a—b) + (2a—cl} +{—4a + b +c)
15, 46— [o— {20 + b)] -

En los sigdientes problemas, asocie los dltimos tres términos de cada

expresion precediendo el paréntesis con un signo de: Teorema: Siac R, 0 0ym,n, e N

g Entonces:
a} Sumar . '
h) Restar a si,m>n
. ulll 1 -
16. 2*2—"3Y2+4x_3v_—1 _n.z h-m . Si'm<n
7. ¥ —2y¥ —x—3y—35 a a
18.-x+v-—-K’2";24+§V’ 1 i m=
19. F+rs-+ars 4+ 8 \ |
20. x'— 4%y + By —Axy’ +y' Teorema: =+ b _a N i ek0
. . ' : c c c

Divisién de un multinomio entre un monomio.

Término racional entero :
Expresiones racionales enteras (polinomios).
Grado de un término racional,

Grode de un polinomio.

Ejemplos. '
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Multiplicacion de expresiones algebraicas. Exponentes

Llamemos potencia a la representacién de un producto de factores iguales,
al factor que se repite ie escribimos el nimero de veces que se repite en la
parte superior deracho.
Ejemplos: ' . :
Gra-a=aix-x= {0 +2h{x+2) (x+2) (x +2) = (x + 2

Al factor lo llamomos ic buse de la potencia y al nimero que indica las

VeCss gue se repite lo Homamos exponente. Cuondo el exponente es la uni-

dod no se escribe.

De lo definicion de potencia se deducen algunos teoremas cuyas con-
Clusiones nos simplificon lo multiplicacién en general, y la multiplicacion
de potencias en particular. - '

Teorema 4-1 :
eaeRmneN gr-gt =gt

Demostracian:

o™-a" = (¢-0-6.a){a-a.a) Definicién de potencia
My ot i

m Veces n veces

= a-0-0.60-0.0 - Postulado asociativo
(m + n) veces
= qg"'" -Definicion de potencia

Ejemplos: o} 3.3 = 3 .
b) =12k —1) = (x— 1)
¢} (—2f (—2P={—2)

Teorema 4-2 :
gERMNEN (0 =qg"""
Demuestre este teorema y dé un ejemplo numeérico.

Teorema 4-3 .
abeRneN (b} = a" b°

Demostracion . .
(ab)* = gb . ¢b - ab..ab : Definicién de potencia
e T
N veces
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i

{a-a- u...h) (b-b-b.b) Postulodo conmutative y asociativo
R e Coanta

nveces  nveces
= a'b® Definicion de potencia

Ejemplos: o) (2 -6 =2°-6°=4-36=144
. (2 -6 ={12)* = 144
bl PxfF =2 =&
{2x)? = (2x) (2x) = 4%

Consideremos ohora las siguientes dos expresiones algebraicas:
(x4 v} v (2x 4 3y}, si los multiplicamos, su producta guedaria indicado
osi: (¢ + y) - (2x + 3y} aplicando el postulado distributivo se transforma-
riaen {x 4+ y) - 2x 4+ (x 4 y) - 3y y volviendo a distribuir (x - 2x + y - 2x)
+ (x - 3y 4+ v - 3y) que con o definicidn de potencia y postulados conmu-
tativo y asociotive se puede escribir como (2x* + 2xy) + {3y + 3I¥) v
reduciendo términos semejontes queda 2¢° + Sxy + 3Y°

La aplicacidén sucesiva del postulado distributivo haosta donde sea po-
sible, y la reduccién de términos semejantes conducen a la multiplicacion
de los expresiones algebraicos. Paro fines prdcticos esto operocion se
efectita siguiendo el procedimiento que se indice y gue equivale a lo an-
terior. .

10. Se escriben los multinomios uno abujo del otro, ordenando los
términos con lo potencia descendente de una lstra,

20. Se multiplico cada término del multinomio inferior por todos
los términos-del multinomio de arriba, procurando que coda tér-
mino se escriba inmediatamente abajo de su semejonte pora fa-
cilitar lo reduccidn de términos semejantes.

. Jo. Se reducen términos semejantes,

Ejempio: € -+ 2xy + 3y?) - (x —2y) - ~Ya estdn ordencdos con los
K+ 20y + 3¢ potencias de lo x.
X—2y

x4 21y + 3uy?
— 20y — duy? — 6y’

K+ ORy — xy? — 6y
PE 4+ 2ny + 3 - (k—2y) =X — Xy — 6y

NOTA: Ei término con coeficiente cero, tiene valor cero independien-
temente de los valores que se asignen a-lg “x" y a la "y"”, de modo que

8e omite en la respuesta por el postulado de identidad,
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Divisién de expresiones algebraicas. Polinomios
' Para dividir las expresiones algebraicas es-necescrio antes, ‘completar
nuestros teoremas sobre los exponentes para conocer la division de po-
tencias. -

Teorema 4-4. a= R a=0ymneEN

a== ‘ si,m>n
a® 1 .
—= s, m<n
un an—m
1 s, m=n

Demostracién: sSim >n—={m—n} €N

m veces

P .
™ ‘g-a-0-0.0 -G-C .
g = Definicidn de potencio

o" a-0-0.0
N ™

n veces

m veces

n veces (mnni VECES

P
¢-6.G: d-0-0..0

: Xz X
= q™" Teorema 3-18 — = —
ga-a-a.a-1 z ki
W

. ¥
Postulado de identidad
N Veces
Demostracion: Sim <n=({n — m) € N
m veces
a= a-a-G.a } TR o
- Definicién de potencia
Q" a-0-0-0.a-a . :
N ——T

nveces-
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m veces

e L
a-a.a3-a-1 1

= Postulado de identided y
a4 a-a0-4a.0 a-m ) Xz X
e Nt Teorema 3-19 — = —

yz v

\15 veces T;m] veces ,

n veces
Demostracion: Sim € n :> im—-—nleN
. mveces

—_— _ Pfopiedud de sustitucién de
¢ a-a-0-a.0
e e

la igualdad, m = n

mveces
\ ) a
=1 Problema:sia=bh—>—=1
Ejemplos:
! a® 1 1 a
0} — =g =g b) —_—= — — C} =1
o’ ¢ o & o

Una vez vista Ja.divisién, de potencios podemos intentar la division de
expresiones algebraicos para lo que nos serd (til el siguiente teorema:

Teoremo 475
a+h a b
=— 4+ —c#0
c c ¢ L
-, a+b T
Demostracion: - . = {a + b} - re Teorema de la divisién
1 1
=a-—+hb-— Postulado distributive
[ c T
a b '
= -&- +— - : Teorema de la divisidn
c N

En el teorema anterior hemos visto una fraccién en la que se repre-
senta la divisidn de un binomio entre un monomio, cambidndole por la
divislon de codao término del hinomio entre el monomio; este resultado,
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junto con los postulados gsociativo ¥ conmutativo, nos permite dividir cuai-
quier expresion aigebraica entre un monomio.

Ejemplos:
o) Dividase 121y + 368y — 24x%y entre 3x’y*

120y + (36icy' — 24x7%y) 2%y’ + 3y — 240y
.3xzy2 - SXEVZ 3}{2\’:
120y 36wy 240y
szvz + axzyi sz,va
-4ty 3120y 38y
+ - 2y
3y 3ny? Ry

Teorema 4-5

Factorizacion

Divisién d_é potencias teorema 4-4

L Xz X
y teorema 3-19 — = —

¥z vy

8
=ty + 120y — —
Y

b} Dividgse 61¢ — Sx'y + 12xy® entre 3xy

- 1 gy . 12xy o
BF - Sy +12y B 9y L W aplicacion sucesiva de

any 3wy 3xy - 3Ky  teoremos 4-5 y 3-19
L ey . Teoremas de division de
y potencios y simplifica-

cién de fracciones

“En esta forma podemos conciulr que para dividir un muttinomio entre
un menomio se-divide cada término del multinomio entre el monomio.

Decimos que todo término algebraico es “racional entere” pora
ung o varigs letras, si estd formado del producto de potencias
positivas enteras de dichas letras y cuaiquier otro factor gue no
las contenga. . :

Por ejemplo: Bax’y*, 2x°y°, 3y, son tres términos racioniales enteros:

en “x" pero.no en "y"; observe que el Glimo término no contiene a "x"
pero, de todas formas, se considera racional entero en “x".
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A los expresiones cuyos términos son racionales enteros parg
agiguna latrag, se les llama “expresiones racionales enteras o poli-
nomios” y la forma polinomial se les da al acomodar los térmi-
nos, empezando con el de Jo potencia moyor de esta letra siguien-
do en orden descendente. Para ser practicos [e llomaremos, o la

expresién racional entera acomododa en orden descendente,
simplemente polinomio.

Ejemplos: )

1) Sax' 4+ Zbi'y — ax’y’ + 7ohy?. Polinomio en %", Se ocostumbra re-
presentar @ los polinomios con una letra may(scula y en sequido entre
paréntesis fa letra para la cual es polinomio.

- P{x): bax* 4+ 2bx’y — ax’y® + 7a®by’. Recuerde que laP y la “x” no

estén multiplicando, es s6lo una notacion, se lee p en x.

2} Ply): — awy® + 'fuzbv’ + 2bxy + 5ax'. Es la misma P por trotorse
de lo misma expresion, sélo que ahora con respecto a “y". '

Se ocostumbra representor o los contidades constantes en un pro-

blema con las primeras letras del alfabeto dejando las Gltimas sélo para
variables. ‘ ‘

En lo operacion de dividir multinomios o expresiones algebraicas es
muy conveniente el uso de polinomios, ya que, junto con la division de po-
tencias yo.vista, su uso simplifich bostente ia operacién de dividir. Las
Ssiguientes tres definiciones nos proporcionan lo terminologio adecuada

. para manejar los polinomios. .

.

1a, Definiciébn: “El grado de un término racional entero en una
letra es ol exponente de esa letra”. El primer térming del ejemplo

1 anterior es de 4o. grado en "x". El segundo términa es de ler.
grado en “y", . i

2q. Definicién: "El grado de un término racional entero en dos o
mas {etras es la suma de los exponentes de esos letras”. El se-
gundo término del ejemplo 1) anterior es de 40. grado en “x"

"y", porque "x"' tiene un tres como exponente y 'y un uno, que
suman 4, : ‘

3a. Definicion: "El grado de un polinomio en una letro es el grado
del 1er, t&rmino, es decir que el polinomio toma como grado el del

término que (o tiene mas alte”. El grado de P(x) es 4o. y el grado
“de Ply) es 30. .

~ Ahora consideraremos la division de dos polinomics én una misma le-
tra; el procedimiento es semejante al de la divisidn aritmética.

177



. Prﬂpa ra tO rl‘a E::;:gﬁlﬁ::bierta Online

abiertaonline | www.prepa-abierts.com

1, Dividase el primer término del dividendo entre el Ter. termino
del divisor. : )

2. Multipliquese el cociente obtenido, por cada término del divi~
sor y réstese el producto obtenido def dividendo.

3. Dividase el primer término del resultado de la resta parc ob-
tener el segundo término del coclente y con &l repitase la opera-
cién indlcada en ei nimero 2.

4. Contindese el proceso hasta que el resultado de lo resta seo
“cero o un polinomio de menor grado que el polinomia divisor; a
este resultado se le llama residuo de la divisién,

Ejemplos:
1) Dividase ¥ — 4y* + S5y — 2. entre y — 1
Dividendo Ply) = ¥ —4y* + 5y—2 de 3er. grado
Divisor Dy} =y—1 de ler. grado
' -3y + 2 {cociente 3
Y= +2| } PusoT)szi
Divisor y — 1 fy’—tly’ + 5y —2 ¥
—¥* + ¥ {resta) Paso 2) Y ly—1) = ¥ — ¥
—_—— esto se restin
T — 3v2
. =3y + by—2 Paso 3) —— = — Jy, 20..:

- ¥
término del cociente

3y —3dylresta) = Paso 2) — 3y {y — 1) =
— — 3y* + 3y que se resta

2y
2y—2 Paso 4} — = 2,
Y
— 2y + 2 {resta) ‘
———————  3ar. término del cociente
Ofresiduo) = 2{y—1) =2y—2

5i llamamos Cfy) ol polinomio del cociente y R al residuo, lo divisién

se podria representar como sigue:

Py} .
—— = C[y) cuundo el residuo es 0
Dy} '
¥4y +5y—2
_— =3y + 2
' v__-‘ N

2) Dividase — 6x* + Xy — 12xy* — 6F° B entre 2x — 3y
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En este caso la division se representa

P(x) o) + Reslduo Cuando R = 0
— uanao
Di{x) Dx) *
— BX° + X%y — 12xy* — By° ' — 42y
Y =—3x’-—4xy—12y’+—-———-—-v
2x — Jy 2x — 3y

— 3 — dxy — 12y '
Y v Lo multiplicacién de cada tér-

x—3y /— B + X'y — 12xy’ — By’ mino del cogiente lo hacemos
Bx’ — Ox’y como en aritmética y le cam- -

- biamos el signo poara restar.
— B’y — 12xy’ — 6y°

—6x? Bx’y — 12xy° -
= — 3x*

x — 24xy? — By

— 8y ‘ 24y — 36y°
gy ®

2x —apyt  (residuo)

— 24xy*
= — 12¢¢
2x

3} Dividose 5%° — 14x +3entre x — 2

Observemos que el polinomio en “x” del dividendo no tiene &l término
de 20. grado; para hocer la divisidn consideraremos siempre todos los tér-
minos en orc{ap descendente, escribiendo los que no contenga &l polinomio
con un coeficiente cero, ya que por ¢l postulado de identidad y teorema

de lclr‘ muitiplicacién por cero, no cambiomos en nada ef valor de 1o ex-
prasion, . T

5%* 4 10x + B (dociente}

(divisor} x —2  /5x° 4+ Ox* — 14X + 3 (dividendo) .
‘ — 5x' + 1002 . En esta ocosidén nos acerca-
mos mds a la division aritmé-

o 10%% — 14x

X e - tica, escribiendo de lo resta
. — 10 + 20x ts;lf)io los términos indispensa-
: s, ‘
10 : 6x + 3
- = 10x : —6x+12
Ef —F I -15 (residuo)
" .
B — 14X 43

‘ 15
=5+ 10x +6 + ——
xX—2 . x—2
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- PROBLEMAS PARA AUTOEVALUACION (V-14

Efectle las operaciones indicadas. Use teoremas de exponentes.

. alo + 2) ala + 21
.y (Bay? + 4xy)

1. g9, gl

2. (=2 (2
3. (Bx)

4, (2x%)

5. Ty v

6

2

Efect(e las operaciones indicadas escribiendo la respuesta en la for-
mo mas simple,

8. 2aob (3a® + 3ab — BhY

9. (3x + 2) {x + 5)

10, (t—2) {®* + 5x—3}

1. (X —2y)F

12, D0 —2y%) {1 + 29y + 4yY
13, ()=—2) {n + 3} {x + 2)

14, (" — ym)?

15. 2xy {3y — 1 — 1)

En los problemas del 16 al 20 escriba los multinomios dados en la
forma polinomial diciendo el grado del polinomio. La letra se indica en
la notacion para polinomigs. ‘ I

16, 20 + 5y — 3K’y + o' P{x)

17. 4wt — 2%y + y' — 36y Ply)
18, Iy — axy’ + 6x'y"; Py

19, Tyt — 140y + 280y — 210y, P(y)
20. 42% + 5y + 4% — 3xyz; P(z)

Efectle las siguientes divisiones de potencias, usando los teoremas

sabre exponentes. .

21 (x + )" 24 (x + y)* (x—y)?
REER - - 30 (x + ¥ — )
10m'n L 8
22, ‘ 25 (a +b]
’ 15"1:'" : ’ ) (Gb)a
2x2 L%
23, .LL).
{—3uy)*
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26.
27.

28.
28,

30,

Efectle lo divisién def muliinomio y el monomia que sa indica.

(63" — 9%y} + (3uy)
{7a’b® + 28a"b® — 21a’d® — 140°h?) <+ (Tobi

Efectie las divisicnes de polinomios gue se indican.
(¢' — 20° — 30° — g — 8) = (a + 1)

{2 + 2 + 2z + 15) + (222 —6z + 4)
P(x]

B LSIPM =30 + 1 — 15 4+ T + 9y D) = + 2x — 1
x ]
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‘Modulo 15

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al término del estudio de este médula, el alumno:

1. Operorg con focilidad uighnos productos de binomlos con coaflcientes ‘

racionales llamados "productos notables”, tales coma: cuadrado de
un binomio, cubo de un binomio, binomios conjugados.

2. . Aplicard sus conocimientos sobre “productos notables” a factoriza-
ciones que los involucren.

3. Factorizard expresiones algebraicas sencillas y valoraré la utilidad de
llegar a foctorizaciones completas. ’

ESQUEMA RESUMEN
Productos notables.

Producto de binomios conjugados.
3 Cuadrado de un binomio.

: Cubo de un binomio.

Suma o diferencia de cubos..

Factorizacion.

Factor comin,
_ Diferencia de cuodrodos.
“Trinomios.
Suma y diferencio de cubos.
Factorizacidn por agrupacién.
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Productes notables

En los multiplicaciones de las expresiones algebraicas, algunas se repiten
con mucha frecuencic y otras, ounque no iguales, pueden tomar lo misma

“forma de ellas, de modo que los productos que resultan se repiten cons-

tantemente. Es por esta rozén que a esos productos los llamamos PRO-
DUCTOS NOTABLES y su memorizacidn nos permite encontrar los produc-
tos efectuando los multiplicaciones mentalmente. “Las letras usodas en
las férmulas nos representan a cuglquier expresion algebraica y su presen-
tacién en esta forma es solo para focilitar su memorizacién™. El alumno
debe comprobar las férmulas efectuando las multiplicaciones.

Multiplicacién por inspeccion.
) /acxszd\
(@ 4 b} &% + d) = acx’ + (be + ad)x + bd

bex
adx

(be + ad} x

Dos binomios con términos semejantes se pueden multiplicar usando -
s6lo los coeficientes, lo que en io mayorio de los casos puede hacerse
mentulmente. ‘

términos semejontes

] a TN
Eiemplo a) (Wu-— 5}

términos semejontes
60, — 13
(20 +,3) (3a—3) = 60" + (9— 10} a—15

N

&

, = 2% —6a°h?
‘Ejemplob)  {(—x + 2ab} (2x — 3ab) = — 2x* 4+ 7abx— 6a’k’
N, -
4abx
3abx
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Diferencia de cuadrodos. {a+-bjla—b) = —b*

‘ Este producto de dos binomios es el Gnico case en que no resulta un
{rinomio. A los foctores que sélo difieren en un signo se les lloma BING-
MIOS CONJUGADOS. '

Ejemplo a} (2x + 5) (2x — 5} = (2x)*— [6)® = 4x* — 25

Ejemplo b} {a+b + 3){o + b—3} Este, aungue no es producto de bi-
nomios, su producto puede conse-
guirse ddndole esa forma median-

te el postulado asociativo,
(lo+b) +3[[la+b)—3 ={a+bf— (3 ={a4b*—8

Cuadradoe de un binomio o trinomio cuadrado perfecto
{a + by =d* + 2ab 4+ b*

Con el doble signo consideramos las dos posibilidades en un binomia
y los signos en el preducto se corresponden, con los del factor, al positivo

en el factor, le corresponde el positivo en el producto, por lo que estdn '

ascritos en el mismo orden de arribo abaijo.

(% + yF=23¢ + 2y + y°
Ejempio b) (20 — 3)°= {2a)* — 2 {2a} (3} + (3)*
—40° — 120 + 8

Cubo de un binomio. (a4 + by = @ 1 3a®b + 3ab® + b

Ejemplo a) (2 + yP= (2%} + 3 (2x)*y + 3 (2x)y* + ¥
=8C + 120y + Oy’ + v .

Ejemplo b) {0 ~ 3b)*= o’ — 3 (a)* (3b) + 3{a) {3b} — (3b)°
= o' — 9a’b + 27ab? — 27b° o

Suma o diferencia de cubos, {a + b} (&8 F ab + b%) = o° 4 b
Ejemplog) (-3 4+ WM+ P = — (3P =x0—27 ™
Eiemplob) (a+2)(a*—2a +4)=a + (2P =0q" + 8

Atencion: El segundo factor de este producto es muy parecido al tri-
~nomio cuodrado perfecto. Cuidese de no confundirlos.

Factorizacion

En lu primero unidad definimos lo que es un ndmero compuesto ¥ un ni-
mero primo, y al proceso de descomponer un nidmero en sus factores pri-
mos lo llomamos factorizocion .completa de los nitmeros enterds. Las ex-
presiones algebroicas nos representan niimeros reales y si invertimos el
proceso de encontrar un producto, que vimos en el tema anterjor, estare-
mos factorizando las expresiones algebraicas, pero como en las expresio-
nes algebraicos tenemos literales no podemos determinar los factores pri-
mos de los nmeros que representan, ya que ni sigulera sabemos si son
numeros enteros, por lo gue en el futuro y hasto que se diga otra cosa
consideraremos que las literales son nidmeros enteros, :
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Factorizamos completamente cuando Hegamaos a una expresion
&n que cualquier factorizgcidn posterior produce nomeros frac-
cionarios. : :

Ejemplo: 2x + 6y = 2 (x + 3y) distributivo. ’
Si se factoriza usando el 3 desconociendo el nimero represenlodo por x

1 . .
quedaria 2 + 3 (3 ¥ + y), interviene una fraccién por o gue la factoriza-

cion ya era completa. ‘

No existen formulos para lo foctorizacion, pero siendo el proceso in-
verse de lo multiplicacién, la experiencio en lo aplicacion de las térmutas
recién vistas nos permitird reconocer cuando una expresion aigebraica es
el producto resultante de factores conocidos, Es sumamente importante lo
practica intensa para domingr este procesa tan importante,

Factor comin

Ejemplo 1} Descompéngase en factores 2ax’ — 4ay® + 8o

El polinomio tiene un factor comdn en todos sus términos (2a). Aplicando
el distributivo;

201" — day® + 8ax = (Za)x® — (2a}2y* + {2a)dax = 2g(x* — 2y* + dox)
Eiemplo 2) 4 + Bx

Esta expresion tiene un factor comin {4x} y puede escribirse como

{d)x + 4x{2) = dnin + 2)

“Ejemplo 3} afx + 2y) — 3(x + 2y)

Un factor .comin, {x + 2y), estd distribuldo
afx + 2y) — 3{x + 2y) = + 2y} {a — 3)

Diferencio de cuadrados
Ejemplo 4] 4¥° — 9y

Esta expresion puede reconocerse como una diferencia de cuadrados
{24)* — {3y} producto de binomios conjugados.

X7 - 9y = (2n)° — (3y) = (2¢ + Jy) (2% — 3y}

Eiemplo 5) 27aw’ — 75¢°
Reconocemaos un factor distribuido en esta expresion,

" (30} 27ax* — 750 = {3a) (9%*) — (3a) {250°) = 3a {9x* — 250%)

El 20. factor puede reconocerse come una diferencia de cuodrodos |
(3} - (5a)?, por lo que puede seguirse factorizando. -
3a (9 — 25a*} = 3a [{3x)* — (5a)?]) = 3a (3% + 50u) (3% — 50

Trinomios

Ejemplo 6) x* — 8¢ — 20

Los trinomios son generalmente. producto de dos binomios con térmi-
nos semefantes y su multiplicacion puede hacerse por inspeccién. En este
caso, con el 1 como coeficiente de 12, la factorizacion se concreta a buscor

dos factores cuyo producto seq — 20 y la surma — 8; eacontramas que — 10
¥y 4+ 2 cumplen. '
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_ W—B—20= x '?1 (:j_ (x— 191){3( + 2)
7 X kﬂ}x/‘
TN 2%

—Bx —8x

Ejemplo 7) 12%* 4+ Txy — 10y°

Este trinomio puede descomponerse por aproximacidn sucesiva o tan-
leo para encontrar los foctores de 12 y — 10 cuyos productos inferiores
de to multipticocién por Inspecc:bn nos suman + 7. .

acx® = 12%¢ bdy* = —10y° .

fox + by) (ex + dy} .

( ac =12
bexy — bd = —10
adxy. {ac + be) =7

{od + be) xy = Txy

" Es el problema mds dificit de los vistos haosta aqui y sblo el desurroﬂo
de la intuicién q truves de lao experiencia nos puede facilitar las soiuciones

factores de 12:4 - 3,6 - 2, -

factores de 10: 5 - 2, - " circulos y los acomodamos de modo
que se formen dos binomios, uno so-

2 X = — 10xy " bre otro, con los combinaciones que
x * dan los factores. Los signos para ob-
12xy tener — 10 deben ser opuesios, pero

Escogemos primero los factores en

+ 7
M—12 =2
—10+12=2

7 da + 7 es, + 15y — 8, luego los bi-
2y = — Bxy ' nomios deben ser (4x 4-5y) y (3x ~2y)
e — . 1202+ 7xy— 10y* = (4x + By} {3x — 2y)

- A+ Nhy =+ 15)(\; - : La combinacion de 15 y 8 que nos
D |

Ty

Ejemplo 8! 6x* 4+ Tx%y* — 3y

factoresde 6:6-1,2 - 3
foctores de 3: 3 - 1§
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. ninguna combancmn puede sumar -

Bxt By = Iy L os factores de 3 deben tener signos

. opuestos, ninguna combinacién nos
12 1 -y = Bxly? dard + 7

— —3+6=33—6=—3

6 — 1 ] -fv* tompoco obtendremos con estos nd-

meros el + 7
Iyt = 18y
2 ¥ = szy’ para obtener + J necesitomos + 9
. y — 2 luego los binomios ser@n
w1y = 2wy a {2x? + 3y y (3% —¥)

6x' 4+ Ty — 3y = (2% 4 3¥7) (3 — )

Ejemplo 9) 9x* — 48x + 64

Este trinomio podria-ser el cuadrado de un b!nomio ya que + 9x*y
+ 64 son los cuodrados exactos de 3x y 8. Lo Unico que debemos compro-
bar es que 48x seo el doble producto de 3X y B. {3x) (8) =24x, (24x)- 2 = 48x.
Ox* — 48x + 64 = (3x — B)® »
(3x} (8)

Cuando un irinomio es el cuadrade de un binomio le Hlamamos TRI-
NOMIO CUADRADO PERFECTO.

Suma y diferencio de cubos

Ejemplo 10) 8y* + 1

Esta expresion es una suma de cubos (2y)° + {1
8y* + 1 = {2y)* + (1)® operacién mental
= {2y + 1) [{(2y)* — (2y) (1} + (1)*] operocitn menta
= {2y + 1) (4 —2y + 1)

Ejemplo 1_1) o — 27 .Diferenciu de cubos

o’ — 27 = o — (3] mental :
= {a—3) [a® + (a} {3} + ({3}}] mental
= (a—3){0* + 3a + §)

Foctorizacion por agrupacion

Ejemplo 12) ax — ay — bx .+ by

Esta expresion con cuatro términos no lo podemos factorizar en dos
binomios con términos semejantes; el procedimiento @ seguir es aphcar
primero el postulado asociativo entre fos términos que a nuestro |uncm
puedan factorizarse, y donde den con su factorizacién. un factor comin
que nos permita lograr ia factorizacién completa. Recuerde los ejercicios
16 a 20 del comunto - 1
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{ax — ay} — (bX — by} (ux_ — by} - {ay — by)

apt — v} — blx ~ v}

"'\

factor coman factor comin
(@ -—b) x—y (a— b} (x —y)

Recordemos que cuando la facterizacion es completa los factores son
siempre los mismos, no importa en qué orden hayamos factorizado.

Eijemplo 13) 4*— 12ny + 9y + 4x — By — 3 -
{4w®— 120y + 9Y") + (x4~ By} —3
(2% — 3y} + 2(2_){ — 3y} —3

Esta factorizocién no es completa, ya que tenemos unas sumas de

. Productos, pero el polinomio tiene la forma del polinomio ¥ + (b + dx +

+ bd que es el producto de {x 4+ b) {x + d) por lo que se puede factorizar
lo expresion anterior tomando a:bd = —3 b+ d =2 x = 2x — 3y
dedondeb=3yd=-—1

(x + b} {x +d)

f{2n—3y) + 3] {{2x —3y) —1]
(2%-—3y + 3} (Px—3y— 1)
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. PPROBLEMAS PARA AUTOEVALUACION IV-15

En los siguientes problemas encuentre e producto mentalmente. Use
las férmulas vistas y postulado distributivo.

. —2a(30—403) 11, (2x + 5 :
o= 2ay) (— 303y} - 12. (x—2y—2z)? Indicacién: Use

. —0°b* {o" — BbY) B H—1E+x+1 postulado asociativo
k=3 k—T7) M. Y+ TY—2)

{a + b} (c + d) 15, {2m—n + 3)°

=y (X +y) 16. (5% — 3y)?

- {y—8) {y 4 3} 17. (2% + 3y

(x—2} (x 4 5} 18. (X + 3y + 22— 4w) (x + 3y — 2z + 4w)

. ie—2y) + 42 19. {4k — 2y —3z + 3w} {4x -+ 2y + 32 + 3w)

1 2
20. (‘2—’( + E-VF
10. [2{x— 3y) + 5] [3(x — 3y} — 2]

OO0~ O Q) N -

Sugerencia: Para memorizar los férmulas, utifice su significade y no
las letras con que se presenta, pues éstas combian en los problemas.

Ejemplo: .
. fa +.bP =0+ 2ab + b’
El cuadrado en un binomio es igudl ol cuadrado del primer término,

mas el doble del producto- del primer término por el segundo, mds el-cua-
drado del segundo término. )

Procure user sus propias palabras.

Factorice completamente ‘ :
21. 3 —9x 36. a®b*-—qgb—20

22. ¥+ 4y 3. M+ Y —T(x+y) + 10

23, o' +-a? : 38. 64 + 144k 4 81k?

24, 9—& : 39, 3 —158 + 12t ‘

25, 225¢' — 64b? 40. 5 —f{a + b)?

26. 3y (2x + 5)—4dx (2x + B} 41, W —dxi{o+b) + 4 (g + b)?
27. ¥ —9 ‘ 42, ®— 178" + 16

28, ¥—g° 43. ox—ay —hby 4 bx

.29, 1691 — 225y 44, 2u—6—ab? 4 3?

.30. P—>5t—68 45, w'— 10 + 9

31, ¥—5x-—14 ' 46, 78— 42t 4 63

-3, 42— ARy + 2 —y—2

33. 8x™ + 21y™ 48, 2(x + 2 {x—3) + 3(x + 2) x—3)
3. w¥—8x 416 48, ¥ + 2y + ¥ — 20 4 22w — w?
35. e —30ky + 45y - 50, X —TW—8
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Médulo 18

OBJETIVOS ESPECIFICOS
Al estudiar este médulo, el alumno:

1. Efectuard las cuotro operacionss fundamentales con expresiones al-
gebraicos fraccionarias.

2. Aplicaré sus conocimientos anteriores para simplificar expresiones
ulgebraicos dadas hosta transformarias en irreductibles. '

3, Expresard .en lenguaje simbodlico matematico, proposiciones y situa-

ciones problemdticas en lenguaje comdan. o .

ESQUEMA RESUMEN
Simplificacién de fracciones. '

Suma de fracciones.

Minima comin maltiplo.

Muitipticacion y divisién de fracciones.
‘Simplificacién de fracciones complejas.
-Ejemplos. C
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Simpllficacién de fracclones

En sl mansjo de las fracciones es convenlente tener presenie el teorema

X X2
3-19 — = — (y, z == 0) puss nos permite:
Y Yz .

: ‘ Xz X
1er. Caso. Aplicodo de derecha a izquierda — = — simplificar las
X

. . . y v
fracciones, es decir, reducirlos a términos més simples, simplificando un

factor repetido en el numerador y denominador.

Ejemplos:
g B2 @ 98 9

48 24-2 24 8.3 8
b) ¥—4 :{x-}-z}(x—E] =x—2_
- B 4 12K Bx {x + 2) X
o X¥—6x+8 {(x —3)? ;_x—'a

X —9 T x+3)(x—3) x+3

20. Caso. El teorema aplicado tal como estd nos permite modificar una

“fraccidn modificendo sus términos a nuestra conveniencia.

X Xz '
(—=-—-,y,z-,é0}
y ¥z

Ejemplos:

9 ' : :
‘a) —g hagamos gue su denominador sea 48

9-6 54
B-6 48

» .
3hugumos que su denominador sea (2e — 3} {a + 1)

B4+1 Bat+l{a+1)
gg—a__ (2a—3) (a + 1)
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c) hagamos que su denominador sea x* — 4 -

K —
2x 26 x4+ 2) B 21 + 4x

X—2 (=2 (x+2 w—4

Aungue lus operuciones efectuadas en los ejemplos anteriores son
sencillas, es muy facil confundirnos en ia aplicacion del teorema 3-19.

Ejemplos:
3 3+7 10
o)) + R = 3 Incorrecto. —_— =
3, 7
Z — Bx
b -)—\————-'_g = —6) [ncorrecto.
. ¥—8
B—6 + 9 (x— 3 H—3
= = LCorrecto.
we—39 M+3) 3 n+3
“yp2 Gi ﬂz MZ + uz
g bl = — Incorrecto. ———— No tiene simplificacion
W + b2 B e + b?
. , S HZ X
£l teorema justifica la simplificacion de factores dnicaments, {— = —}

) vz y
debemos insistir en el hecho de que esos factares lo son‘de toda la expre-
sién; de todo e! numerador y todo el denominador y no s6lo factores en un
término de la expresion, : : : o

Ejemplo:
WeE—20 w20 ' ‘
a) T = — ilncorrecto! pues el 4 del numeradgr multi-
i plica séio ax?,
(x5 M '

b} ——————=— = x Correcto, pues (x-5) y 4 son factores del
4(x5-5) % ,

numerador y denominador a la vez.
Suma de fracciones

La suma olgebraica de dos o mds fracciones con el mismo denominador
€s-una fraccion con este denominador comin y la suma de todos fos nu-
meradores como numerador. El teorema 4-5 nos'sefiola y justifica la ope-
. 4a+b a b : .
racion | = — +"—, si de acuerdo a lg propiedad de simetria de la
¢ c . _
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. " a b a+b
igualdad (@ = b —=» = a} lo escribimos come — - — =
. c I
Ejemplos: ,
)5 7 B5+7 12 2.8 &
a — — e i ———
2a Ca 2a 20 2.0 @
2%° 5 3x 2% 4 5 -—3x 2 —3x 4+ 5
b) -+ - —_— = =
X—4 x—4 x—4 x—4 %— 4

N Con frecue_nciu nos encontramos factores o denominadores que sélo
difieren en el signo por lo que un cambio en la posicion del signo (Proble-
ma 2 de Ill-12) en la fraccion nos presenta el mismo denominador.

Ejemplo:
M—2y 2x—y
5x—3 = 3—Bx
3k -2y 22—y
= + Teoremo 3-144 —(a + bl = —a—b
Sn—3 — [—3 + bx)
H—2y —(D—y) &6 —a
= : [ = —} y Conmutativa
5k —3 50—3 —b b :
_ {3 —=2y) — (21 —y)
‘ Sx-—3
_E—2y—2x+y
B x—3
r—y
B By — 3

_ Para determinar la suma de dos o mds fracciones con diferentes deno-
mmodoreg debemos cambior los fracciones por olras equivalentes y con
un denon"\mudor comin, preferentemente el minimo para que el resuitado
sea lo mas simple posible, al que ilamaremos el Minimo. Comun Maltiplo
(MCMY}; para efectuar esto utilizamos el 20. caso visto al principlar este
tema para modificar los términos de las fracciones. ' :

. El Minimo Comtin Mitiplo {MCM) de un conjunto de nlimeros o expre-,
siones_ ulgebrmcqs lo encontramos con el siguiente procedimiento:

1. Factorice totalmente todos [0s-niimeros y expresiones.
2. Forme un producto con coda uno de los factores positivos diferentes,
. escogliendo el que tenga el exponente més grande.’
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Ejemplos: | - -

a) MCM de 75, 15, 36, 6

75 =53 Factores positivos diferentes 5, 3, 2, escogemos cada '

H=53 uno de ellos con el exponente mds grande que ten-
B/=F-2 gan MCM =5 -3 - 2" = 900
6=3:2

b) MCM de 6x — 12, 16 — 4%, x* + 4x + 4 ) )
Bx—12 =6[x—2)=2-3x—2) Foctores positivos diferen-
16— 4% = 4(4 —x3) = 22— X} {2 + X) tes 2, 3,(x—2) y (x + 2k
W4+ am+4=[(x+2P (2 — x) es el factor nego-

. tivo de (x —2) que vya fue
considerado y sélo se tomao
una vez coda factor

MCM =2 -l3(x—2) x + 2 = 12{x— 2} {x + 2)°

' ‘ a 9a 15
Ejemplo a) Sumar aigebraicamente -é-nb + P — ;; necesitamos cam-

biar las fracciones por otras equivalentes con un comin denominador que
serd el MCM de 3b, 2b,b; MCM =2 -3+ b
a-2 +9u-3 15.2-3
3b-2 -3 b-2-3
2 27a 90 . 2a+27a—890 28a—90

B - 6b. 6 - 6b &b

. Elemplo b)

44—5 —B8x+5 ' :
EL MCM de 2x — 3, 7{2x - 3} es 7(2)(‘— 3)

[8x—5)7 —8x+5 (28x—35) + (—Bx + 5)'_
2x—3)7  7{2x—3) = 7(2x — 3} -
20x—30  10{x—3) 10
Tex—3 - Tex—3 7

El praocedimiento se puede concretar en el siguiente ejemplo c)

Ejemplo ¢)
3x ‘2

‘ x’-—-a-j- X—5+6 . ‘
{x+2) (x—2) . (x—2)(x—3) Denominadores factorizados

MCM = (x + 2} (x — 2} x —3)
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Tx—2) (k—3) (X + 2)

3x (x—3)
T+ 2) (x—2) (x—3)
2+ 2

Denominador comin

3 I (x—3)—2(x +2
T+ 2) (x—2) (x—3)
_ {3 — 9x} — (2 + 4)
ok +2) x—2) (x—3)

Suma de ios numeradores

Multiplicacién en el numerador

I —11x-—4
= : Suma de numeradores .
(x +2) (x—2) {x — 3)
(3 + 1) (u—4) Numerador resultante factorizado parg
= ver o posibilided de reducir mas la frac-
x+2)x—2) (x—3) cién.
Ejemplo d) ‘
3x ' 5x? 2
2 -+ + .
X¥—M+ 4 3(n* — 4) 2w —x—=6 Denominadores

x—2) Ax+2)(x—2) - (2x+3{x—2) factorizados
 MCM = 3{x — 2" [x + 2) {2x + 3) .

3K 3% +2) (2% +3)
(% — 2)? 3(x + 2) (2% + 3)

5t (x — 2) (2% 4 3)
3(x + 2) (x — 2) x — 2) {2x + 3)

2-3k—-2x+2)
(2)(:{- 3) (x-—2}3(x;~2) (x +2)

Ox{x + '2). (2% = 3) 5% (x — 2} (2x + 3) + B(x — 2) {x + 2)

Denominador comin

— i Suma de
- B — 27 (% +2) (2% + 3) ] _ fracciones.
{18% + 63%° + 54%) + {100 — 5x° — 30x%) + (6%* — 24} .
= — — - Sumia de
Ax— 2P (x+2) (20 +3) - numeradores,
S . multiplicando

y reduciendo
términos  se-
mejantes.
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10 + 136 + 30 4+ 54x — 24
= T 3= 2F (X + 2} (2% + 3)

Multiplicacion y division de fracciones

La multiplicaclén de dos o mds fracciones es una aplicacién directa del

oz Xz
teoremg 318 (— + — = — ¥, W = 0}
y w yw
Eiempl 34 39 34-39
m a) - ——
femplo o) 65 85 65-85

Anmtes de efectuar las multiplicociones en numerador y denominadeor,
obteniendo nimeros y expresiones muy grandes, es conveniente factorizar

totolmente cada factor, indicar los productos y simplificar
34-39__ (17-2}{13-3)_6 '
65-85  (13-5)(17-5 25

‘Ei'emplo b}
I Gy 3. by 3. 5x 15x
T T
Ejemplo ¢} . ‘ '
x—9 5x + 20 [x + 3} it — 3] [5{x + 4)]

WK —4 X4k +3 (3 — 1)+ 4] [~ ) (1]
_ 5ix + 3) _ bt 4+ 15 _
o= 1) (x—1) 38— 4K+ 1

Para la division de dos fracciones aplicamos el teorema de la divisién

q. 1 1 b
{— = a-—) y el tecrema 3-21- (—— = —) Ejemplos:
b b a/b @ .
. -3 :
Ejemplo a) —_]-T—_—--—-z =} —

==.— . ' Teorema 3-21
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Teorema de la divisién

Efemplo b) .
- B ) 8 6 & {2 - 3} (3% 3 27 | Siempre simplifica
?TE:—._B—: 712 ZT-EE:-Z_B todo o posible
Ejemplo ¢) '-
X¥—y Xty ¥-y  x (X +y) (x—y)-x _
K-y X Ry X+y K-y €Y+ ¥ x+y
X ' '
- 4 ny + ¥
Eiemplo d)
X¥—9 -3y (x—3y)(+8y)  x{x~3y
3ox + Gay T +-ay - 3aix + 2y) N atx +y)
—3y) (t+3y)  alx4yl  Ix—3y)(x+3y)ix+yla
3a(x +2y)  xX—3y)  3a(x + 2y XX - 3y]
e+ 3y) (x + v}
- 3x{x + 2y)

Simplificacién de fracciones complejos

A una fraccidn que contiene en su numerador o en su denominador, o en -
ambos, mas fracciones, le llamaomos uno fraccién ¢ompleja.

3 2 -1

Ejfemplos: - 1+~ H o —
4 3 X

- ) 1’ +1

- —_— X —

5 .2 _ X

_ Este tipo de fraccién debe simplificarse a una fraccién con enteros o
polinomios en su numerador y denominador, antes de poder efectuar
operaciones con ello. Veremos dos métodos para reducir los fracciones

complejas y la aplicacién de cualguiera de ellos nos la dictard lo expe-
riencia.

Método 1. ' —-  Consiste en efectuar las operaciones de suma en

% numerador y denominador hasta tener la division

- de dos fracciones a la que le aplicamos &l pro-
X414~ cedimiento ya visto. .
¥
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Ko ‘ :
X X =1 X Xx—=-1+x+1-x
—1 . = = X—
Ax + 1)+ 1 X xx + 1) +1 X(¥ + x + 1)
X

Método 2. Consiste en usar como factor el MCM de todos los denomina-
. . .
—. {y, 25 0} vy dis-

X .
dores en la expresion aplicando el teorema 3-19 — =

y ¥z
tribuir ese factor, MCM = x.

1

{xF — —x _
X xX—1 =N +x+1) :
1 - ¥+ x+1 -
X+1+—1x X +x+1 ( }
A
Ejemplo:
1 1
E z
1 1 1
— e —— .+. —
Vz’ 2z 42
Método 1
zf + 8 .
8z’ 2 +8 4z
422 +20 BF A4—247
47° ’ )
{24 2) (2 —2z + 4} 47
B 2.4 (z2—2z + 4)
_z+2
T2
Método 2
MCM = 82® -

1 1
=+ —)87° .
(8+z’) '+ 8 (Z+2](Zz—22+4) z+2'

1 amu+w L Nr—2248) 2
(________'___)823 ) . S
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14.
15.
16.
17.
18.

_ Efectde lus sumas algebraicas de las fracciones gue se indican,

19

' PROELEMAS PABA AUTOEVALUACION IV-16

Conteste sl lo proposicién es correcta o incorrecta.

f_f_o Fla+h) a+b
C—g C+ng x4y
7ﬁ+1_1 péx—ay _ x—ay
1+ /dhxz ul? x_uayz

X~ ay o

T ay) Aoyl x+ay

Reducir a términos mas simples las siguientes expresiones:

28 9 oK — @’y
' & o — ay?
143 Py —6
il 0. 422
195 _ : Y +2y—15
187 11 19X — 24 — 2%¢
- "R+ x—20
X+ 2X _ ‘ x— 36
- 12. -
NE— g , ' ®»®—216
2%t — 14x + 20 -
13—

X — 2%2 — &

- En los siguientes problemas determine el MCM.

121, 143

Qubc 15a°bc?, 6a°, be?

45%° {x + wzm—wsavw_w
¥+ Ve — s 4 20y 4+ ¥ .
a — 3b; o — 9%, o — 6Gab + 8b?

2 5 3

"8 6 10
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=11 ‘ 5 7 K —X Simpiitique las siguientes fractiones complejas por ambos métodos.
20 E’_ . 27, + Indicacion — = — ~
Tox oy #—3 3-—u —y Y . a b 2 X
—7) 2x{dx + 37 45 B i 3 b a ' w4
21 3(ox 7)_ (Ax + 37) 28. - — 40, 41, 42, ———
T+ 77 x + 77 W+TH+1M0 W+ m+6 1+2 & b X+ 2+ 4
2+3 4dn—7 t—6 . 2t t+1 . ) 4 3 b? a ‘
22. — B o Tv—n+e m—a | -
6 9 - En los siguientes problemos utilice el método que juzgue mds conve-
X+1 %43 1 X 1 niente para reducir lo fraccién compleja. '
23. — 30. — + -— ,
X4 2 X 7 by —-1 1—x Ti—x X v 1 9
; ¥ Indicacion: o i T —
4. X + ¥+ o Xty gg. LY XHY 44 29— — 5 X2 X1
; x—y Considera _ : X y 4 2 3
: : : : o + — a—— : —
. 6 : @+ 4 7 a—5 _ - . XK+ y K- a H—3 x—2
— _ at. -+ — R : ' .
25. %+ " 0'—27 3—a a+3a4+89 46. Expresar en lenguaje simbélico matematics las situaciones dadas en
i1 tenguoje comdn y que se dan o continuacidn:
H-—0 2y X _
26. B + X+ 7 . ¥+y —ay+ ¥ a) El doble de un nimero es 25.
Efectuar las operaciones indicadas, b} La suma de dos nimeros es 36.
; 7 93 c) El producto de dos nimeros es 120.
E 33. 25 35 d) El cociente de dos nimeros es 101.
i : _ '
ng ” 4 18 e) El cociente de dos nimeros es 15 v el resto o residuo es 3.
i ST T |
7oA : f) El cinco por ciento de una contided es igual o los dos terceras
(5 9 ) 7 partes de otra. :
T e e I -
16 64/ 15 g). El cuadrado de un nimero mas el doble de él es igual o un medio
So®  18xy? de otra.
B — - — :
10by 15ab h} Calculor el largo y el ancho de un rectdngulo cuya superficie es
I—5 x4 3 3200 m? y sabiendo que el largo es el doble del ancho. :
37. -+ .
Tny 14%°
a—b - b ea—b
38, . ;
- la—bYE  a*+b ab4+ B
H— X Ly Ay
1 X+ 2y CX—2y
Eﬁ% 300 201
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- ., RESUMEN

Yo deciamos enla unidad anterior, de la necesidad de comprender el
significedo de fo terminologio y de fos simbolos, con objsto de poderios
aplicar en ios diferentes situaciones de la realidad, sin restor importancia

o lo "mecanizacion” de olgunos operaciones. Es en esta unidad en donde
completomos lo terminclogia algebraica pora estoblecer los fundementos -

de las cuctro operacicnes entre las expresiones algebraicas, iniciendo gsi
un cierto grodo de “mecanizacion”; es responsabilidad del alumne efec-
tuar los ejercicios suficientes para desarroilar lo hobilidod que le parmita
concentrar sus mejores esfuerzos en el planteo de problemaos y en la apli-

- cacion efectiva de lo teoria asimilodo, més que en el desarrollo de las
operaciones. : :

Los términos aqui introducidos son:
Expresion uigebmicﬁ
Término

Coeficiente .

“Términos semejantes
Potencia

Base de lo potencio
Exponente

Po!inqmio

Minimo comuin matiplo

Fraceidn complejo

202

Paneles de Verificacion

CONJUNTO DE PROBLEMAS IV-13

-1, —2, —1, =7 _
x— 2y + W) — 2y = k—2y—3x— 2y para x: {1 = 3)x
: B - = — 22X — 4y -pora y: {(— 2 = 2y

1. Cuatro, 4X°, 2xy,.— ¥, 5
2. Dos. 4x, —[{Z + x)—3]
3. Uno. {4x + 2) {2x—3)
4, Tres. §, 3a, (5o —b) -
5 12, —8,—7.4

6.2 —3 4 -1

7.

8.

3x — 2y + 4x + By

9. 3x— {2y —4x) + 6y
- - x +4y

10, (2x—3y} + [y —aw) — (w—3x} =2x—3y + y — 4w —w + 3X
-7 = 5x — 2y — 5w

— Ay — (2y — 3x)] + 4y = 3x — (2% + 3y — 2y + 3x) + 4y
1 =l 3y — ¢ v:3x-—-2x—3y+2v—3x+dv
. ' =—2x + 3y

. 9x— (2y — 3X) — [y — {2y — X)) — [2y + {4x—3y)] =
12. 9x— {2y x? =[y9x.—2v+3x—(V—2V+X}—[2V+4"_3W,_

—Ox— 2y +X—y + 2y —X —2y—4x + 3y
=T :

En el siguienfe problema identificamos con rayos d log términos se-
mejantes y eliminamos {postulado de identidad para la suma), aquellos con
coeficiente cero. .

| : LB =2 e — X+ & —
13, {— 20 + 7@ — x} + (4 — 8¢ + x — 6) 2+ 7 et
=2¢ - —8

14. [{2a—b) + {2a—c}] + (~4a +b+¢)=20—b+2o—c— 4a +

) +b+c
:‘Ol ’

15. dg—la— {20 + B)] = 4o —(a—2a—b] =da—a +2a +b

=50+4+b
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16,
17.
18.
18,
20.

~on b el =

10.

1.

12.

. 2ab {3a® 4+ 3ab — 5b%) = 2ab (3¢°) + 2ab (3ab) 4 2ab (— 5b%)

CBX 2 x4+ 5) =3 + 17x + 10
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b} 2x*—3y* —{—4x + 3y + 1)
b) ¥ —2y* — (% + 3y + 5}

b) x +y—(x* + 4— 3y?)

b} 1 — {— rs — 2rs* — &’

b} ®' =&y — (= By + Axy'—y')

a) 20— 3y + (A — 3y — 1)
) ¥ —2y* + (—x— 3y —5)

a) X 4y (=3 —4 + 3y

a) P+ {r's + 2rs* + 8

a) ¥ — %y + By — any*+y')

CONJUNTO DE PROBLEMAS V-14

VIJ . VH — l:l+1l — i

(2 (2 = (— 2+ = (—2)' = — 128

{5%)* = §5' - x* = 625 ,

t2x2)ﬂ — 2] . IXE}J - BRE.J o Bxii

SXV(XEVJ} — 3x1+2 i vl-i.-J — axivl'

ala 4+ 2F-o' la+ 2= a't*{a + 2+ = a'{a 4 2)*

Ax'y? {Bry? + By} = Ay (Buy?) + Dy (4dy)
= 4 . Byi+t. \(?+z + 4 . 4y+? -VE-H
= 200y + 160°y?

= 6a’b + 6a’b* — 10ab’ Teorema 3-12

x4 2
x+5

3¢ 4 2x
15% 4+ 10 *

I+ 172 + 10

=2+ —3) =+ —1 + 6 W4 B —3
. ¥—72 .
- K B — 3
— 2 —1M + 6

W B — 13w 46

(k— 2y = (x— 2y} (X—2y) = ¥ — dxy + 4y x—2y

X—2y
o — 2y
—2uy + 4y

’ % — dny -+ 4y°
(32— 2y (' + 21%y + Ay =" — By .
: x4 200y + Ayt
e — zvz :
K4 20+ Sty :
Ce— 2Ky — Ay By

Ho . - Bva

204

i

v

13, (X—2) [+ 3) (X + 2) = ¥ + 3 — dx — 12

Xx—2 ¥+ x—6
"+ 3 X 2
X —2x * o ¥ — Bx
I —8 2% 4 20— 12
¥+ Hx—6 ¥ 4 3K — AK — 12
T4 e —y) = (00— ) (00— y") (27— ")
) = ¥ — SHEnV" + 3xnv2n _ v:n K — 2RS4y
n n K v"
—y
K" — vﬂ H]n _ Ex'anvn + N."V?"
xgn . Kn i — x?nvu + Exnvna — v:\_;.

xun —_ Sx?nvn + anvhn _ van
xﬂn — 2xnyn + vzn

15, 2ky By —x— 1P =2y (y—x— N By —x—1) =
= 180y’ — 120°y — 120" + 29%y -+ 4y + 2uy

3y — K= G#y?— 2wy — 21y
2ny Iy—x—1

Bry* — 2y — 2xy

18ky* — B’y — Bny’
— Ox’y? + 2x'y + 2’y
- — ony? . 2%y + 2y

Tary* — 128y — 12xy° + 2x'y + 4%y + 2xy

NOTA: En este problema {2xy) no se puede distribuir hasta gue se elimine |
lo potencia. .

16. Piu): o’%* — 3%’y 4 2ax + 5y*. Tercer grado

17. Ply): y'— 3wy — 2¢% + 4x*. Tercer grado

18. Pix}): Bxy' + 3y — dxy?. Cuarto grado _

18, Ply]: — 210y" + 28x°y* — 14x%y* + 7x°y%. Sexto grado
20. P(z): 42 + 42 — 3xyz + Sy. Tercer grado

)
P — T = (o ) = (x )
{x +y) ,
o9 10m™n 5 -2m%H  om
" 15m'n B.34 3

() 2wy 2w Haa‘y : b
: = = =— X" Teorema 3-12 {—aqa} {—Db} =
(—3xy) (=38 81x' 81 —abparo (— 3‘).. ) (=l
' 16
= — ¥

81
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25.

286.

21;

28.

29.

Disponible an
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28 + P (X—yF _B-A+yP? A +y) -

0K +YF(x—y)* B8 x—yf T sx—y) |
fo+b)* (a+bl* Los potencias no tienen lo misma base, {a + b)

(b} @b’ ponentes.
6x* — Oyt 6x” ox* 2x?
X y = — y = —— 3x3_
3xy 3xy 3xy y
7a’h? 4 2Ba*h°® — 21a’b" — 14a’h?

7% T
7a’ - 28¢°d*  210'd*  14g'b?

+ —— -
R T
=1+ 4a°b’ — 3a'd* ~ 20%b

o — 3a? + Oa — 4 Cociente -
a+1/a"—2a° - 3¢ — 40 — 8

‘Como el primer término de
cada resta siempre es cero,
pruebe omitiéndolo para

- : simplificar mds la operacion
— 3a® — 30¢

+ 3¢

O0a® — 4a.
Oa
—4a — B
4
‘ — 4 Residuo
o' — 26° - 30— 4a — 8 : 4
i =0 -3¢~ 4 —:
o+t . a1

Observamos que al dividendo le hace ‘falta el término de lg potencfu

dos, por lo que se agrega con coeficiente cero;

1

?zz+22+5 Cociente z 1.2 1 .

- ' z? 2 2
22 —62+4 [B+ 7+ 02+ 22+ 15
. 3P =-2r ' 47°
42° - 222 + 22~ 22 =2

122* - 82 o
1028 — 6z + 15 £=5
. 80z —-20 27

24— 5 Residuo

206

y ab, por lo que no se aplica la resta de ex- . |

2+ 272 4224+15 1 24z - 5-

== 42—
22" -6z + 4 2 22F — Bz + 4
4 1 — 15X+ Tx+ 8 . —8x 4+ 13
30. =3 4+ 5 — T+ 4 + -
X 2% — 1 ‘ .

X +2x—1
I+ 5% — Tx + 4 '
X426 —1/3 + 110 + 00 — 158 + 7x + 0

— 6x* 4 3x*
Bx' 4 3kt — 152
—~ 108 + 5
— X —10%* + Tx
148 — 7x
4 +0x 4+ 9
- Bx + 4
—8x +13

CONJUNTO DE PROBLEMAS IV-15

1. — 2a{3a — 4a‘_}' =-— Bo? + Bg*
2. (—2xy) (— Sifzv’) = Bxy*
3. —ab(a’—8b") = — a'h® + Ba'h®
4. {2k — 3) (k — 7) = 2k* — 17K + 21
5. {a +b}{c + d) = ac + ad + bc -+ bd
B (X—V(X+y) =¥ -y
Ty =8y +3) =y 5y~ 24
B X —2J 5 =w 4 3x — TGl
Golbe—2y) + AP = (x—2y2 + 2. (x—2y)-4 4 &
=2 + 2x(— 2y} + 4y* + 8(x — 2y} + 16
=x’—4xv+4v?+8x—16y+_16
10, [2(x—3y) 4 5] [B(x— 3y) — 2] .
T=B - 3y 11 x - 3y).— 10 -

= 60¢ — 6xy + 9yY) + 11{x — 3y) - 10~
= 6x* — 36Ky + 54y* + 11x — 33y - 10
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1.

12.

13.
14.
15,

16.
17.

18.

18,

20.

21,
22,
23.

208

Disponible en
Preparatoria Abierta Online

www prepa-abierta.com

Preparatoria
abiertaonline
(2% + 5} = 4x* + 2(2x) {5) + é5

= 4%* 4 20x + 25

=2y ~ 2= [(x ~ 2y) — 2] = (X —2y)" — 2(x — 2y)z + ¢
| =0 —Axy 4 4y — 2xz + dyz + 2
{x—1}{xi+x+1}:x’-—(1]“:){3—1

1

WAy —2 =y 50 - 14

(Zm—n+ 3P = {Qm - (n—3))*=

= [2m)* — 3(2m}* (n — 3) + 3H2m) (n — 3P — .

= Smj - 12m:{n = 3) + 6min — 37 — (n}— 3}(:‘n -3

= 8m » 12m? + 36m* 4 6m{n® — Bn + 9)

~—B_mL[n ~1—2r?1r; (?4563"{3)’-—13)31 '

= — n m’ 4+ 6mn® — 36 —
énmgm _129n: + 2:‘3!2.—~ 27) i+ Sm

= — 12mn + 36m* + Bmn? — 3 —
Z i o oo 36mn 4 54m—

(5% — 3y)° = {5x)* — 3(5x)7 (3y) + 3(Bx) {3y .
= 1258 — 225x%y + 1353y?)—t- 2v7}y’ o

12 + 3yP = (2n)* + 3(2%F (3y) -+ 3(2x) {3y)° 3
= 8’ + 36xy + S4xy? 4 2?)\{3{ Y

[ + 3y) + {22 ~ 4w)] [(x + 3y) = (22 — 4w)]=
_ = {J‘*J-; 36y}= — (22 — dw)

=[x XY -+ 9y} — (427 — 162w 4+ 16w

=¥+ 68Xy + 9y’ — 42° 4 162w ~ Tﬁwzw}

[{4x + 3w} ~ (2y + 32)] [(dx + 3w) + (2y + 32)]
= ((-‘-};é + dw)® — 2y 4 32) :
= (1657 + 24w + Ow? — 4yt
= 16%° + 24nw 4- O —} qy? (jV1 E;Ir-z 1_2v522+ )

Jo 2L 112 2
x4 V= X -+ 2(-2—X)_(Evl et

1 2 2
= (—J® + x{— IR T
5 X{SVJ-I—(B)V

= —]x’ + —2~xy + iyz
4 . 3 9
3 — Ox = 3uix — 3} '
VA =yly +4)
O+ @t = a% + a1 = 0¥ 4 1)

33.

34,
35.
36.
7.
38.
-39,
40.
41,
42.

43.

44.

L 9— o =(3 —a=(3+a(3—q
25.
26.
27,
28.
28,
30.
31,
32,

225a° — 64b* = (150"} — (8b)® = (150" + 8b) {15a* — 8b}
3y{2x + 5) — (2% + B) = {3y — 4x) (2% + 5)
X¥—8={+3(x~3
K—a'={x+a)(x—a)
169 — 225y* = (13n)* — (15y)* = {13x + 15y} {13x — 15y}
B —5t—66=(t— 11)(t + 6 o
== M=(x—7)(x+2)
(R + 29} — 2 = [{x + 2y) + 2] [(x + 2y} — 2]=

o=kt yt+y~2

B + 27§ = (D€ + (Gy'F = [(2x7) + (3y")] [(21
— (2x™) (3y*) + {3y}
— (2x2n + Byu) (4)(4:! —_— SKEHVU _l_ gvlll’
W— B+ 18 ={x—4) (x—4) = (x— 4
6x* — 30Ky + 45y* = {5x — 15y) (x — 3y) = 5(x — 3yF
a%* — ab — 20 = {ab ~ 5 {b + 4)
(X + ¥ = 700+ y) + 10 = [(% + y) — 5] [(x + ) — 2]
64 + 144k + BTk = (8 -+ Ok)?
3" — 15 + 12t = JHE — Bt + 4) = B[t — 4) t — 1)
F—fa+bf=[B+(a+b]E—fa+b)]=(E+a+h)(5—a—bh)
W — 4dxla + b) + 4la + b = [x-—2(a + b)]?
X — 178 4 16 = (') — 170¢) + 16 = (x' — 16} x* — 1)
= {1+ 4) (¢ —4) (x* + Nixw—1)
=00+ A+ 2 (R —2 e+ )+ (k—1) .
ax—ay — by + bx = {(ax — ay) + (bx — by)
=ax—y) +blx—y)
= (a-+ b} (x—y)
20— 6—ab’ + 30° = (20— 6) — (ah*— 37

= 2{a— 3} — b*la—3)
= (2—b7) (a—3)
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45,

4B.
47.

48.
49,

a0,

1.
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X' — 10K2 4 9 = (x397— 10{¥) + 9 = (x*-— 9) [x* —1)
: =XANH=I X+ N {x—1]
M — 42t 4 63 = (Tt—21) [t— 3} = 7{t— 3)° o
XY 2y —xy—2 = D0 + 2% — (xy + 2) = yi(xy + 2 — Hxy + 2}
=¥ — 1) (xy + 2
={y+ 1N ly—"txy + 2
20 + 2P (x—3) + 3k + 2 (k—3)* = ]
=[x+ 2) (x—3} [2{x + 2} + 3{x —3)]
= {X + 2) (x — 3] (5x — 5) o
=3k +2) (x—3) (x—1)
X 42Xy 4y 22— W
. = {0 4 2xy + ¥) — (2" — 22w + w)
= X+ ¥ — (2 —w)? : .
=X+ ¥ + (Z—w] [(x +.y} —(z—w)]
=K+y+z—wiX+y—z4+w
K — 70 —8 = W —T7(x)—8= '
= (x—8) (' + 1)
==+ + 4 x4+ E—n+ 1
CONJUNTO DE PROBLEMAS IV-15
x!___al' . 'h( + 1 o
. Incarrecta, =1 2. lIncorrecta. =1 .
x¥—al 13 Tx :
a+bl a+h
. Correctq, [a + Bl = ' )
x+y]3 x+¥ S -
Cax—oy  alex—y)  glax—y)
. Incorrects,. ———— = = -
R —ay  F—y)  lx+y)ix—y)
ax —y
| a4 y) (x—y)
28 74 4 B 43 @ o1
63 79 9 : T 195 115 15
187 1711 1t g Xt XX +2) K42
Pt 1723 2 X¥—ax  xx—4) x—2a

10.

- 1.

u’x—uzy._"u’(x—y) _ _
ap—y)  {x+yl{x—yl x+Y¥
y—y—6 y—3ly+2 v+2
Fra—15  +50—3 y+5
Mx—24—2¢ —(2¢—14x +24)

alx—y} - _ a

ax® — ay?

¥+ X—20 (X485 x—4)

2x—4) (x—3) _  2(x—3)
- (x +8) (x—4) T M +5)

X3  (X+8(x—6  x+86

2, = =
X¥—216 [x—6) (x* + 6x + 36) ¥ + 6x 4+ 36

13.

14.
-15.
16.

17

18.

19.
20.

21.

22.

% — 14X + 20  2(x—7x + 10)

TX—20—6  — (20 —Tx + 6)
2k —5) (k—2)  2(x—5)

T T ex—3 x—2)  2x—3

(Mpoy

(2) (3F (5)abe:

{32 (4) (5)%%y* (% + ¥)* (x — ¥}

e+ yP x—y) ( —xy + ¥)

{a — 3B) {a + 3b}

2 5 3 9 3 45—9 36 66 6
S e T - % w65 5
3 —1 3—22 —19

2% X 2x 2x

3Bx—7)  2x(4x +37)  3(5x—7)—2x{dx + 37}
X+ 7) x+7F X + 77
—BXx+3){x+7) 843

X+7F k+7 -

2x +3 4x-—7 32+ 3)—2(x—7) —2x+23

6 ) 18 18
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X+1 x+3 xx+U—{x+2{x+3 -—202x 43

23. — =
X+2  x X(x 4 2) X(x + 2)

24,

X+v+ Ko K=y X +y)+0 2y
1 Xy X—y  x—y

: 6
29, X 4+ — =
X

X¥—9 : —
26. Bx 4 W —~9

X7 X477
5 7 .5

_ 7 5—7 2

*—3 3—x x—3 x—3 x—3 x_—3

27.

2 X+5 ﬁ —1 R +20
F+TM+10 K+ +6 (K+5 M4+t
. I
{X+_5}(x+3nx+2)"(x+3;(x+2;

. 4 _A—t48 r—t4
W—TA F—T+6  —~2 A—6)t—1) tt—g) g1

t-—=6
a9 , 2t

1 _
0. X T

1 +1 e 1 -
—_ —x

(—1) (o + % 1)‘__(x +— 1 +x_1
_ 2042 :
T+ N{x—1) (& + x4 1)

ﬂ?+,4 7 a—5§. ._702__«]33__74

3 + - =
u\-—?? 3—o d*+349 (u-—3}1u2‘+3u+9)
2y X

at.

2 _ = x—y)
HJ_!_VJ xz_xy._l_ v! {x+‘” (X?——}Iy-i-yz)
33, _7_ ‘_ E_a_: IE (}A : 3] 3

2 % @-yios 10

32,
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3. |

36.

37,

38.

39,

40,

41.

4 16 4 21_#(3-3}

7721 7 16 14
5 9 7 § 4 71 28

576 B T

axt 1By’ (3N (9- 2y} 27wy
by 15ab (5. Zby) (B-58b]  25b°
W—5 2x+3 (3—5)14x  2x{3—5)

3
4

0y, TS Try(2x + 3) - ylex + 3)

at—b' b? a—b {ua + bz) la + bj {_Q— b}:b" 4

(a—bf o + b ab+b° {a—bf (@ +b)(a+ b

K—y—X+y Xy “h?c+v—THK-—V) (k—2y]

X4+2y  xe-2y o+ 2y) (x—y)
M y—1{x—2y}
X+ 2y
3 3 3 3 12 36
1 2 3+8 11 1 11 1
_+_ ———
12 12
@ 12 36 36
1 2 12 3+8 11
e
4 3
a b g |
b« ab {a+b){la—b)"
¢ b at—b' ab
b a a’b?
a’b? ab
{6’ + b (a + b} {fa—b) o + b
@ b _ ' .
(— — —} cib? .
b ‘ a‘b — ab’ abl{a®— b7 ab
ad B - a' —b 'M{GE 4 b (07— b7) _Clz-l-bz
=)' ‘
s+ S
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2 X B—x

il 46. a) Sea x el niimero, entonces: - 2x = 25
12 o 4 B o — {x*— B} b) Sea x uno de los ndmeros e y &t otro, entonces: A+y=2736
R +2x+ 4 - X+ 2% + 4) - 4x? ’ ¢} Sea x uno de los foctores e y el oiro, entonces: xy = 120
' 1 . S d) Sea x el dividendo e y &l divisor, entonces: i) %+ y=101
1 o . i _ ul 101 y=x
— (% — :
T 2' 2 = (4, 3 o+ +4) : &) Sea x el dividendo e y &l divisor, entonces: 15y + 3 =x
X X g )
+ K+ 2x 4 4) 4 {Sobemos que el dividendo debe ser igual ol pro-
2 X ducto del divisor por el cociente mas &l vato)
(= — =) ax ' f) Seo x lo primera contidod e y lo segundo, en- 2
! ! = - _ k-2 4 x4 g -2 3 ! tonces: o Y g ‘ i} 9%X = —y
D+ 20+ 4jan a4+ 204 4) 40+ ox 4 T T 3 _
: - 5% 2y
. ; u T =
X v 100 3
e - —— Ity —y), - ; 1
43. X—y x4y _ B 9) Sea x el primer nimero e y el sequndo, entonces: X + 2X = E—V
f—— + Jr+yiix—y h) Seolellargoyael ancholdel rectdngulo {ver fig.). -
X+y X—-y 3 Sobemos que el lorgo es iguol ol doble del oncho,
. ) 0 sed L = 2a, vy lo superficle es el producto del
E+xy) ~ Yy~ y) x4y i fargo por el ancho. - !
= =—_—= ‘
=Xy + by +y) K4y L B Ertonces,. tenemos: _ a 5
- R o _ b .
44, 2q — . =20 — ; =72a— a :203 Sa 5. —-1.a
g - — . a —4 ’ (u+2) (O "'"2} ﬂz—-4 rect ™=
1 2 ibn dol ¢
(;__2_ - .__1) (X — 1) {(x — 2) {x — 3) N Por pOﬁdiLlDﬁ del problemo
5, ~—Z %= ' - g = -
P) = :
(m — " 2 2] X — 1} {x — 2) (x —3) Entonces reemplozando, nos -queda:.
-7 ' 3200 = 20 - a = 20
Mo lx-9 -2 -2k~ 3 Como: 26 = 3200
2 =T} —2) — 3fx — 1) {x — 3) ' 3000
~ x4 Bx—9 x—3F _cr“:—-;:1600
—-x’+ﬁx—5—_{x—-5}(x-1),g' o= A0m g
. o . ~Yaquew-a=40mx 40 m= 1600 m
) Luego, ef largo del recténgulo s B0 m vy je'l' ancho 40 m.
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