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Prologo

Es interesante hacer notar que un numero real tiene muchas y muy
. o . variadas interpretaciones. Puede representar la distancia entre dos semafo-

‘ ros, el tiempo transcurrido entre la salida y puesia del ‘sol, asi como el
4rea de un circulo, si en cada caso el numero se acompaiia de la unidad de
medida, 1a cua! puede ser de tiempo, longitud o area, etc.

Existe una relacion entre el nimero real usado para representar el
4rea de un circulo vy el numero real asignado a la longitud de su radio.
. Ejemplos de este tipo nos conducen a la idea de “Relacion” de la cual la

- - : "Funcién’’ es un caso especial. :

Aungue en el ejemplo se menciona una gsociacion entre nOmeros
reales, podemos generalizar y considerar asociaciones entre elemenios de
dos conjuntos cualesquisra.

Si A es el conjunto de automdviles registrado en un municipio
determinado v B el conjunto de nimeros de registro, entonces cada carro
en A estd asociado a un numero en B. También con cada automaovilista
registrado estd asociado el nimero de licencia del conductor o con cada
individua, sus huellas digitales, etc. :

~ Nuestro objetivo fue abstraer de estos ejemplos un conceplo que fue
gsiudiado por si mismo, sin relerencia a.una aplicacidn especifica, y en
donde se establecié un tipo de asociacion enlre los elemenios de dos
conjuntos A vy B, donde Ay B son conjuntos de nimeros reales. En
particular estudiaremas funciones exponenciales, logaritmicas y circulares.

¢ ' Debemos tomar en cuenta que existe otro lipo de funcianes como las
hiperbolicas, las de Bessel, las de Legendre, etc., que desde un punto de -
vista mas amplio o sea de Matematica Superior, se pueden clasificar como

alyebraicas y trascendentes, citando enire estas ultimas las circulares, con

tas cuales vamos a iniciar esta parte del curso, o

A medida que vaya avanzando en Matematica, su reperioria de
funciones conocidas serd mayor, asi como el conocimiento de sus propie-
dades y aplicacianes. '

Una de las caracteristicas importantes del concepto de funcion gsla

13
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en su clasificacién de tal manera que podamos derivar teoremas vdlidos
para todas las funciones de una clase particular. Entonces en e futuro
cuando conozca una nueva funcién de esa clase, no necesilara invertir'
horas, dias, semanas, meses o aun anos, para Hegar a famitiarizarse con
ella; porque ya conoce las propiedades de esa familia, .

. A, pesar de_ Sus variadas aplicaciones, la idea de funcién es eﬁ )
misma, extraordinariamente simple como podrd comprobarto al seguir
estudiando Matemnética, '

HISTORIA.

N Tales de Mileto vivio durarite la primera mitad del siglo VI antes de
Cristo, v se dice que Ia primera parte de su vida transcurrio siendo &
mercader y amasd una fortuna tan grande que tuvo oportunidad de pasar
el resto de su vida en viajes v estudio. A él se le acredita el haber
degcubrertg una forma de encontrar la altura de fa gran Pirdmide de
Egipto. Dijo haber puesto en el suelo una estaca y esperar hasly qL;E la

longitud de la sombra de la estaca ¥ la estaca fueran iguales. En este

momento Tales raz_opd: la longitud de la sombra de I3 pirdmide serfa igual
ala altu.ra de la piramide y fue asi que pudo determinar Ia altura de ésia
por medio de este proceso de medicidn indirecta, ‘

o "Nluchos historiaqores pretenden que la Geometria Demostrativa se
inicié con Tales de Mllr-.j,to.y 3 él se le reconoce el méritg de haber logrado
gran numero de descubrimientos elementales como estos:

Los 'angulog de Ia base de un tridngulo isdsceles son iguales.
Un ang.ulo MSCTIto en un semicirculo, es un dngulo recto,
Cualquier d:ametro de un circulo, biseca ese circuto.

Instruecion para el alumno

El presente texto ha sido elaborado tomando en cuenta los diferentes
aspectos que caracterizan .a tos alumnos de Sistemas Abiertos de Ensefian-

g,

E! texto ha sido estruciurado de 1al forma que le facilite sl maximo
su estudio, Cuenta con varias unidades, cada uina de las cuales contieng: -~

T} Objetives generales: que le informan acerca de lo ‘gue se
pretende lograr con el estudio de dicha unidad.

2)  Una introduccion: independientemente de que aparece dedica-
da al texto, '

3} Un glosario: que le indica el significado de los térmings técnicos
empleados en el desarrollo de {z unidad. :

4)  Notacion: en los textos referentes a las ciencias naturales %
formales, tales como la Matematica, se encontraran explicaciones
relacionadas con |3 simbologia empleada ({6rmulas, tablas,
simbolos, etc.).

Para el estudio del curso la unidad se ha dividido en partes llamadas
modulos. Cada texto consia siempre de 16 modulos, De esta manera,
estimamos que es posible aprobar las asignaturas del plan de estudios de .
un semestre, en las 18 semanas. £l modulo de cada asignatura estd
programado para que lo estudie en un tiempo. promedio de 3 a £:30 horas
por semana. Sin embargo, se le recomienda que dedique a cada madulo, el
tiempo que usted considere necesario, de acuerdo con sus posibilidades.

El modulfo cuenta con:

1) Objetivos especificos: que desglosan el objetiva gereral de la
unidad. ‘ -

2)" Esquema-resumen: donde s¢ le presenta el contenido de cada

- mobdula, en forma sindptica. ‘ :

3)  Contenido: se refiere al desarrollo del tema o de'los temas.

4)  Actividades complementarias: le serviran de refuerzo en el
aprendizaje de una unidad o un modulo especifico, '

5}  Reactivos de autoevaluacian: al final de cada modulo, se le dan
una serie de preguntas de auiocomprobacion, para que pueda
verificar por si mismo, en qué grado hs logrado los objetivos

15
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{propuestos al principio del module). Las respuestas correclas las
encontrara al final de cada unidad o, en otros casos, al final del
libro.

En la parte final del. libro, podid encontrar, cuando se estime
ecesario, apendices que le ayudaran a tg ampliacion vy profundizacion de
fgun lema, ‘

Ademds, se le da en las unidades o al final del texio, una biblioarafia
an la que puede complementar sus estudios o ampliar su horizanie
ultural, de acuerdo con sus inquietudes.

\DVERTENCIA:

lLe recomendamos la lectura cuidadosa y la comprension de los

bijelivos especificos al empezar cada modulo, para gue tenga presents |o
ue se espera de usled, con el trabajo que reaiice con cada uno de ellos.

)

"UNIDAD XIil
FUNCIONES CIRCULARES
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- Introduccion

En los cuatro médulos que comprende la'presente unidad, se presenta
el concepto de circunferencia unitaria v las funciones circulares de un
angulo,

Ademas se inicia el estudio de las identidades trigonométricas funda-
mentales y su empleo en.las expresiones matemdaticas. :

Hemos considerado de gran importancia, que & alumno aprenda a
graficar las funciones circulares asi como hallar su valor para un cierto
angulo y la interpretacion de su signo dependiendo del cuadrante en donde
se lacalice.

10
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Al terminar de estudiar esta unidad, el alumno:

Manejard el concepto de circunfersncia unitaria.

Determinara las funciones circulares de un dngulo dado.

Construird graficas de funciones circulares. ,
Describird las propiedades de las funciones circulares a partir de su
grafica. ' . -

Justificara |a validez. de -expresiones matematicas utiiizando las identi-
dades trigonometricas fundamentales.

Diagrama tematico estructural

Funcién

Funciones
circulares,

a0

Manejo de
las funcicnes
circulares.

Ecuacion,

|gualdad

Identidad.

\

ldentidades

trigonométricas.

Aplicaciones.

- 21
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Trigonometria:

Distancia entre
dos puntos:

Gircunferencia
Unitaria;

Funcidn Circular;

Funcién Seno:

Funcidn Cusen.n:

Funcién Targente:

Giréfica de una
. Funcién:
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Glosario

Rama de la matemdtica que estudia las propiedades y
aplicaciones de las funcionés circulares o trigonométri-
cas.

SiPy{x, i)y Py (%2, v2)

Son dos puntos cualesquiera la distancia d entre ellos
es5t4 dada por:

=P, P, = \Jh‘{l = %)t + oy, —'vz)ﬂ

Circunferencia con centro en el origen vy radio 1,
definida por el conjunto

{(x?; yl

x* + y1_=i}

La funcion P: 6— P () cuyo recorrido es e
conjunio de todos los puntos o pares ordenados
f(x.v)[ X'+t =1}

Sen: § —»y donde v es la ordenada de P (8) o sea
¥ = sen §

Cos: #— x donde x es la abscisa de P (B)' 0 sea
X = cosd

Si el punto terminal P (8) tiene las coordenadas
rectangulares (x, v} entonces -

tant;?=X {x # Q)
X

Empleo de un sistema rectangular de coordenadas para
mostrar 18 asociacion entre dos variables cualesquiera
(x . v} en el'caso de una funcian particular,

Wh =

Médulo 1

GBJETIVOS ESPECIFICOS
Al terminar de estudiar este mbdulo, el alumno:

Calculara ia distancia entre dos puntos, dadas sus coordenadas.
Explicara el concepto de circunferencia unitaria, ' )
Demostrard algunas propiedades de figuras geométricas dadas, aplican-
do fa férmula de [z distancia entre dos puntos, -
Localizara sobre la circunferencia unitaria el punto terminal de un

arco de longitud dada. o _ ] S g |
Identificard el signo de las funciories cnrculareg en cada uno _e 0s

cuatro cuadrantes.

ESQUEMA - RESUMEN

Coordenadas Distancia Propiedades
de un punte entre dos ——» de figurgs
en un plano. puntes, '|  geométricas.
: ' Localizacion
Circunferen- | del punto
“a l terminal de
unitaria; un arco,

: Identificacion
Funciones del signo.de
circulares, | ?] las funciones

circulares.
23



£ Qué significa
trigonometria?

El dominio

de las funciones
triganométricas
...

iPar qué se
necesits conocer
fa distancia entre
dos puntos?
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1.1 LA CIRCUNFERENCIA UNITARIA,

¢Qué es la Trigonometria? Trigonometria significa
“medicion del tridnguio” v los aniecedentes historicos de

su estudio surgieron de la necesidad de medir y delimitar

tierras, Estudiaremos seis funciones trigonomeétricas que
llegaron a temer muchas otras aplicaciones, y en la
Matematica avanzads, de la que forma parte el célculo,
apenas se les reconoce que estén relacionadas con el
triangulo.

Con excepcion de Ia Geometria, los dngulos tienen
escasa importancia en la Matemética y las funciones
trigpnométricas que tienen un conjunto de éngulas como
dominio, se reemplazan por las funciones cireulares gue
“tienen como dominio al conjunto de los nimeros reales.
Actualmente la Trigopnometria es él estudio de las funcio-

nes circulares que son funciones de numeros reales, sobre

nimeros reales. La razan para llamarlas circulares se hard

evidente 2 medida que progrese en el estudio de este .

fibro, v para que pueda iniciar ese estudio, es necesario
obtener la formula para la distancia entre dos puntos,
cuyas coordenadas rectangulares se conocen, asi como la
ecuacién de la circunferencia unitaria con centro en &l
origen de un plano cartesiano, ya que estos dos concep-
tos e serén de mucha utilidad.

1.1.1 DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS.

Tomemos dos puntos cualquiera en el plano carte-
siano Alxy, vi) y B ixs, yo) ({y el segmento que los une);
para localizar estos puntos en el plano hemaos utilizada la
misma escala en ambos ejes de coordenadas {ver Figura
1).

' Y

{ .
_Bb‘z. ¥a)

A (x]r y]’

0
Figura 1

~ Tracemos un segmento de recta paralelo al gje Xy
que pase por A {ver Figura 2).

Bixz, y3)

A(xia yi}

-

8]

Figufa 2

Después, tracemos otro segmentq de recta, paralelo
al eje Y y que pase por B {ver Figura 3).

-

B(Xg . ‘I;]

Figura 3

Si superponemos las dos figuras anteriores tendre-
mos la siguiente figura, en la que podemos ver que las
dos rectas que trazamos paralelas & los ejes por los
puntds A’y B, se intersectan en D formando un angulo
recto cuyas coordenadas son (x;, yi).

25
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F
B(Xz, YIJ
. Dix;, v;)
/I\(X“ Vl} ]
- - X
0

Figura 4

La figura que se ha formade es un tridngulo réctan-
gulo con catetos AD y BD e hipotenuss AB: podemos
usar el Teorema de Pitdgoras para encontrar la distancia
AB gue es la que nos interesa, Encontramos primero las
distancias AD y BD que son los catetos del tridngulo
rectangulo; puesto que B y D tienen la misma abscisa, ta
distanciade B a D sera:

BD:f[Y:"Vlz 6BD= Iy:_vll

Y puesto que A y D tienen la. misma ordenada, la
distancia de A a D serd: - '

AD=\/{K3_X]P o AD='IX2_X],

. Recordemos ahora- el Tearems de Pitégoras que
aplicado al trigngulo de la figura dice: o

(AB)* = {AD)* + (BD)?

Si sustituimos AD y BD en la expresidn anterior, se
tiene: _

(AB)? = [\/ {xy — xl)z]2 + ':/ tys _-vl}':]l = {,‘2'.. x1)? +lyz -y, P

Y puesto que .
(xa — XIJi = (X] - K:)z ¥ fy, — ‘I[P = ‘(VI - yal?

AD signitica la distancia del punto A al punto 8,

A

también se puede escribis;

{AB)? = {x; ~ X2 + [y, — y2)?

Como puede verse, no importa en qué orden se
tomen las diferencias de las abscisas v la diferencia de las
ordenadas, la distancia AB es la misma. A esta expresion

~ se acostumbra escribirla de la siguiente manera:

Orden de las
diferencias
de abscisas
y ordenadas,

AB =V ()(2 - %)+ (y; - v, )2 = \/b‘] - x)? + ly;, — vt (1)

Y se conoce como formula de [a distancia entre dos
puntos en el plano cartesiano.

. Ejemplo 1. Encontrar la distancia entre los puntos
A {23) y B I5,7).

Selucion:

Tomando A como punio 1y B como punto 2
tenemos:

VB v u-3m

= v 32 4+ s

AB
= v-9 + 16
= 25

= b

‘invirtiendo el orden de los puntos se tiene:

AB = YV {2-8r+{3-7)n
J9 ¥ 18
.=-m

1]

Como se puede ver, ambos resultados son iguales.

&
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@ "~ Ejemplo 2. Encontrar la distancia entre los punios Tomados en otro orden:
7 A {(-3,-2) y B (4, 6. '
~ | a8 = V5 JIF ¥ 12 1
Solucion: .
= vV {5442+ -2-m
AB = v [4-(-3)]F + |6 - (-2) = J 8 07
=V @+ +(6+ 20 _ = V81 + 81
= 71 4 B2 ) ) ' .
= V49 64 : ' 1 o .
. . = 92
= Vi3 _ o
Ejemplo 4. Encontrar la distancia del origen 0 {0, 0) %
Tomados en (1 orden- 8 un punto cualquiera P x, y). \/
Solucion:
AB = V{3 -4 + 2 %p '
= VT + 8 OP = ¥ -0 +1y - 0 )
= VAt e ‘ S vEiy
- 13 _ _ Ejemplo b. Demostrar que el tridngulo cuyos vérti- X
' A ces son AfS, 5),. Bl2,1) y {-2, 41 es isOsceles. (Figura g
- : 5. . I
@ Ejemplo 3. Encontrar la distancia enwe los punios T : T
Als, -2) y B{-4, 7} ‘ ' Solucidn: 61
_ Solucion: A (5, 5§
AB = VH4 8]+ 7 2R _ .o Cl-2,4)
= v {4-507 + (7 + 2)2
= v [~917 + {92
= /81 +&
: _ —+ ' t - + it : + -~ X
= v 162 . -6 -4 -3 -2 -1 01 .2 3 & 5 6

I

vz . ‘ | l Figura 5
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V5 -2 .+ 15—4)2

JET

- V5o _

VT |
= 2%

AC

AB

=5

H

BC V2 4217 + -8

= VvV 1i6+a

puesto que AB y BC son iguales el trigngulo ABC es
isdsceles, ' ' T

1.1.2 CIRCUNFERENCIA UNITARIA,

Un conjunto Una clrva es un conjunto de puntos que satisfacen
de puntoses...  una cierta condicion y viceversa, todo punto que satisfa-
ce dicha condicidn pertenece a la curva,

Definicidn:

La circunferencia es el conjunio de puntos del
plano que estan a una misma distancia {radio) de un
punto fijo Hamado centro, )

Circunferencia La. circunferencia que -nos interesa s conocida como

unitaria, unitaria, y como su nombre lo indica, su radio es igual a
uno, por conveniencia el centro lo consideramos en el
origen de los ejes coordenados,

30

Si usamos la formula que hemos deducido para la

distancia entre dos puntos, podemos obtener la ecua-

¢idn* de la circunferencia unitaria,

Tomemos el centro como el punto @ (o, 0) y el
radio como 1 {Figura 6).

Pix, y)

Empleo de

la formela

para la distancia
entre dos puntas.

Figura 6

Entonces, {a condicién que debe satisfacer cualquier .
punto Pix, y)l que pertenezca a la circunferencia es

op =1

pera coma OF = v {x~0)? + {y-0} por la férmula de la
distancia entre dos puntos, tenemos que '

Vx-012 + ly-0p =1

Elevando al cuadrado ambos miembros de la igual-
dad y simplificando, obtenemos finalmente

x + yl =g

* Ecuacion, es una igualdad que es verdadera para las coordenadas de
todos los puntos de la curva que representa,

Ecuacion de
la cirgunferencia
unitaria,

e K1



Unpunto P
describe sn
arco de
circunferencia.

Unarco o
fengitud se
indica medianteé
un niimere real.
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gue es la ecuacion de la circunferencia unitaria con

.centro en el origen. (Esta ecuacion representa la condi-

cibn que deben satisfacer las coordenadas de todos fos
puntos gue pertenecen a la circunferencia),

Si usamos la notacion de conjuntos, &l conjunto

€= {lx, vl Ix’+v’=1}

representa la mrcunferenma unitaria can cemro en el
origen de los ejes coordenados.

1.2 FUNCIONES CIRCULARES.

Consideremos una circunferencia unitaria con centro
en el-origen O de un sistema de coordenadas rectangula-
res y un punto P que puede desplazarse sobre la circunfe-
rencia, iniciando cada desplazamiento en el puntp Al1,
0}, en cada desplazamiento el punto P describe un arco

de circunferencia, cada uno de estos arcos tiene una

tongitud @, (e € R). Representaremos por o lanto al arcd
como a8 su tangitud. Si un arco, o su longitud ‘se indica
mediante un ndmero real, esta convenido que este nime-
ro es positivo-si el punto P se mueve en el sentido
anti-horario {contrario al, de las manecillas de ‘un reloj).
{Ver Figura 7).

Y

]

Figura 7

El arco o su longitud se indica con un nimerc real
negativo si el punto P se mueve en el sentido horario
(sentido en el gue se mueven las manecillas del reloj).
{Ver Figura B}

a<g

| Af1,0)

) Figura 8

&Qué signo

- tiena si se mueve

contrario a las

-manecillas

del reloj?

Si ef punto P no se desplaza ni en sentido positivo  Esunarco
ni en sentido negativo, debemos persar- en él como un de langitud

arco de longitud cero. (Ver Figura 9).

Y

. Figura 9

cero cuando. .

33
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La tongitud

de una
circunferencia
BS. ..

Lengitud

te una..

_ circunferencia
unitaria,

Ny
N\

‘ ij longitud de una circunferencia estd dada por la
- Bxpresion € = 2mr, donde "+ es la medida dal radio

correspondiente; esta exprasion nos permite determinar la

longitud de fa circunferencia unitaria sustituyendo en ella
a“r" por 1. '

C=21.1 unidades

C = 27 unidades

Siendo 2r unidades 1a longitud de |3 circunferencia
Unitaria, un arco de longitud le| > 21 fa> 20'0 e <
—2r})  se genera cuando p después de recorrer las 2
unidades de la circunferencia continda SU movimiento
hasta completar las ¢ unidades en el Unico punta termi-
nal correspondiente 3 «. {Ver Figura 10).

Cada arco {a) en la circunferencia unitaria tiene un
punto terminal; designémosio por Pla), (P de.alfa), (Ver
Figura 11}, .

Vo
~

” ‘
/ /
i

\\"
L
-
-~
/
VA
N
\“"-
~
J

34

~Figura 10

Nan
N

Figura 11

Habra notado que .dicho punto se simboliza de |a
risma manera que hizo con un elemento del contradomi-
nio de una funcién, y eso es precisamente lo gue
representa.

Cada arco tiene un punto terminal y cada arco se
representa por un Unico nOmero real; entonces a cada
nimero real le podemos asociar el Unico punto terminal
del srco correspondiente, generando asi una funcién
cuyo dominio es el conjunto de los nimeros reales (o €
R}, v su contradominio el conjunto de puntos en la
circunferencia unitaria [Ple)). Con esto, estamos estable-
ciendo dos formas distintas de representar a los puntos
de la circunferencia unitaria: a) mediante un par ardena-

"do {x, y) que nos indica su posician respecto a los ejes

coordenados, b) por [a notacién funcional Plal que ubica
tada punte indicando que su- distancia a {1, 0) {medida
sobre la circunferencia es) |e| . Esto lo podemos resumir
mediante la igualdad Pla) = (x, yi. '

1.2.1 LOCALIZAR PUNTOS EN C.

7.e5 un ndmero irracional y no tiene representacidn

A-cada punto
terminal 10
podemos
asociar con un
nfimero real,

Establecernos .
dos formas
distintas de
representar los
puntos de la

circunferencia.

35
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7 €5 un nimera decimal exacts; en aplicaciones practicas se acostumbra
irracional. representarlo por alguna "aproximacidn” racional, es
decir por un nomerc racignal “proxime’ a w. Dicho
ndmero racional depende de la exactitud requerida en
cada aplicacion, asi, en ocasiones » = 3.1416, otras 3.14,

otras 22 Sea cual sea el nimero racional utilizado, debe
7 . .

quedarnos claro que la Unica manera de reprasentar
exactamente este ndmero es mediante el simbolo #;

cualquiera otra representacidon numeérica del mismo es

solo una “aproximacion'',
~ Ejemplo 1: lacalizar en gqué cuadrante se encuentra
@ el punto terminal del arco’ con longitud @ =2, o sea
P(2), -{P de dos). ' : : -

Solucion: antes que nada debemos recordar que (a

longitud de la circunferencia unitaria es” € = 27 (Ver.

Figura 12j.

Figura 12 .

Ahoré; bien, los ejes coordenados divideri |a circunfe-

rencia en cuatro partes iguales por lo que la medida del . .

arco de ‘€ircunferencia en cada cuadrante es 341=
{Ver Figura 13).

LS
2

36

Figura 13

Y estos puntos terminales sobre los ejes coordena-
dos son los indicados en |a siguiente figura:

P{0)
Pln) Pi2n}

o)

Figura 14

37
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Si 7= 31416, 1 = 15708 y como 15705
< 2<394% el punto PI2) es un bunto en el segundo

cuadrante {Ver Figura 15). Tambign s; dividimos 2 entre

m

7 = 16708 . tenemos que 2 = 1 x 156708 + 0.4202.

Y _ . Y

B T pla) & 1.5708

v 2 .
P(z)/ \\ -
_ | -X \ - X

&

\ Figura 15 ~

Ejemplo 2: localizar el punto P('—?i]

Solucion: en este caso el punto P se mueve en el
mismo sentido gue lo hacen las manecillas del reloj, ya
que el nimero es negativo. Para tocalizar el punto

—57 iw n '
P(——-) observe que T =5-5
& ; también r es I3 medida de una semicircunferencia,
luege cada una de las semicircunferencias se divide en
Cuatro partes iguales y a partir de A (1,00 contamos 5

de ellas para Hlegar a pi- 54—"),- (Ver Figura 16).

0 Sed Cinco veces

Figura 16

1.3 DEFINIEION DE SENO Y COSENG

Con cada « € R, estd asociado un punto terminal
Pla) en la circunferencia unitaria: cada punta terminal
esta definide por un Gnico par ordenado con componen-
tes reales {x, y). Si a cada a (nUmero real) se le asocia la
unica “x” (abscisa) del punto terminal del arco corres-
pendiente se genera una funcidn llamada coseno {cos),
gue liene como dominio al cunjunta de los nlmeros
reales v como contradominio al conjunto de las "x” de
los puntos en la circunferencia unitaria; estas “x" (absci-
sas) indican la separacién entre cada punto de la circun-
ferencia y el eje vertical, siendo la longitud del radio
igual & 1{r =1} es facil comprender que los puntos de la
circunferencia més alejados del eje “¥” {vertical), puntos
Al1, 0) vy EI1, 0), estdn a una unidad del mismo, de
ahi gue el contradominio de esta funcién sea
[x € RI-1< x < 1] {Ver Figura 17).

Y

(< 1—

E{—1,0} Al1,0)

Figura 17

Un elemento del contradominio de una funcién, se
puede representar mediante un simbolo gque combina el
nombre de la funcidn con su correspondiente elemento
del dominia; asi, si f es el nombre de la funcion, Y @ un
elemento del dominio “Ha)” {efe de alfa) es el elemen-
to def contradominio asociado con a. Dado quUE coseno

Un par
ordenado
define al

punto terminal.

Funcitin coseno.

20
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se abrevia "cos” vy que a representa a cualquier elemen-
to del dominio de esta funcidn, entonces ‘“‘cos (a)”
[coseno de alfa) es el elemento del contradominio asocia-
docon o

Definicién: Si Plad = ix, ¥y} es un punlo de la
circunferencia unitaria

x = cos (o) «€ER =1 € cosla) £1
es la ecuacion que define a la funcidn caseno,

En la prictica se presciende del paréntesis gue
contiene a la variable del dominio quedando

raenn_‘lﬁx.‘:‘l

si el arco o su jongitud estd precedido de signo negalivo
€s necesario escribirlo dentro del paréntesis,

Si ahora ‘a cada nimero real o, se le asociz con |
{ordenada) del punto terminal que le corresponde,
obtenemos la funcidn llamada Sena {sen) cuyo dominio
es también el conjunto de las nimeros reales (R) ¥ su
contra dominio estd constituido por las "y~ (ordenadas)
de los puntos en la circunferencia unitaria, para esta
funcién; si a es un elemento del dominig, “sen a,” (seno
de alfa) es su correspondiente elemento en el comrado‘
minjo.

Funcidn senp.

n "

Definicién: Si Pla) = (x, y) es un punto de la

circunferencia unitaria g
y=sana , ca€ER

es la ecugcion que define a la funcion sena.

De Ia figura 18 podemos notar que los valores de y
varfan desde 1 en el punto D hasta 1 en el purito B.

40

Y
i
B{0, 1)
s - —'h‘-\\
s \
! AY
lIv|~;|1 \
r — _x
\ !
\ [v|'|:1 /
\ /
\\ P .
D{o,— 1}
"Figura 18
0_593que415v51 o - 1<s:na<

Definicion: Si Pla} = (x, 'y} , s un punto de
Ia circunferencia unitaria - o = ¥ x + @

es la ecuacion que define a la funcion tangente

Como para todo Ple) en la circunférencia unitaria,
x = cos @, y = sen @, la ecuacion que. define a la
funcion tangente puede escribirse también como.

t sen o’ cos a = O
,gu_cosu’ E

tg a no estd definida cuando =006 cosa=0, en
estos casos decimos que tga no existe, ya que la
division entre cero no es un nimero real,

.Otras tres funciones circulares liarmadas. cotangente

‘[cot}, secanie (sec), v casecante {csc), son definidas en

seguida v al igual gque 1as tres primeras,.estas definiciones

.. 8stdn dadas en términos de las coordenadas del punto
terminal - Pla} -

Y la funcign

tangente es. . .

Puderﬁns definir

otras tres
funciones.

41
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cot o = = y+ 0
Y
-1 = 0
sec o = ¢ x
ca=1 0
cs v Y
como X=cosa, y=sena
_ X _ cosa 1 =L
e " wna wna W
cos a
.
oqta— e

El' principio de sustitucion nos ‘permite expresar
estas igualdades de la siguiente manera:

_coya |, 1 '
“wna © cotcx—mo.tgu cot ¢ = 1
Si cosa=z 0 e a = o 0 cosa seca =1
L 1
pna O ne sca =

En que
condiciones

las funciones
trigenométricas
son positivas,

negativas o cero.
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Estas definiciones nos permiten entender por qué a
estas funciones se les laman funciones reciprocas..

1.3.1 SIGND DE LAS FUNCIONES CIRCULARES EN CADA
UNO DE LOS CUATRO CUADRANTES.

Considerando que a las funciones circulares las
hemos definido en términos de las ‘coordenadas de un
punto en el plano cartesiano, es facil notar que los
valores de estas funcienes son ndmeros reales, negativos,
cero o positivos, Esto depende del cuadrante en que se
encuentre el punto considerado. Presentamos una tabla
con el cuadrante en que estd el punto Pla) v los signos
que corresponden a las funciones seno, coseno vy tangen-
le. Los signos de las funciones recipracas los obtenemas
facilmente si recordamas que un ndmero Y SU reciproco
deben tener el mismo signo para que su producto pueda

ser 1.

* Cuadrante en que _ - P | 0
se localiza Ple) ey . T
P + - +
1l o+ - -
i - - +
v - + -

1—
al

REACTIVOS DE AUTOEVALUACION

Encontrar la distancia entre los puntos dados.
1 57) y (31

- 2) -6, 3l y (2, =3)

b}

-

d).
e)
f)
gl

h)

3) -4, Sy 37
4} -3, 5) y (4, -2}

Demostrar que los punios Af2, -1}, BI6 1) y cf-2, 7) son los
vertices de un tridngulo rectanguio. (Cudl es'su area? N

Demastrar que los puhtds Al-1, B), BI2, 2} v CI3, 3) san los vértices
de un ridnguio isOsceles.

Encontrar las longitudes de las diagonales del cuadrildtero cuyos
vértices son A{-4, 5), B{D; 10}, C(a, 1) y D1, -7

Encontrar las abscisas de los puntos cuya ordenada es 4 y cuya
distancia al origen es 10.

Demostrar que los puntos A1, 1), Bts, 2} y cf-4, 0) estdn sobre la
misma recta. '

Encontrar las coordenadas del punto sobre el eje Y que equidista de*
los puntos A{-5, 5) y BIS, 10).

Considérese una circunferencia con centro en el origen vy radio igual a
1. éPor cudl de los siguientes puntos pasa?
: S SR 143 1 1
h, 0)‘( /‘2 § ,'"'_2).(2_: 2 )-(\/_2_ ,"\/__2_),
(— N 2
2 .

3
)

AN
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2.— Localizar aproximadamente los siguientes puntos en la circunferencia
unitaria:

)y

o #(~5)

0 o)

0 o)

o HE)

0o |

ERL .
.

3

Haciendo' # = 3.1416 focalizar aproximadamente los siguientes
puntos; feg Ty

':-f_..';’ ol )
P Xg;_wd;w_,g S

D p-1s) -
: k} P{-5)

] P{32)

m). AP(-4)‘-

n o ete)

a4

ol pi27)

3.~ En la siguiente tabla, ilene los huecos con el signo correspondiente a

~ tada funcian,

nlx | x|2n) 3n|8sn | Tn)sn | n| Sk 7w 100
] 4 3 3 L) B | B 4 |-3 3 L) 6
Senu ‘
Coseno
“Tanpente

Cotangenic

Sevande

Cosveinte

4.— Ubique aproximadamente cada uno de los siguienies puntos en la
circunferencia unitaria y determine los signos de sus funciones circulares

al. P05}
by P
c)’ P32
' d) Pl 6.33}
gl P(-0.9)
f) P (17.32}
g P~ 10..54)

- 45
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Médulo 2

0BJETHVOS ESPECIFICOS
Al terminar de estudiar este mbdulo, el alumno:

1. Calculard los valores de las funciones circulares de arcos cuadrantales.

2. Calculard las coordenadas de puntos terminales de arcos cuyas longilu-
des son multiplos o submuttiplos de . : . '

3. Determinard el -valor exacto de la funcion de un arco, canocidas las
coordenadas correspondientes def punto terminal en la circunferencia

. Uunitaria, asociado al arco de longitud dada.

4., Determinard el valor de las seis funciones circulares para el respectivo
valor del dngulo, conociendo el punto de interseccion de la recia que

~une el origen con el punto indicado v la circunterencia unitaria,
5. Determinard el valor de lss cinca funciones circulares faltantes pard
unt angulo, conociendo el valor de una de ellas v el cuadranie en que
- ' queda {ocalizado el punto terminal. : '

ESQUEMA — RESUMEN

Funciones

Funciones circulares
circulares, de arcos

mlltiplos de «
Determinacion

del valor exacto
de las funciones

circulares. Determinacion
del valor de
l —»| todas las ecuacianes
_Célculo m circutares de un
las coordena- ] arco dado.
das de sus '

puntos terminales.

47
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2.1 VALORES DE LAS FUNCIONES CIRCULARES PARA LDS NUMERGS REALES

Para cada
‘nirmero real

f se asocia

un par de
coordenadas. |

~ Siel punto .
terminal
coincide can

yno de.los ejes -
coordenades. . .

48

0, g—, 7, gz—n , 2a.

Antes de establecer asociaciones entre ciertos ele-
menios del dominio [ndmeros reales) de las funciones
circulares, con los de su contradominio {nimeros reales)
s Hmportanie que recuerde que para cada nimerc real
f existe un par de coordenadas {x, y) aSoc:ia_daS al punto
terminal del arco f que parle de A (1, 0) en la circunfe-
rencia unitaria. Por tanto, las coordenadas x y y son los
valores funcionales del ndmero reaI f; donde cnsﬁ X,
sen B =y, {Ver Figura 1).

P(B) =
jae

Figura 1

Ahora vamos a calcular los valores de las funciones
circulares de arcos cuadrantales.  Este nombre lo reciben
por encontrarse el punto terminal en la frontera de 2
cuadrantes {coincide con uno de los ejes coordenados).

Tomando en cuenta que la longitud de la circunfe-

rencia unitaria es igual a 2, vemos como ilustracidn que

cuando la longitud del arca ﬂ—-- 50 punto termi
nal asociado es P{0, 1). (Ver Figura 2. ’

M
PR} = {0, 1)
; .
ALe
Figura 2

En la figura 3 se localizan los puntos terminales

3
cugndo f =0, m, 5 my 27,

Yy ' Y

=X

Al, 0} P(z) f\AH, 0)
X ’ - X
P{0) Kj
Yy ' Y
l .
. / A1, 0) A1, 0}
VA

I
N

P(3?rr) = {1,0) Figura 3

mediante las cuales puede verificar 1os valores gue s8 dan
en la siguiente tabla:



E:2[E

Pre.paratoria E:::tht:l:ae;b\emomiﬂe 3
ablertaOﬂline www prepa-abierta.com Eﬁ'

i Pix, v cos - - . sen ff
0 (1, 0) 1 0
T

3 {0, 1 -0 1
™ -1, 0 -1 0
37

7 (0, =1 . g . - -1
21 {1, 0} . 1 0

50

f@ das

Ejemplo 1. Em':orn‘ra;r el valor exacto de tgwn.

Solucion: primeramente establecemos las coordena-

del punte terminal en la circunferencia unitaria

correspondiente a una longitud ‘del arco de n unidades
coma se muestra en la Figura 4.

-Y
|

Pla) = {1, m{ :

Figura 4

Ahora mediante |a identidad. trigonométrica

wp=2nb

cos

calculamos el valor pedido, esto es:

]

Sen
tg T = =

0 _q. ' =
o T = o 0; portalj!to tgr =0

Ejemplo 2. Encontrar el valor exacto de sec 3?"

Solucidn: Ubicamos & punto terminal en la circun-

ferencia unitaria correspondiente al arco 37” £on sus

coordenadas respectivas, segin se muestra en la Figura 5,

yar s
\_

3n
HF)=10.-1
Figura 5

y usando la identidad trigpnométrica sec g = Tﬁ
€os
sustituimos: valores

;1
sec.z— =2

Este cociente indicado es una forma indefinida en
R es decir, no se permite la division por cero, por lo que
decimos que

3n

sec 5 NO EXISTE

© Ejemplo 3. Encontrar el valor exacto de csc 37"

Solucién: Seguimos el mismo procedimiento discuti-
do en los ejemplos anteriores, es decir, primero se uhica
el punto terminal en la circunferencia unitaria que corres-
ponda al arco dado estableciendo ‘sus coordenadas y
luego se aplica la identidad trigonométrica respectiva.
Para este ejemplo se tiene la Figura 6,
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fa identidad respectiva es exc § = s_e%_ﬁ; y susti-

tuyendo valores numéricos se tiene

por tanto  esc 3—2'[ =1

2.2 VALORES DE LAS FUNCIONES CIRCULARES PARA AR-

t0s 7,12 Y SUSMULTIPLOS. |

453

En el tema anterior hemos determinado ciertos
puntos de la circunferencia unitaria en los que hemos
visto gue sus coordenadas son- niimeros enteros, Estos

puntos corresponden al arco g = 0, 3'2— n %’5 27.

Ahora vamos a calcular las coordenadas de otros
puntos terminales de arcos cuyas longitudes son algunos
moltiplos o submiltiplos de . Calcularemos en primer
lugar las coordenadas del punto terminal correspondiente

al arco de longitud L—'. Tracese una circunfarencia
unitaria v localicese P@g). {Figura 7).

Y
4
— m
Plz)
Al1,0
Naoa)
Figura 7

Puesto que este valor es exactamente la mitad de -

~’25, queda Jocalizado en el punto medio del arco de

circunferencia en el primer cuadrante,

Tracense segmentos de recta perpendiculares a am-

" bos ejes, pasando por el punto P(%l, resultando un

cuadrado, lo cual se justifica mediante la geometria
plana, (Figura B).

Y

Figura 8

Ahora bien, si trazamos una diagonal como se

muestra en la Figura 9, se forma un tridngulo rectangulo.
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El tridngulo
tiene dos

“catetos iguales, -

Empleamos el
teorema de
Pitdgoras,
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Figura 9
Dicho tridngulo tiene dos catetos iguales: Si designa-
mos por z la longitud de cada cateto vy aplicamos el
Teorema de Pitdgoras, se establece que: '

22+ 2 = 12;luego 2 22 = 1; por tanto
S T
TTVIT TR

0 sea que la longitud de cada cateto es ‘/2-—; De esta

- Manera, ya ienemos determinadas las coordenadas del

punto P(Z—) que son Va2 V2

T
Y .
f
J5
(507 2)
1 ) ‘
z - X
Figura 10

arcos 34,55y 7 o pero esto serfs un gasio

Con un procedimiento similar usted puede calcular las El procedimiento
coordenadas de los puntos terminales asociados s los puede aplicarse
T a otros puntos

. . . L terminales,
innecesario de tiempo, ya que por inspeccidn nos damos

cuenta que son numéricamente las mismas coordenadas
n . . P

de 7 sblo que con signos distintos, de acuerdo con el

cuadrante donde esté ubicado el punto terminal.

Liene en la Figura 11 que se muestra en seguida las
coordenadas de los puntos terminalas anotados.

Y
|

P02 R)

»~ X

(). ) -

Figura 11
Ahora vamos a calcular las coordenadas del punto {btengamos

terminal correspondiente al arco de longitud 5. paralo FPouandoel
: ¢ arco de longitud

cual es necesario considerar la siguiente: i

es I
En una circunferencia unitaria cuyo centro coincide 3

con el origen de un sistema de coordenadas rectangularas,

se traza una cuerda AB de fongitud igual a la unidad,

(Figura 12). - T :

|

Figura 12
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A partir .de B, tracese otra de longitud unitaria, BC.
Desde € tricese otra cuerda €D de.longitud unitaria y
contintese con las cuerdas contiguas de longiiud unitaria
DE, EF v FA. (Figura 13}

Figura 13

Lo que hemos construido de acuerdo con la Geome-
tria Plana es un hexdhono, regular inscrito en una circun-
ferencia. (La longitud de los lados de un hexagono
reqular inscrito en una circunferencia es igual a la

longitud de su radio). Es importante que verifique el

siguiente argumenta: _
Como. tenemaos 6 cuerdas de igual tongitud, entonces

- tenemos 6 arcos de igual longitud. En consecuencia, la

lengitud del arco AB es la sexta parte de la distancia que
se mide alrededor de ta circunferencia. Estc es: la

longitud del arco AB = g (2n) = 3.

Ahora bién, de.la ﬂgljra 13, tomemos s6lo ia cuerda
AB vy tracemos el radio 0B (Figura 14).
’ : Y
B

Fipura 14

De esta manera se obtiene el tridngulo equildtero
0AB (par construccion), pues que OA = 0B = AB = redio
= 1 unidad de longitud, Tracemos la perpendicular desde

B hasta el eje de tas x vy llememos H al punto ds

interseccion con dicho eje. {Figura 15).
v _

Figura 15
Puede darse cuenta que OH = % y que aplicando el
Teorema’ de Pitdgoras, se calcula la longitud entre los

" puntos B y H {Figura 16).

Y
8
- X
o H '
Figura 16
siendo para este caso! OB = OH + BR

P —

BH = 0B - OH

BH =V OB - OH
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b8

fan

y sustituyendo los valores numéricos se tiene:

- -Vier - VE

4
pbr tanto

N Y
BH = 5

De este modo, hemos abtenido las longitudes de los
catetos del tridngulo rectdngulo OBH Y consecusniemente
las coordenadas del punto B las cuales se muestran en la
Figura 17, :

. Figura 17
Podriamos calcular en forma similar las coordenadas
de'los puntos terminales para arcos de 2 345y 5%

‘unidades, pero &sto constituiria un gasto de tiempo

innecesario. En todos estos casos las coordenadas son
iguales en valor absoluto, y solo cambian de signo.

Veamos el siguiente ejempla cuando la fongitud del arco -

85 53:’5. (Figura 18}.

L4
>

P(gﬂ)z(_%'—_:) g Figura 18

Ahora, puede establecer las coordenadas de los otros

dos valores de arcos: 20y 5?" y anotarlos en la
Figura 19, ‘ ' '
Y
o2 )
|
. - v.x
i
A\
)
Figura 19

En seguida estableceremos 1as coordenadas del pun-
1o terminal asociado al arco de longitud =, para lo cual

colocamos el tridnguto equildiero OAB en la forma gue
abajo se muestra; {Figura 20).

Y
i
B
) X
o
A
Figura 20

El eje X intersecta al arco en su punte medio y

consecuentemente la cuerda se divide en 2 partes iguales,
esto &5 Bl = 1A =% unidades de longitud, y aplicando el
Teorema de Pitagoras se calcula que ol z_‘_g_i; O sea
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que las coordenadas del punto terminal asociado con el

n V3 1
rco - oson X3 1
arco g = .3

Asf se puede calcular en forma similar Ias coordena-

5 7 11 '

das de E!T,G-?I,—é-n, :

tiempo innecesario; ya que puede observar que Gnica-

mente cambian los signos de acuerdo con el cuadrante en
que esté el punto terminal,

nerc esio seria un gasto de

Ahora usted puede establecer por inspeccion, las

coordenadas de log puntos terminales correspondientes a
5 7 11 :
los arcos g,z @y 5 n, enla Figura 21,

Y

o(50-0 0 | D\ eprey

- X

(L) . )

Fipura 21
Ejemplo 4. Encontrar el valor exacto de sen

i

EYTX)

Solucion: Se establecen primero [as coordenadas del
purito terminal en la circunierencia unitaria asociado al

arco de longitud % r unidades como se muestra en la
Figura 22, . Yy

amy_{ V2 V2

‘P(T)‘('Tr_)

2

Figura 22

3 Va2
por tanto, sen e

: 5
Ejempto 5. Enconirar el valor exacto de tg 7 #

Salucian: En la Figura 23 se muesiran las coordena-
das correspondientes al punta terminal en |a circunferen-

. . . . 5
cia unitaria, asociado &l arco »;}

Y
!

Figura 23

y usando |a identidad trigonométrica respectiva, se tiene:

5 Yz
tgﬂ_58n4ﬂ_~ 2_1
4 = 5 - -
cos 7 7 _\E
2

5
por tanio, tgy 7 = 1
] . ) 5
Ejemplo 6. Encontrar el valor exaclo de sec 37
Solucion: Se sigue un procedimiento similar al ejem-

plo anterior, _
Y
]

WA

Fipura 24

&
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Otra forma
de encontrar
el valor de
las funciones
circulares.

g2

y usando la identidad correspondiente se tiena que

ﬂ--_———l———z
cos k)

wom

se¢ =2 .

wiwm
N =

por tanto, sec -g- =2

. ' 1n
Ejemplo 7. Encontrar ef valor exacto de g = 7

Solucion: En la Figura 25 se muestran [as coordena-
das correspondientes al punto terminal en la circunferen-

cia .unitaria asociado af arco de fongitud %111 unidades.
Y
|

N

Figura 25
y utilizando la identidad trigométrica respectiva, se
‘obtiene; ‘
s, YL
L A T
g TE Ty =y =-V3
sen — 7 - E

2.3 DADO EL VALOR DE UNA FUNCION, ENCONTRAR EL
VALOR DE TODAS LAS DEMAS FUNCIONES. |

Si conocemos el valor de una de las funciones
circulares -y el cuadrante en el que queda localizado el
punto terminal P(8), podemos determinar el valor de las
demds funciones circulares. A continuacion se presentan

varios ejemplos que le ilustrardn codmo hacerlo,

Ejemplo: Para un valor dadg de g el punto P{§)
gueda localizado sobre el segmento de recta que une (os @
Punios (0, 0} y (3, 4) (Figura 26). Encontrar el valor de

iodas las funciones circulares de o,

Y

41 I(3,4l
31 /|
I

21 ly

|
y 3 4
/ P(Bl=('5"§|).
x:VGI ] S : - X
K“‘)’ 2 3 4 5 g

Figura 26

La distancia de [0, 0) 4 (3, 4) estd dada por

V{3-007 + (4012 =9 1 18 =V =5

Necesitamos determinar fas coordenadas x, y del
punto P8} que gqueda lacalizado sobre |a circunferencia
unitana, y sobre la recta gue une los puntos {0, 0} y {3, 4).

-Por tridngulos semejantes* tenemos que:

%

-

|
e oW
;s o

Y=

Luego, las coordenadas de P(d) son: x = % yy= %.
Usando la definician de las - funciones circulares
tenemos:

. Si dos tridngulos son semejantas sus lados homélogos** son proparcionales entre si.

b Partes homélogas de dos Hguras son las que estdn dispuestas en forma semejanle,

o



64

E:2[E

Pre.paratoria E:::tht:l:ae;b\emomiﬂe 3
ablertaOﬂline www prepa-abierta.com Eﬁ'

&

3
4 X _5_3
sen8=y=§ mt6=§=-£—=i~
5
Sy=d _1.1 s
::clsﬂ—x—5 secB—x—g—a
5
3 .
=¥_5_4 =1 _1_65
tge’x“g-'a ma—v_“__“
5 5-

. . 3
Ejemplo. Si sen 8 = - 5 Yt f> 0, encontrar el
valor de las demés funciones circulares.

Puesto que sen 8 = - g lay de P(8) - sobre el
circulo unitario es igual a _g {definicion de seno).

Sustituimos este valar en la ecuacion del circulo unitario
y tenemos:; '

x4y =
3\z _
x? +(— g) =1
B' —-—
_xl + 35 = 1
9
x? =1- 35
=18
x = 7%
x=+1
~ &
Pero como™ sen 8 < 0y tg 0 > 0, P(B) gueda -
localizado en el tercer cuadrante, por lo qlre X == 5,
. asi que P{g) = (= g,—gl (Figura 27) usando las

coordenadas de este punto determinaros el valor de las
demas furiciones circulares que son:

INT]

sec § = —1— = -

-_4
cos @ = g —a
5

Figura 27

que une los puntos {0, 0) y (12, -B),

circulares. {Figura 28).

D)

cacfd = —“1? =- %
B

Y

]

{0, 1}

\ )
j (1'0}-
{0, —1)

E]émplo: Si- 8 es un numero real asociado al punto

Plf} que queda localizado en Ja interseccion de la recta
v la circunferen-

cia unitaria, encontrar el valor de todas las funciones

wol~J1 2 3 a4 5 & 7

-1 Py 12
TFew s
Ey

w57 Fipura 28
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La distancia de {0, 8) a {12, -5} estd dada por

V012201 + -5 07 =144 £ 25 =169 = 13

. : 12
Por tridngulos semejantes tenemos que x. = ')

1 12 5
y = - 53 ¢ luego, Pig) ='(ﬁ. - ﬁ) y el valor de
las funciones circulares es:
12
5 _ 13 _ 12
sen 8 = - 5 coi&—_s—- s
13
12 113
8 = == = —— =
cos 1 sec 12 12
1
-5
13 5 1 13
.tanB—'--l—-g— [T csc&—-_—i—— 5
13 13

@

66

. . 8 . “
Ejempio: Si cot @ =-15. encontrar el valor de

todas las demds funciones circulares si P(@) estd en &l
segundo cuadrante. -

En este ejemplo no conocemos ni x ni y de (g},
pero_sabemos que cot @ estd definido como :‘7 con x

negativa y y positiva por estar P8} en el segunda
cuadranie. Para encontrar estos valores procedemos como
sigue: '

Hagamos , = g + 1527 = V64 + 235 = V289 = 17

. . 8
-2 podemos escribirlo en forma equivalente como ~ 17
: o 15
. _1_8"}' 17
por lo que cc?tﬂ =_1_j
7

x —

y dado gue por definicion cotf =3, concluimos que  x =

_8 = 15 : |- _8 ﬁ
T ¥ YT 37, 8siPif) —( 7 17) y los valores de las
funciones circulares que falian serdn:

' 15 ' 17
senﬂ—” secl}——B

. . cos(6+g)"-"§

- ;] 17

cas § = 7 sc g = T
15
tg 0 = 3

Ejemplo: Si 6 es un ndmero real asociado al purto
terminal P} que se localiza en la interseccion del @
segmento de recta que une el punto {0, 0} con el
{3, -4), v la circunferencia wnitaria, encontrar los valores’

de las funciones de ¢ + ;} {Figura 29),

21 N
1

e x
Gf \ﬂ+5
+ + + L - X
-1 yz 3 4 5

-1 4}
)
-2 A b -
' W
-3¢ . \
¥
S/
-4 (3, -4)
Figura 29

Por tridngulos semejantes determinamos que Pif)

-

43 :
iz 51 luege los valores de las funciones circulares
son: )

y ‘por triangulos cangruentas*  Pig +'213 =

o34
sec(ﬂ +';_r)='g

éc(& +'g)=§

7 sen (‘9 + g)=g—

bl 3

1 T+-)=~

4 (g z ) 3

* Das tridngulos son congruenies si se pueden hacer coincidir en'tadas sus partes,

fabel
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_ Ejemplo: Con los datos del ejemplo anterior, encan- Para loda g ER y k €1 tenemos que:
= trar los valores de las funciones de @ + « (Figura 30}, )
H sen [8 + k(27)] = sen 0 sen [0+ ki2n)] = sec 8
1, cos [0 + ki2n]] = cos § esc [0 + ki2m] = osc @
Pio-+ 7 =(-34) _
A S 1
6+ . De esto podemos concluir que estas cuatro funm&
] ' = nes circulares son periodicas® en 2n. :
t 4 - t + + } =X 1+ -
32 A /2 3, 4 5 Las funciones tangente y cotangente difieren dei
- P(ﬂ)=(g'—g) ‘ i seno, coseno, secante y cosecante en cuanto al periodo
- ' . ’ - —y -
1 ‘ : s yaquem6=§=::utg0=-—‘~ycot8';=_—v
T2 : & cot 8 ="'—:=‘_1;,; por lo que-el valor de esias dos
_ ‘ funciones circhlares en P9} es igual al valor de las
T-3 1 mismas en P{# + ka), asi que podemos dar la siguiente
_ definicion: :
- T4 {3, 4)
15 | . Para toda § ER y k € 1, tenemos que
tg (0 + kr) = g @
Figura 30 ' . ¥ cot {§ + kn} = cot @

Por tridngulos congruentes encontramos que P{8 + )

= (' 5’ 3) luego los valores de las funciones son: Luego, las funciones tangente y contangene son

periddicas en .

sen(6+n)=§ ont(&-[—n):—%'
cos(ﬂjl-ﬁ)="§ sac(ﬁ+ﬂ}=*%
w 0+ =-3% wclf +m)= 3 .

Si a6 se le aimenta o disminuye un muliiplo
gntero de  2n P8 + ki2n)] coincidird con el punto
terminal original P{), vy ambos puntos terminales ten-

dran las mismas coordenadas par lo gue pudemos dar la : * {na tuneidn f es’ periddica con pelrl'udn Psi pa}a toda 8 ER {8 + p) = f{0), &s
. siguiente definicidn: ’ ' decir el valar de la funcidn #{8) se repita cuando a @ se le suma p.
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REACTIVOS DE AUTOEVALUACION

En fos ejercicios de! 1 al 11 se recomiends hacer la grafica de la
circunferencia unitaria ton las coordenadas del punto terminal respeclivo.

Encontrar el valor exacto de ctg g
Encontrar el valor ex écm de cos 27
Encontrar el valor exacto de ctg 225
Encontrar el valor exacto de sen 2n

1

2

3

4

5. Encontrar el valor exacto de tg g
6

7

8

Encontrar el valor exacio de cos 32—ﬂ

Encontrar el valor exacto de etg 7

Encontrar el valor exacto de sec 7
9. ~Ercontrar ¢l valor exacto de cse ;1
10.  Encontrar el valor exacto de cse EZE

11, Encontrar el valor exacto de tg 0.

En los ejercicios'del 12 al 27 se recomienda hacer lz grafica de la

circunierencia unitaria con las coordenadas del punto terminal respectiva,

B
12. Encontrar el valor exacto de cos a7

, 5
-13. Enconirar =l valor exacto de esc e

. 7
14, Determinar el valor exacto de sec o

15, Determinar el valor exacto de ctg %_17
16.' -Determinar el valor exacto de see L—'
7. Enconirar el valor exacto de cgs % n
18. - Encontrar el valor exacto de esc % m
19. Encontrar el valor exacto de tg g

£

20. Encorntrar el valor exacto de otg T 7

70

21, Determinar el valor exacto de e = 7

22. Encontrar el valor exacio de sec % 7

11.
23. Encontrar el valar exacto de sen T

24, Enconitrar el valor exacto de cos g T
I
25. Encontrar el valor exacto de g3

1
26. Encontrar el valor exacto de cse 3

27. Determinar el valor exacto de 1g } n

En los problemas dei 28 & 32 e punto Pl8} esta
localizado en la interseccion ‘del ‘segmento de recta que
une ef.origen con el punto indicada y [a circunferencia
unitaria. Determinar ef valor de las seis funciones circula

- res para ¢l respectivo valor de 8. Para resolver todos las

problemas de este ejercicio es muy conveniente que
tonstruya una grafica en cada uno de alios,

28. (-4, 3)
29. 112, )
30. (5, -8}
3. (-24, -7

32._ {10, 10)

En los problemas del 33 al 37 encontrar, el valor de
las cinco funciones circulares que faltan si se conocen Jas
siguientes condiciones: | '

33 tg 8= % ; P8) en el tercer cuadrante.

5

34, secB=-2:Pif)en el segundo Euadram&

.4
35, cos § = % ; Pl8) en el primer cuadrante.

36. cot§ =2 sen 8 negativo

37. senf = - }* ; tg B positiva

En los problemas -del 38 al 42, P{®) esia localizado
en la interseccion del segmento de recta que une el
origen con el punto (15, 8) v la circunferencia unitaria,
Determinar las funciones circulares de:

38.
39,
40,
41.

42.

71
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Modulo 3

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al terminar de estudiar este modulo, el alumna:

1. Describird por medio de una tabla, la variacion de las funciones seno
y coseno al variar el dngulo 8. '
2. Consltruira la grafica de la funcion X = sen 6.
* 3. Expondra las propiedades de la funcidn seno usando su grafica.
4. Construirg la grafica de la funcidn X = cos 6. :
© b Expondra las propiedades a la funcion: coseno usando su gréfica.
ESOUEMA — RESUMEN
- '_ | Grafica de
: > a3 funcién
X = sen é
Tabla de
funciones > Propiedades
circulares,
Gratica de
Ia funcion
X = Cos &

73
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Variacion de

1.1 GRAFICA DE LAS FUNCIDNES SENQ y COSENO.

en el madulo 2 de esta misma unidad, obiuvimos
los valores de las funciones seno y coseno cuando el
punto terminal P{g) estaba en cualquiera de los dos 8jes
coordenados.

Estos valores nos serviran shora para ver comc

funciones al varian eslas funciones al variar 8, ya sea en sentido
variar el Positivo 0 negativo. Veamos primero por medio de una
dngulo. _ tabla esta variacion (8 positivo). '

Cuadrante Variacidn Variacion Variacidn

de ¢ . de sen § de cos @

I de 04 5 de 0 4 1 de I d 0

de 5 dn .deldg de 0§ -]

t:[e'rrzia—zrL o de 0 d-) de—-1d0@

dea.‘,—“:izn de-l 40 de 04 1

14

En la tabla anterior, hemas visto los valores del seno
y coseno cuando @ varia de 0 a 2x, sin embargo § puede
tomar valores mayores que 2r si 8 se toma positivo
{Figura 1).

Y

\H)Zn
— X

Figura 1

& menores que 2 7 si @ se toma en sentido negativo,

{Figura 2). v

Figura 2

observe gue los valores de las funcianes seno Yy COseno,
varian entre -1 y 1 para tada 8 € R.-

. Tomando lo anteriar como punto de partida y con
ayuda de la circunferencia unitaria construiremos la
gratica de y = sen 6 , para lo cual procedemos como
sigue:

En un sistema de coordenadas reclangularas, se
marcan saobre el eje x los valores de 8 v sobre el eje y los
valores. de sen 8. A la izquierda del gje ¥ dibujemas una
circunferencia unitaria con su centro sobre el eje hrizan-
tal, Marcamos en la circunferencia unitaria PO}, P(3),

Pnl, P(a—;) y Plzm , v sobre el eje horizontal graficamos
0, 'g'. m, 3% y 2m.

La distancia del origen de los ejes a cada uno de

Canstruccidn
de la gréfica
¥ =sen 4,

E5t0s puntos es igual a la longitud de su arca correspon-

diente en la circunferencia unitaria, (Figura 3)

n
Figura 3
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~ Si la ordenada de cada punto que hemos marcado
sobre la circunferencia unitaria representa el valor de sen
g, entonces lrazamos por cada uno-de estos punlos recias
paralelas al eje horizontal y por cada uno de los. puntos
que graticamos con anterioridad, sobre el eje horizontal
irazamos recias paralelas al eje vertical. (Figura 4}.

#{7)

Los puntos
de interseccion

san de la grafica.

At

Figura 4

Los puntos donde se intersectan las dos rectas
parzlelas a los ejes, son punios gue perienecen a la curva
v = sen § , sin embargo necesitamos algunos otros

valores para 0 estos valores pueden ser los gue gsiudsra—
1'r n n

mos en el modula 2, de esta misma unidad; 3, 4. "a .
¥y ?—y que junto con los valores gue obtuvimos en la
graflca amenor nos dara la Figura 5.

wn B

. o Lfi
H (' J:_)(z EE
» SIS BT T
: Sfibeb
= - ) 1
* a [ l 1 im0 12r, 0) 0
x a 5x i T
i x ; 'i: a ] E a1 2
| | 110 1
o Ittt A %)
‘ 1a e b & __1:__*' v
T LR {3_- _1)
A7
Figura 5

76

También se puede ver en la figura anterior que para
un arco # cualquigra sobre la circunierencia unitaria,
tenemas el punio correspondienie (8, sen &) gue perte-
nece también en la grafica de la funcion seno.

Por altimo, unimos todos los puntos anteriores por
medio de una finea curva v la grafica resuliante serd la
de v = sen 8 (Figura 6).

Se unen
todos los
puntos

obtenidos. -

Figura 6

La curva la podemos continugr indefinidamente
hacia la derecha o hatia |z izquierda, como lo podemaos

ver en la figura por medio de la curva punteada. Si 8<0

lo que hacemos es sustiluir en la ecuacion y = sen

gl valor de ¢ v enconlrar el correspondiente valeor para o

v, uniendo después todos los puntos asi encomrados por
medio de una linea curva.

De ia grafica de y = sen 8  podemos visualizar Propiedades
fécilmente |as snguuentes propiedades para la funcion de la funcitn

Seno:

1) La funcion es periddica, con periodo igual & 2.

2)  En el primer cuadrante la funcion crece de 048 1y
en el cuario cuadrante crece de -1 a 0.

3)  En el segundo vy tercer cuadranie ta funcion decrece
del alyde0a -1 respectivamente,

4)  La funcion es positiva en el primero y segundo

" cuadrante, v negahva en el lercero y cuartc cua

dranle

SEIIU
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5} La funcion intersecta el eje horizontal en multiplos
enteros de =, sen ne = ), n € |,

Pasemos ahora a construir |a grafica de 'x = cosg,

para lo cual usaremos el método de tabulacion, =

En un sistema de coordenadas reclangulares, se
grafican los valares de 4 (dominio) en el eje horizontal y
los valores de cos 8 (coniradominio) en el gje vertical.

Y ahora Con ayuda de los valares que se obluvieron en el
obtengamaos la modulo 2 de esta misma unidad formamos 3 siquiente
grafica de labla:
y = cos 8,

PR e ey e
También Graficamos todos estos puntos en nuestro sistema
unimos los de coordenadas, uniéndolos después por medio de una

pumtos trazados.  curva continua resuftando la siguiente grafica. {Figura 7).

0
]

L
#a

[a -1

Figura 7 . ) :

En la figura se observa gue graficando” algunos
puntos a la derecha de 2n ¢ a la izquierda de 0, se puede
inducir que la curva se prolonga indefinidamente en
ambos sentidos, lo cual se muestra por. medio.de [a linea
punieada en la Figura 7.

Pademos visualizar a partir de la grafica del coseno,

- las siguientes propiedades:
78

ha

2n .
© La funcion es positiva en los cuadrantes | y 1V, y
negativa en Jos cuadrantes |1y 111,
El valor de cos 8 varia entre -1y | para §eR.

La funcidn decrece entre 0 y 7
La funcidn crece entre 7 y 2#

Propiedades
de la funcian

La funcion es periddica, siendo su periodo igual a  coseno.
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Madulo 4

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al termina_r de esiudiar este mdduto, el alumno:

1. Distinguird entre ecuacion e identidad.
2.. Enumerard las identidades trigonométricas fundamemales
3, Expresara las seis funciones circulares de un angulo en términos de una
deellas. _
4, Verificard identidadés dadas utilizando alguno. de los métodos pro-
puestos.
ESQUEMA-RESUMEN
Ecuacion, | -
/1 Pitagdricas.
Identidades
|dentidad. triggnométricas |- » De cocientes.
- {undamentales, \‘
De reciprocos.
X
Funciones
E';CLL“AE’;‘;SQU'D | Veriticacion
en 1armings rde identidades.

de una de ellas.
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4.1 IDENTIDADES FUNDAMENTALES.

40yé es una Ya en cursos anteriores, ha tenide contacto con
igualdad iguatdades como  2x + 3= 15, & como x? T1E =X+ 4)
condicional? (x-4) ; x€R y aunque aparentemente no existe

diferencia entre ellas ya que hasta este tema las hemos
simbolizado de la risma forma {=), puede notar que
2x +3 =15, x € Res una igualdad que resulta cierta si v
s6lo si x =6, es decir x estd condicionada a ser igual a
seis para que dicha iqualdad sea verdadera. Este hecho
nos permite asignar a las igualdades, de las que 2x + 3
=1 es un ceso particular, el nombre de igualdades
condicionales & ecuaciones; algunas ocasiones distinguio
este tipo de igualdades mediante el uso del cuantificador
existencial. '

Otros ejemplos de ecuaciones son:.

a) x? = 5x + 6 =0, en este caso la igualdad es cierta si y sdlo si x = 2
o x=3.

bl x3 ~7x + 6 =0,8qul la igualdad se cumple si x = -36x =16 x = 2,

{A qué llamamos - Enelcasode ® ~16= (x+4)(x—4, - x€cR
identidad? debe notar que la igualdad es cierta para toda x € R; a
- este tipo de igualdades les conocemos con el nombre de
identidades vy vamos a distinguirlas de las ecuaciones
reemplazando el simbolo = por e simbalo = . Para
referirse a una igualdad de este tipo, le ha valido algunas
veces del cuantificador unjversal. En conclusian tenemos
dos tipds de igualdades:

a}_ Ecuacion como 3x - 5 = 1
'b) " Identidad como x? ~ 1 = {x - Uix2 + x + 1)

que sungue tienen distinto significado tienen muchas
caracteristicas comunes como son las propiedades de
sustitucion, reflexiva, simétrica, transitiva, etc.

El objetivo de este tema, es que le” familiarice con

las funciones circulares y sus combinaciones mediante la

verificacion de identidades que contienen dichas funcio-
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nes. Para lograr esta verificacion, nos basamos en ocho
identidades consideradas como fundamentales, mismas
que le presentamos en seguida:

a) pitagoricas b} de cacientes c) de recfprocos  Clasificacidn
de identidades

senlo + cosla = 1§ sane esce = 1 trigonométricas.
- o = —eng
‘ 3% = “osa ‘
tola + 1= secin ‘ cost sec =
: cosa
cota = —28°
1 + cot?c = cseio tga cota = 1

Las identidades de cociente vy de reciprocos ya las
conace, justifiquemos las tres primeras, La ecuacion
X! +y? =1 "resulta cierta si en ella sustituimos las
coordenadas de cualquier punto de la circunferencia
unitaria”, y como para todo punio en esta curva
x = cosa, y = sena la € R},  al sustituir resuita
feos @)? + fsen a)? = ** ¢ en la forma convencional
cos? o + senfa= 1,

Esta iguaidad resulta ser identidad ya que a cada
@ € Rcorresponde un punto en la circunferencia unitaria,
y las coordenadas de cualquier punto en esta curva hacen
cierta la igualdad x2 + y2 = 1, ‘

Partamos ahora de
san?e + coslog = 1§

Dividase esta iguéfdad por ces?a : resulta Fermuiacion
: de identidades

pitagricas,

sen’e + cosla 1
cosic T cosly
san Iy cosle 1 ath _ _a + b
o cosi cosid ©  cosle e [ c
. ‘ n
, senc \? L )] - ( 1 )2 2" = (_g_)
0 ( costy cosl T leosa B" b

*  Para comodidad al operar con las potencias de estas funciones, se escriben con el exponante en
la parte superior dereche del nombre de la funcidn,

A
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s) fige}? + 1 = f{sec)? propiedad de sustitucion.
Finalmente tg?2a + 1 = secta
Volvamos 2 la igualdad sen’a + cosfa = 1

Si ahora sus dos miembros son- divididos por sen’o

cbtenemos:
sanla costa _ 1
senz senlo = sanlp
(san& LI (c:ns;'.!t‘)2 At " )
sen senee/ T \sena p" \b
Funalmente 1+ cotla = csc?a . sustitucion.

Se presentan a continuacion ejemplos que pretenden
mostrar algunos caminos para verificar identidades; antes
de entrar de lleno en estos procesos MOstiamos gue €s
posible expresar las sais funciones circulares en términos

* de una de ellas.

_ Ejemplo 1. Exprese las seis funciones circulares de
« en términos de cose. -

‘Splucién: de sen?e + costa =1  LENEMOS
sen?e = 1-— cosla

sana = * V1 - costo

El signo depende del cuadrante en que se encuentre

Plal.
Por lo que
seng = \/1 — cosia
cosy = cosk

Dividiendo la pnmera par .la segunda expresidn y
por definicion de tarigente.

£ V1—cos2a

e = cosa

84

coty = ——a
* V11— costa
.1
seL = ——m—
COsa
csea = _,m.]—_
T V1- cosiﬂz )
Ejemplo Z. Expresar las seis funciones circulares de
a BN términos de seca -
sean (| senle + coslg = 1 cose = —1—
( ) . - (2) secd
de (1), senle = T— coslo ‘
sentt = \/1 - cosla
seng = 1_( 1 )1 sustltuyendo cos& POr ——
seca SEGCI!
send =
. sac’lﬂ
/ 20 —
sena = seclo — 1
sac ﬂ
. ~ 2 —
cend = t _ﬁ.ﬂ..,_’
Vvsecla
2 -
semq = ¢+ YseEe =1
seco

£l signo depende del cuadrante en que s encuentre
Pla) asi gue

Senaiiissé—a:'—‘l ' - mtﬂzi%
seco ' Vsecta - 1
cosa = -4 s8cl = sec
seql
‘ sect
tge = * Vsecla — 1 L e
.\/secio: -1
Ejemplo 3. Verifigue la identidad, transfarmando -
primer miembro .de la misma hasta hacerlo igual - al @
- segundo.
1 1
= 13
1 + senc 1 — seac 2 sacte
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1 i _ 1 -sena + 1 + seno

1 1 + senn 1T -sena {1+ senaj {1 ~ senc)
{1) suma de fracc_iongs
5 _ 2 (2} efectuando operaciones .
) T~ senln _ indicadas o
3) =2 {3) .sustitucién
coslo
1 a_ 1

4 =72 g (4} b-2p: P*0
5) = 2 secla {5) ‘sustitucion

Procedimiento
para la
verificacion

de identidades.

&
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En estos procesos no es pasible indicar un método o
procedimiento general a sequir, sin embargo, las siguien-
tes recomendaciones suelen ser (tiles: a} Efectuar las
operaciones indicadas, b) Hacer las simplificaciones alge-
braicas tales como factorizacion, suma de fracciones
procurando evitar hasta . donde sea posible introducir
radicales que puedan complicar la situacion, c) En mu-
chos casos serd conveniente reducir todas las funciones a
SEno Y coseno antes de simplificar,

La verificacion de identidades suele intentarse por
alguno de los siguientes caminos:

To. Reducir,el miembro mas complicado al mas simple
(Ejemplo 3).

20. Trabajar con ambos miembros simultaneamente has-
ta llegar en ambos a la misma expresitn (Ejemplo
4).

Jo. Usando algin artificio como multiplicar (dividir)
ambos miembros de una fraccion por la misma
expresion (Ejemplo 5).

Ejemplo 4. Transtormando cada miembro por sepa-
rado verifique;

tgo —1— = sect — U
cso seco
1
tga —— seca — —..
csoe _ sec

sene 1 seclo — 1
€os  csen seca
SENQ senc tg?a
cos seco
: sen? o
sena : cos?o
coso 1
cosa
senla cost sen?a
cos & cost cosa
coso - cosk
Ejemplo 5, Verificar: @
1 -—cose _ - seng
send 1+ cosn
1—wsﬁﬁ'1—cosu.sena_ nNad-3, ¢
(1) sy seng senq 0 b b ¢
_ 11 - cosg) sena @ c_a-¢
@ = senlp @ g d b-d
" _ {1 - cosa) sena s s
(3 =TT cosia (3) sustitucion
' _ {1 — cosa) sena . al — b2 ={a—b) (5 + b}
(4)‘ T {1 cosa} {1+ cosal ) ’
_ sena e _ a
(3) . T T ¥ cosar ) he b -
El estudiante, cuando empieza a verificar identida-
des casi siempre se pregunta: ¢Para qué me servirad todo
esto?
Existen varias razones que contestan su pregunta: iPara‘que
‘ . me sirve
1o. El constante contacto con las funciones circulares lo

familiariza con ellas, dandole aportunidad de recor-
darlas mejar. i .
20. Adquiere mayor madurez matematica al aplicar lo
~gue ha aprendido en cursos anteriores.
3o. Conocerd identidades que aplicard o utilizard en
Cursos posteriores y en aplicaciones practicas,

_ todo ésto?
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REACTIVOS DE AUTOEVALUACION 18, secx csox ~ 2 senc seca = coty — tga
. . SEND +
Usando las identidades fundamentales expresar cada 19. 7= cp@ = L se:zm
una de las siguientes funciones en terminos de (nicamen- ' : -
te seno ’ c : SeNnE COS% SN :
_ .20. T T cosmr 1 -cosg =  feota cosy - cs_cai
1 + cotlg
2 q. ———— 1
;. co: a ‘ ¢ 2. cot’a = sect
. b{oli ¢ i i
3. cot’m _ ] . . cota + csco .
4 esclo . . 1L ene— o —eg T =10
5.  secq 7 _ .
6. seclo 13, ot + tgr = cicor seco
. . L . . . 24. t il + 2 2 1y = - 2 2
Reducir las siguientes expresiones a térmings de una ftee — cota)? sen’a cos’a = 1 - 4 sen’a cos’a
sola funcion. ) | ) . s costa + secla - ,
7 cotw + tgo ) o - Tcom T secm = secia — senia
- T eem ! csel #
8 coty sec?a
"1+ cotln
secln -
% &clm csex = D
10 cotx cosx .
T T ‘ tge = 0
Verificar las siguienies identidades
154
1. sena + cota = 2

o3t sena
12. cos?lm—senle= 1 - 2 snla

13. cosfa—senfa= 2 cos?e — 1

1 + cos
14, Toosy T e +1
1 - tgzrx
15. ~wcia = 1 - 2 senia
cost _ :
16. secay — tod 1+ Send
esclp — csca coty | pscle

sen? = 1 + cose
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Bibliografia bésica para consulta

Trigonemetria,

Fred W. Sparks

Paut K. Rees .
'Editorial-Reverté Mexicana, S. A,
1976

Trigonometria Plana y Esférica,
Frank Ayres Jr,

Serie Shaum. Mc. Graw- Hill,
1976
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a}

b}

Paneles de verificacian

MGDULO 1~ VALIDACION

1} Va0

2} 10
3) V193

4) Vg

La longitud de los lados del tria’n‘gulo es

AB = V20, AC =BG y BC = vigD

usando el teorema de Pildgoras tenemos

AB? + AC? = BC?

sustiluyendo los valores de AB, AC y BC se tiene
V207 + (VBop = (Vroop

20 + 80 = 100

100 = 100

Como se cumple el Teorema de Pitdgoras el tridnguio es rectangulo.

M= Nl= A ea

Area {AB) (AC)
V20) (+/80)
V1600

1
= 5 40)

= 20 u?

01



c)

d)
g)

f)

g)

h)
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AC =5y AB =5,
por lanto, el tridngulo  es isosceles.

BD = V290, AC = NED
(V8a, 4), t-V84, 4)
AB + BC = AC

15
{o, 7}

-

.
o b gD

g2

el

9

Y S T
‘4/ hy Y |
o - )

S P(7)
' 0.7168

7 =4 x 15708 + 0.7178
"v :

— X

J

15 = 9'x 1.5708 -+ 0.8628

Y

i}

0.8628

'P(—‘lﬁ}/\ j

~
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k) Y6 h Y
L Ipi-s) \WO
f | | f\/ﬂaﬂ
32 = 20 x 1.5708 + 0.5840
m) Y ) r
on
1.1460 ,
RN : _
f \ P{9 '
kJ B Kj )
0
296:1
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a)

b}

c)

sen 0.5

. tos 0.5
‘tg 05

cot 0.5
sec 0,5
cic 0.5

sen 3 >
cos 3 <
tg 3
cot 3
sec 3
csic 3

A

WoOA A

sen 3.27
cos 3.27
tg 3.27
cot 3.27

sec 3.27.

csc 3.27

>

VoW v

\

VoA

AR
S oo ooo

2

OCooooo

lal=



d!

g)

i)

96

Preparatoria | gierisieen

Preparatoria Abierta Online

a bi Erta Oﬂ || Ne | wwwprepa-abierta.com

-
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&

R

.<

j‘“ﬁ‘-m

A
NP

<

N
/

P(17.32) .

sen (~6.33) <
cos (6.33) >
tg [-6.33) <
cot [-6.33) <
e (-6.33) >
cse [-6.33) <

sen {~0.9}
cos {—0.9)
tg  {-0.9)
cot {-0.9)
sec {-0.9)
cse (—0.9) <

Mo A YN
Do o0 oo

sen {17.32] <
cos {17.32) >
g {17.32} <
cot {1732} <
see [17.32) >
cse {17.32) <

oo oo og

c oo oao

9)'

10.

1.

12,

P{-10.54)

0

0

No axiste
0

No existe:
-1

1

MODULD 2 - VALIDACION

13, 2
14, V2
15, - V3
3
16. + V2
17. - V3
2
2
18. - =
19. V3
3
20. -1
21. =2
22, -2 .
1
23 -1

0]

cos
tg

cot
sec
cse

(-10.54) > 0
[-1054) < O
(-1054) < 0
(~10.54) < 0
{-10.54} < ©
(-10.54} > 0
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- 28,

99,

30.

3.

32,

sen

cas

tan

seqn

tan

en

tan

ien

tan

sen

cos

tan

33. sen

. COS

98

cot
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Bla 3R Bl Sw o

|m ﬁ'“
X

—
&

SN

N N L PR VR

26 2 V3
’ 3
27, -1

w
(3]
o
=3
H
|
L [ Y XYW

csc B =
cot f = 1—:—
sec § = %
csc B = ?
cotﬂ=~§
sec = 5
1
c'scﬂ=—l/~§"_
cot f = '2—}
secﬂ=—§g
csc9=—?.,—
cot § = 1
tec 0= /7
esc 8 = V2

RYE

sec = — —

3

)

cosﬂ——T

34.

35,

36.

37.

38;

39.

40,

3

sen § = g cm6="g
4

cos&'-:—g csc6=§

S R

tan 0 = n
V51 7

sen 8 = ETS cot § = ﬁ
V51

tan § = 5 sec § = 17—0

cse f = 1—:1

1

SEI’IB;'—\/T secﬂﬁ—is_
5 2

t::c:|59=-—i e @ =- s
g5

tsz)'—“zl
5 -

?osﬂ=—1—3- _ set:ﬂ=—%i
12

tan ) = = -1a -

csc 4 12
ot g =5
ccltﬂ—.|2
g )

senlﬂ+n1=—ﬁ cot(3+n)=%
' 5 '

eos (8 + #) = - —

os | i 17 : sec [G+n}=—%
o

tanlﬂ-i-a}:E cscw__]_ﬂ)g_%

Respuestas iguales a los del problema 38.

15 ’
sen(5+%)=i—— cut(3+—=1—85
8 -
cns(ﬂ+§)=——~— sez:((?-!-")=--1—]—r

17 8
an {& my_ _ 15 ny_ 17
tan.( +2) 3 cse (ﬂ+z)_ﬁ

09
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N A
cos (B _§)=% set:'(ﬂ—g-):]—al
ta"(e_%)=_13—5 J . csa(ﬂ—%)=—%

Resuitados iguales a fos del problema 41,

MODULO 4 - YALIDACION

cos! o= 1-sen? o

sen? o

1 —sen? o

cot o = V1 —sen? @

seN o
1
cse? o=
sen? g
Sec O =
V1 = sen? a
. 1
sec o = -
1 — sen? @

100

'UNIDAD XIV

FUNCIONES CIRCUL-ARES DE SUMA
Y DIFERENCIA DE NUMEROS REALES.



N E:E
Preparatoria | 2w o a‘%
ablertaOﬂline www prepa-abierta.com Eﬁ'

Introduccidn

En esta unidad se tratan las furiciones circulares de la suma y
diterencia de dos ndmeros reales, y del. doble y la mitad de un nimero
real. Asimismo se presenta el concepto de cofuncion y su empleo en las
formutas de reduccion, las cuales constituyen una herramienta adecuada
para la simplificacion de expresiones que uontengan funciones circulares,

1N3
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Al terminar de estudiar esta unidad, el alumno:

Determinara Ias expresiones de las funcmnes circulares de una suma vy
de una diferencia de nimeros reales,

Determinard las exprasiones de Ias funciones mrculares del doble v la
mitad de un numero real.

Aplicara las farmuias de reduccion a problemas propuestos.

Calcularéd los valores exacios de funciones de miltiplos v submﬂltiplos
de 7.

Ulilizard las |dent1dades trigonométricas en la 5|mpI|f|caC|0n de algu-
nas expresiones compllcadas

Diagrama tematico estructural

Suma y Dife-
rencia de dos
nimeros
reales.

Funciones
circulares

{Unidad XI11}.

Cofunciones

: .

Dobie v la

~ mitad de un -

nimero real.

v

Formulas

de reduccion.

- Simplificacion

de expresiones.

T

Calcuto de los
valores. exactos
de funciones.
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Glosario

Cefuneidn: La cofuncion de un nimero cualquiera es igual a la funcidn
a/2 menos el nimerg. :

Angulo: Abertura comgarendida entre dos semireclas que parten de un
punio y tiene una medida gue corresponde a la magnitud de la
retacion necesaria, para llevar una de las semirectas desde su pasicion
original hasta la posicion de 1a otra.

Angulo en Revolucienes: Su magniiud estd determinada por la razdn entre

la longitud s del arco interceptado v la longitud de la circunferencia, ¢

0 S8a:
'S

Angulo en revoluciones =
2ar

-~ Angulo en Grados: Sistema sexagecimal ulilizado en aplicaciones précticas,

cuya unidad fundamental es el grado. La magnitud de un &ngqulo en

grados estd dada por la relacion: :
Angulo en grados =, (ndmero de revoluciones) (360°).

Angulo de Radiames: Sistema mas utilizado en matematicas, cuya urtidad

fu‘ndament_al &s el radian. Si-la longitud de fa circunferencia unitaria
es 2a, deducimos inmediatamente que:
Anguto en radianes = {numero de revoluciones) (2n).

lgualdad: Expresiin de la equivalencia de dos cantidades.

Ecuacidn: Proposicion de igualdad vélida solo para determinados valores de
las letras que apsrecen en ella,

Identidad: Proposicion de igualdad valida para todos los valores permisibles
de las letras que aparecen en ella,

Identiﬁad Trigonométrica: Proposicién de igualdad entre funciones trigono-
- mélricas vélida para todos 6s valores permisibles de 8.

Valores Permisibles: Son aquellos para los cuates ambos miembros de la
igualdad estdn definidos,

106 :

Modulo 5

OBJETIVOS ESPECIFICOS
Al 'lerminar de estudiar este modulg, e_I alumno:

1. Deducird la expresion para el coseno de |a diferencia de dos nimeros
reales, ‘

2. Conocidos los valores de dos nimeros « y §, desarrollara. el conseno
de la correspondiente diferenciz y determinard su valor,

3. ldentificard las cofunciones. . , :

4. Demostrara que una funcion circular de un namero real B es igual a
su cofuncion de #/2 menos el ndmero §. '

5. 'Expresard funciones de la diferencia de dos numeros como una
funcion de 8, usando. la propiedad gue relaciona a’las cofunciones v
representando fas funciones de (— § ) en términos de g. '

ESQUEMA - RESUMEN

_ Cosena de la
- Funciones o diferencia de
circulares, : dos nGémeraos

' ' reales.

Expresion de
funciones de
la diferencia
“de dos nimeros

Cofunciones.
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‘ La Iongitfjd de dicha cuerda, es la dislancia entre  Determinacién
5-_1 COSENO DE LA DIFERENCIA DE DOS NUMER(S. sus puntos extremas; como la distancia entre dos puntos de la fongitud
del plana esta dada por la expresion de Ta cuerda.

d = \/(X; - X])"" + ‘Vq_ - V]Jz

Demostracion de fa expresion para cos te - #.

¢En una ~ Para lograr esta meta, le mostraremos primero cdmo Asignemos €| subindice 2 a las coordenadas de Pla} v el
gircunferencia determinar la longitud dé una cuerda .en la circunferencia subindice 1 a las coordenadas de Pif), para cbiener
unitaria coma unilaria. En la Figura 1 tenemas: una circunferencia unita- :

podemas ria con centro en 0. _ L=+ (cusuf ~ cosf? + {sena — senfl?

deterniinar fa ‘ _ )
longitud de Y elevando al_cuadrado cada binomio dentro del - radical

una cuerda? lenemos que:

Pif}{eosf, senf
N {eos, sen

L= \/{cos’a.—z cosa cosfl + cos?f + sen?a — 2 sena senf + sen2fl

agrupando
Pladfcosa, seng) _ ‘ '
: X L = Vicosa + sen?fl) + [cos?f@ + sen2f] — 2 cosx cosf — 2 sene ‘sen(
" como para thO ¥ € R cos?y + sen?y = 1 resulta: ¥ (gamma)
- L—\/1+1"2cos&cosﬁ"2sennsenﬁ
Figura 1 surnaido y sacando de factor a ~2
" Observemos  Ple), punio terminal de un arco de longitud e, P} punto L= \/? = 2{cosa cosf + sencx senfl) (1
los arcos . terminal de un arco de longitud B, e arco determinadc por - ‘ ,
. Pla) y (B). Jos puntos Plat y PiF) tiene magnitud igual @ — . El i - Ahora cansideremos una cuerda de la misma longi-
' segmento de recta que une estos dos puntos es una cuerda . | - tudL de tal manera que uno de sus exiremos coincida
de la circunferencia. (Figura 2). _ con el punto A {1, 0} (Figura 3}.
y ' Y

(B)cosd, senf} 'I:: : Pla = B} \ o~

Pla{cosa, sena)

‘ S . . Al1, 0)

Figura 3 -

Figura 2
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determinado
por una cueria.
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"“El arco determinado por esta cuerda mide también
{a -f)unidades porque en un mismo circulo a cuerda_s
iguales corresponden arcos igualas v viceversa'.

En esta posicion los extremos de la cuerds son [os
punios Af1, 0} 'y Ple ~ A - este Qltimo con coardena
das  (cos fa - f), sen {@ - fi)). Aungue la longitud de
la cuerda sigue siendo la misma podemos obtener aira
expresion para ella esiableciendo fa distancia entre sus
puntos extremos hagamosle esignando el subindice 2 a
las coordenadas del punto terminal ‘Pla — §) v el subindi-
ce 1 a las coordenadas del punto A. :

L = V[cosla — f) =17 + [sen (a'_ g - op

elevando al cuadrado dentro del radical tenemos:

L = Veos? (o ~l,Gl - 2cosloe — ) + 1+ sen?ln — fi}

agrupando

L = V[eos?{a — ) + senZla — f)] + 1 - 2 cos (o -f

pero cos? {a'— f} + sen?{a — ) = 1 entonces;

L=v1+1-2cosla-pl
6 L=vV2-Zoosla-@ = (2)

~ Hemos derivado dos expresiones {1} vy (2) para
representar un mismo namero L.

(1} L=v2-2{cose cosf§ + sena senf ;.

(D L=v2-2cosla - f)

por lo que

V2 - 2 (cosa cosfl + senc serif) = V2 — 2 cosle — )

elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad
para eliminar los radicates resulta:

2 - 2 {cosa cosfl + sencx senfl) = 2 - 2 cosla - B)

2 {cosa cosf + sena senfl) = -2 cosfa —-f}.  cancelacion

-para suma -

y muluiplicando ambos miembros de |g iguaidad por el
reciproco de -2 § sea por ~ ; oblenemaos

eose cosf + sena senfl = cosfo - )
y por la propiedad simétrica de las igualdades
cos fa = f) = cose cosf + sena seﬁﬁ'

Esta igualdad expresa el coseno de una diferencia {resta)
en términos de o y de § vy como se cumple para todos
los valores de a€R .y de BE€R, esunaidentidad,
por lo que tendrd cuidado de escribirla correctamente

=),

cosfo - ) = cosx cosf + sena senfl

Ejemplo: Si o = 2 g =3

cosi{2 — 3} = cos 2 cos V3 + sen 2 sen V3

m

Ejemplo: Si a = 2 Hf=-5

n ) A
cos [5 - (—5]] = cos %_cos -5} + sen % sen {-5)

Ejemplo: Usando I3 expresidn  cos {a -8 = cos a
cos § +sencsenf  desarrolla cos (54—" - -g-) y determi-

na su valor sustituyendo los valqres'exaclos de las
funciones obtenidas, .

~ Solucion:

5n _«n 5r p 5
°°S(T - §)= Cas - cos =+ sen =

i 4 6
x,._‘_..‘./i+(_\/,lt)1?

va o2

Coseno de la -

diferencia
de dos arcas. .
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__Ys 1

2 2
-ms(i‘_ﬂ_z)_,‘/iu
46 w2

) Bz 7 _ 157 — 2n _ 13w

mold quET T T Tz T2

t . l(.‘r_’.'i_‘l)— 13 2

entonces cos {5 —z | = cos 13 35

por lo que cos 135 = — Va4

12 22

52 COFUNCIONES

Urna simple abservacion de los nombres de las
funciones que estd estudiando, le permitird notar que se
pueden agrupar por pares de modo gue en cada par el
nombre de una de ellas se forme anteponiendo el prefijo
“co" al nombre de la otra. '

5eno, CO SeNO

iangeme co tangente .

secante co secante

112

Las funcionas asi relacionadas son llamadas cofunciones. -

La funcion seno es la cofuncién de la funcion
coseno, Y coseno €5 la cofuncion de sens tambien t

“tangente Y -cotangente  son cofunciones cada una de la

otra y 10.mismo sucede con las funciones. secante Yy
casecante.  Ademas del nombre, existe una propiedad que
relaciona a las cofunciones mediante la cual es posible.
expresar cualquier .funcion circular de un nimero real en
términos-de una funcidn de un numero real « tal que

m
Gs_ﬂsa.

Para mostrarselo partimos de I expresion:
cos @ ~ fi} = coso cosf + sena senfl
Si la expresion es vdlida para todo valor permisible

de a v B loescuando « = 2

. (1) sen f = cos (% - ,G)

Entonces: ' Empteu de fa
A . . propiedad de
cos (5— ﬂ) = cosy cosfl + seny senf tas cofunciones.
dado gus
cos 5 = 0 y  seng =1 tenemos:
nus(%” H) =0 -cosf+ 1 senfl
cas (% - ﬁ) =0 + senfl
cos (% - ﬂ) = senff m -

Siendo esta igusldad una.identidad, se cumple para

- todo § € R, Como (% - .G) € R, si susiituimos §  por

% -f oblenemos:

SERER ER

propiedad de cofunciones

cos(%-—%*kﬁ)f_—- sen(%-ﬁ) 'l-(a—h):‘—a-;br
cus(G-*-ﬂ)csen(%—ﬁ) a—-az=0
cné f = ‘sen (%-B) {2}

Consideremos las igualdades {1) v {2), tenemos

(j) cos § = sen (Pz* - .G)
si dividimos_{2) entre {1} resulta

cos i _ san(%*ﬁ)
=n g —_cus (%—ﬁ)

sen f + 0
por lo quecat f = 19 {5 - f} ‘ (M

113
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Analicemos
fque sucede
5§ sustituimos
g por (-).

114

Si ahora dividimos (1} entre {2) resulta

sen fi :cos(%4ﬂ)
.cuSﬁ‘ __SEH(%"ﬂ) .

entonces tg f = cot‘(g- - ‘ﬁ) 4

Sabemos que para todo a, bE R, a = 0y b = 0

1_1
a= b -+ 7= T
Es decir si dos nimeros reales distintcs de cero son
iguales, entonces sus reciprocos también lo son; aplican-
do esta propiedad de los ndmeros reales en los casos
particulares {1) v (2} tenemos:

sen | = cos (% - ﬁ) ¥ cc;s g= sen“(g— ﬂ) -

1 1

cos B sen (% - .@) -

1 _ 1

senﬁ='cos(%—ﬁ) o Y

0sed3 oscf = sec(vg “{3) (5). y  seef = l:s.t:(;I ‘—ﬁ)‘ {6)

De las iqualdades (1) a (6) se concluye que:

Una funcidon circular de un nimerc real §  es

igual a su cofuncion de % menos el nimero f.

5.2.1 FUNCIONES DE (-8) EN TERMINOS DE
Da nﬁer consideremos la expresion .
cos o — f) = cos o cos f§ + sén_d senfl

y hagamos « =0, enfonces

cos (0 — f} = cos.0 cnsﬁ:i-senOsenH'

..como ms(_ g) =0 y sen(— 121") =-1

dadoque eos 0 = 1 y sen 0 = 0 tenemos que

cos{-fi}
cos(—f3)

1-cosfi+ 0 senp
oo §

Esto significa que en el caso de la funcidn coseno el
numero real (i) puede ser sustituido por su negativo
B sin afectar el valor de fa funcion. :

Determinemos ahora una expresion para sen (P en’
terminos de g

sen (—f) = cos [g - (—;’3}] propiedad de cofunciones
sen (-f) = cos (7 +'.G) ~la=a
sen () = eos(ﬁ + %) postulado gohmutativo para la sima
sen (-f) = 005[.(3— (,- g)] ‘ a==~{-a
sen () = cosf cos(~ 1) + senf sen(- 7}

cosla - fi) = cost cosf + sena send

sustituyendo tenemos

cosfl - 0 + senf - (—.1)

il

sen (~f)

sen {—f) = 0 - senf

sen (—.ﬁ)i = - senf]

Las expresiones del resto de las funciones de HJ}
en terminos de f- resultan shora en forma bastante
simple. '

tgi-py = 0O
cos (-]
_f) = =5enf
tg (-} ppy;

1185
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tg (-f = ~ 1gf

1 1 _
cot ()= tgi 5 “Tegf ¥

-cotf

~cot {=f)

sec (- ff) = ED—S}:B}{ = %ﬂ < sech

sec (—f) = secf

1 1

esc (- f} = #n =@ = Zenp —oscf

csc (—f) = —ese

Ejemplo: Usando la propiedad que relaciona a las

cofunciones y represeniando las fgnciones de- {) en
; - . m

términos de f expresa sen (5~ f) como una
funcion de g

T
sen(i-!-n‘-ﬁ) : — =%+rr

" Agupando = — J l

n

san[g +.(H —Q)]
=sen[§%‘<"(ﬂ—% n—ﬁf—[f(ﬁ"ﬁ)]
cos <— r —‘ﬁb

cos {m — fi cos (—a)

propiedad de cofunciones

i

cos it

I}

1

n
t3

e

cos.(;i‘*‘g-ﬁ)l =
o [+ (5 -
cwft-Ce] a5

Agrupando -;- - B

I

sen - ;—r—ﬁ)

= propiedad de cofunciones
= — s5en (g - ﬁ) an (_ﬂ.‘} = —senp
= _- ‘cos "_] ! Cosﬁ = sen (% = ﬁ)

sen (’E}'—ﬁ)g - cos f transitiva de igualdades

REACTIVOS DE AUTOEVALUAGION

1.— Bésandose en la expresion cos (@ —f) = cosa cosf + sena senf

en los problemas de la a) a la j) desarrolle el coseno de la correspondiente
diferencia y determine su valor sustituyendo los valores exactos de las
funciones que resulten. - - '

; l]}  cos (%“%

2.— Exprese las siguientes funciones en términas de §

a). sec Iz—r—ﬁ)

b). e in - f)

17
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o (29

tg(g-+ﬁ) NOTA § —.t—m

N

=~ {7 - qa
Verifigue las siguientes identidades:
cos (1 - o} = — cos a

cos (27 - a) = cos «

ms(g+u)5 —sen @

ws(:iz_:r + a)E sen o

cos [+ a) = — ¢o5s &
cds(%—u) = gena
005(32_"_&)5"!8“&

Modulo 6

OBJETIVOS ESPECIFICOS

C Al terminar de estudiar este madulo, el alumno:

Deducira la expresidn para el cosena de la suma de dos nGmeras
reales,

Deducird 1a expresion para el seno de la suma de dos nameros reales.
Deducira las expresiones para |a tangente de la suma vy (a tangenie ‘de
una diferencia de dos n(imeros reaes. ‘

Calculard el valor exacto de funciones de ndmeras reales gue puedan
ser expresados a su vez como la suma o diferencia de dos nlmeros
reales, '

Expresard funciones del tipo (e + 8) & (@ — 4} en términos de g.
Expresard funciones circulares de un numero real en términos de

funciones de otro ndmerd entre @ y #/a utilizando las formulas de
reduccion, ‘
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ESOUEMA — RESUMEN

Funciones
circulares.

-Coseno de la

numeros

120

suma de dos

reales

.Y

Senode la -
suma de dos

Célculo del

nimeros
reales.

_Y

Tangente de
la suma y di-
ferencia de
dos nimeros
reales.

i

Formulas de
reduccion,

> valor exacio

de funciones.

Expresion de
funciones como

funcion de un

numero entre
das valores dados.

sen fefl = senc cosfl — cose senf

6.1 FUNCIONES CIRCULARES DE LA SUMA DE NUMEROS-
REALES. |

Vamos a determinar expresiones para funciones cir-
culares de la suma o diferencia de dos ndmeras reales,
que son también una consecuencia de la igualdad

'¢os o - f} = cos @ cos § + $en @ sen fi Y COMENZaremos

por el coseno de una suma.

Ahora sumemaos
dos ndmeros
reales o y f.

Ya que

cos (atf) = cos [a-(-P) -
= cosurms(—ﬂ) + seng s_en(;ﬁl desarrollo de cos (a‘ﬁi
- cosx cof + sena () | costf) = cosp, seni-p) = —senf
= cose cosﬂ - ;ena_ senf - a [-b) = — (ab)

cos {a+B) = cosa cosf ~ sém séng| propiedad transitiva EJE. las iguatdades

Las expresiones para €l seno de la suma y el seno de
la diferencia de nimeros reales resulian de las expresio-

nes obienidas de la funcion coseno, del concepto de

cofuncion v de las funciones de {—4) eri términos de 8
cos [5 - @)
cos [ - o]

o [z~ o) + 4]

——

[ n ] n

Bl

sanc cosf] — cosa senfd

_sen o) = sen [a—{-f)] ) |

© sen {o4f) = sena cos{f) — cosw sen{—f)

sustitucion

La funcian
coséno serd. ..

propiedad de cqfuncionés
~la-b) = - atb
agrupaciones .

cos (% - a)_cn, g~ ,,,,,‘(% -.0) senf desarrollo de cos{o—f)

propiedad transitiva de igualdades

La funcion
seno serd. ..

como: . cos {f} = cos § , sen (~f} = - .sen.ﬂ Sustituyendo tgnemos:

121
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sen {otf) = sena cosf — cosa {~senf}

sen {a+f} = sena cosfl + cosa senf

k]

Deduciremos shora las expresiones para tangente de
una suma y-tanganie de una diferencia: '

sen {a+f)

tg ‘ﬂl‘l‘b] = cos )

sen & cos § + cos & sen I
cos & cos § — sen « sen [J

HE

sen & cos cos o sen fi
CoS & cos f§ £os O cos [§

cos cos f sen o sen f)
cos or cos cos o cos ff

- sen @ +éenﬁ

cos cos f§
1 . fena sen]

cos cosp

=

La funcion
tangente sera. , .

tg laHf) = o + wp

1 - tga tgf

De uneg manera similar a la anterior, concluya usled

Mismo que:
tgo -t
tg o) =-—2-_8E d
1+ tgo tgf
- Ejemplo 1: Encuentre el valor exacto de: a) sen &
2~ Elemplo TG - ' 12
-~ ' . ‘ .
b} cos 2 . c) g i

t g " Jn. In
Sustriuyerndo 1zpor g = F

sa L. Mn In
Solucion: a) sen o = sen ( P 4)

in Tin In

6 4 B 4

122"

11 .
SEM —/ €05 T~ — cO§ - 5Er| eyl

Solucion:  b) cos T%

.
cos iy

Solucion: c) 947

[

ca~e
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4 .
cose = 3 senet sustituyendo en cos?e + senla

HE

-14 V3
v

Vit
—1+\f3— - R

1+V3

s 13 '
Ejemplo 2: Si oota=3yscf=75,P ] no

25 _
\/ esta en el lercer cuadrante y- 3T o g ¢ g, EMCUENTTE
ios valores exactos de: 2 - e

Msenfe+f . b) s fo 4 A 9tala-f
Solucién: | . .'
senla + Bl = sencc cosf“+ cosa senf
cosly + f) = com‘ cosp — -sena- send
1g la — B _tao-wf

1+ 1o g8

Estas tres igualdades nos muestran que la respuesta
del problama depende de |os valores de “sen, senfl, cosa,
cosf, tge y tgd;  determinemos entonces dichos valores.

. Dada que
ps " =2 |enemos que
cota = enQ y. cota = 3 ' q
coso 4 o
s 3 por lo-que
sen g d

1 tenemos
4 o .

(3 sena)® +sen’a =1 0 bien

%—senza + senfx = 1

16 sania + 9 sente = 8

25 wniag =9

seniq = X
en 25
_ 3 . N
seng = 5 O seng = ~ g
cota g5 positiva (ot @ > o) en el primer

cuadrante y en el tercera como Pla) no esta en el tercer
cuadrante entonces estd en el primero, en este cuadrante

sen @ > 0 por lo que descartamos sen & = - -
3 .
quedando entonces sena = gy sustituyendo en

costa + sen?a = 1 {ensmos:

8
]
(]
=]
|
-
|
|
[3:3

19 = -2 _ 2
Cos"l T 35 5
6
cosle =—
5
_ 4 . __ 4
cost = — O cosx =~ 5=

como Ple) &s un punto del primer cuadrante cosa es
positive por 1o que. -

cosy = ——
5

Determinemos ahora lo concerniente al arco fi; -
a .
tenemos que  sec f =1? “par lo que cosﬁ=%
Sustituyendo en  ¢os2f + sen?fl = 1. tENEMOS

...ZE. + senlﬂ: 1

168
' 25
s = kil
sen’f =1 -155

169 — 25

1 = ——
senlfl 168
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144
senff = ——
B 169

; 12

12 4 = -

senf] =37 6 san § 13

?.i 2 B2 Zm o sea PIB) estd en el cuarto cuadranie en
2 _

el que sen f§ . 12
es negativo, por ello descartamos  senf = 73 Y queda
12 '
san f = — '}

Hasta agui hemos determinado:

=3 '5—__13. ‘ ‘
SBI'IQ—S s&n = 13 ‘ .
. 4 _ 5 )
cos o = & oosﬂ_-»-i_.
: 3 __n
| porconsecuencia tga =g ytgf =~ g

Sustiluyendo en las expresione;

sen {o + fit, cos o + 6 y tg e — ) tenemos

8 - 33
3 65 -, 44 12y_15 48 -_ 33
sen fo + f} = 5eom .+.g(—ﬁ 65 - 65 65
46 34 w2y _20 36 _ 56
m"“+ﬂ)=§'§_§( 13/ T8 T8 65
3 ('12) 3,12 o\
- =4 _\ 5/ a7 % _ 20 _ &3
tg fa - f) 3 1_2) ~38 b S
T+ 4( b 20 20

Nota que senle +f) < 0 v que cosla +f)> 0 por

fo que podemos asegurar que  Pla + ) €5 un punto
-en el cuarto cuadrante,
. @ Ejemplo 3. Expresar las siguientes propasiciones en
4 ' .

-7 términos da una funcion circular de 8.

126

i) cos (g + 8) b) cot (?4—"— E)

]

Solucion: a) cos (g- + 9) cos % cos § ~ sen g' sen §

cos (g +3)

It

i;cos [/ —%sanﬂ
2 )

b) cot (34—"—9) s ——

]

3
th" - tgf

3m

1+ tg 4th

3
1+ g Tﬂ tgd

3 .
tg *‘4”— - g8

=V +H{-1) o8
- 1-1gg

1~ tgfl
T =1~ 198

_taf -1
Totgd 4+

Im_ N\ _tgd -1
cot(4 8) iy

6.2 FORMULAS DE REDUCCION.

En esle tema debe aprender a expresar fas lunciones
circulares de un nimero real en terminos de funciones de
olro nlimero entre @ y5 valiéndose de SXPresiones
conocidas como  farmulas de reduccion; -para aceptar

dichas fdrmulas primera debemos entender que st Kel
entonces :

N

sen zk = =0 y mszk%i(—ﬂk,

Estudiemos
ahora las
tormuias

de reduccidn.
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Siendo k un nimero entero, el punto terminal  Plkn)
del arco kr es el punio A(1, 0) 0 el punto B {1, 0)
{Ver Figura 4).

sen 2k 3 = Dy cos 2k 5 = ()%, k€|

Ahora bien, si § es un nimero enfre 0y 3 (0 < f < Z} enlonces

N sen 1zk§%,ﬁ] = sen 2k § cos f+ cos 2k 3 sen
=0 cosﬁ + (—ﬂksenﬁ
st1ﬁmm
sen (2k 3 + f] = 1) senf ' a
i) - también | |
B{-1,0) . cos [2k 5 + ] = cos 2k . cash — sen 2% senf
= 1—1)-" cosf — 0 - senf -
= 1% cosf
cos [2k 3 + fi] = (1 cot | o (@)

Figura 4

El punto terminal del arco ke s el punto A{3,0)
cuando k s un ndmera par & CETO  (p(o), P(2n), P{~4n),
Pi—10m) etc. El punto terminal Plkn) .

‘coincide con el punto B {-1,00 s k es un nimero

Estas dos expresiones son utilizadas cuando el n{- El sipno
mero puade representarse como la suma de un muttiplo puede ser

{(+}al-)

n
par de 3 mas A Observe que en estos casos la fun-
cidn no cambia, pero el signo que le antecede si puede
alterarse.

Si lc.es por, C | Cansideremos ahora ef caso en que el nimero puede
cero O impar...  impar (Pta), P37}, Pi-5 m P11 n}, Pi-n} etc.) en cual- .
: quiera de los dos casos anteriores |la ordenada del punto expresarse como la suma de un maltiplo impar de ([‘zk_ ) E]) y B
terminal es cero por 10 quUe senkn = 0, k € 1 adems cos ‘
fk @) = (1% ya-que si k es par 0.cero (el punto terminal sen [(Zk + D3+ ﬂ] = s [2k 743+ B]- distributiva a la derecha
coincide con - A) (-1 =1, mientras que cuando k - ‘ - :
es impar (el punta terminal coincide con' B) (- 1)k = _ _
por consecuencia = sen [% + 2k I+ ,G] conmutativa
sikEl _senkn=0 oy coskn=(‘”k
y como kr = 2k; entonces = gen [% + (2k % + ﬁ)] agrupacion
"128 129
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= ™ T L) L
= sen 5 cos (Zk 3 +ﬁ) +t:0525:=.n(2k2 +ﬁ)

desarralio del seno
de una suma

= 1'(:05(2‘( %+ﬁ)+0'sen(2k%+ﬁ)

cos (2k g + ﬁ)

kil

=1 )kcosﬁ

sen [(2k + 11 5 + f]

{-1)k cosf (3

.tambign

ws [izk + 1) § + g

~ 0 hien

cns[2k%+%+ﬁ]

os [5.+ (2 5 + 6]

I

cus%cos (2k % +B)~ sen % sen (2k%+ B)

0 cas(2k 5+ 8- tsen({2E+g)

it

- sen (2k%+ ﬁ)

- li‘ sanfl’

cos [(2k + 1) 5 + ]

-1 }k +1

senf (4)

También en
este easo

hay que
sequir el signo.

@ :

~ Debe notar que en os casos (3) y {4} en que el
nimero se expresa como un miltiplo impar de % - mas

~ £ la funcion pasa a su cofuncidn v el signo que ante-

cede a la funcién puede cambiar, de positivo a negativo y
de negative a positivo.

Ejemplo 1. Expresar sen 7.2910 como una funcion
de un nimero entre 0 y 5

™= 3.1816, 7 = 15708, ; = 0.7854

Solucion: 7.2810 = 4:3 + 1.0078

comg el coeficiente de % es par, nos valemos de la
expresion (1) entonces

san 7.2910 = sen (4 % + 1_0073)
= 1% son 10078 como 2k =4, k=2
2= [-1)? wn 1.0078
. = san 1.0078

por lo que

sen 7.2910 = sen 1.0078

1.0078 es menar gue % -pero se exige gue el ndmero
5ea positivo y menor que % para lograrlo hacemos uso

de la propiedad de cofunciones,

sen 1.0078 = cos (g - 1.0075)'

1

cos {1.5708 — 1.0078)

cos (.5630

¥

finalmente

sen “1.0078 cos 0.563¢

Ejemplo 2, Expresar cos 21.6873 como una funcion @

de un nimero positivo menar gue 14'—;

Solucion: como en el ejemplo anteriar

21.6973 = 13 (1.5708) + 1.2769

.. T ' R
el coeficiente de 3 es 13, nimero impar por lo que

_aplicamos la expresion (4).

cos 216973 = cos [13 24 1.27.59]'
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= -1)%*1 sen 1.2769

= {-1)7 sen 1.2769

l
i

= - sen 1.2769

1

- - cos [— - 12769]

= - ¢os {1.5708 —.1.2769)

= — 05 (L2939

cos 21.6937

cos 0.2939 .

@ Ejemplo 3. Expresar cot 7.3284 como una iuncion
de un nimero positiva menor de i

cos 7.3284

- cot 7.3284 = sen 7.3284

cas [ﬂ + 1.0542] -

sen [— + 10542]
_ [1)? cos 1.0542
~ 112 sen 10542

= cot 1.0542
= 1 (5 - 1.0542)

cot 7.3284 = tg 0.5166

REACTIVOS DE AUTO-EVALUACION

Encuentre el valor exacto de

T n m g L = 31 _ 3n
en 35, cos 33 Y tag3 hiciendo 37 = 3 2

' 18 19 .
Encuentre el valor exaclo de cos &, sen 3 ¥ tg 112 haciendo

[y}

B.

9.

a)

Encuentre el valor exacto de seno, cosenc v tangenie de i’—; haciendo

2n s
e=3.8=73

Encuenlre el valor exacio de seno, COSeNO y engele de l-ll‘—hamendo

"
ﬂ=3,ﬁ—z

. 4 24 < < Lgsm
Si cos a'=§ymsﬁ_22—5,0-'“-—210 g 7 encuentre el .
valor numérico de:
) senia + ) b) cos (@ — f c) tg la + B} ‘
d) cos (o + f) e) sen (o — ff) ftgla=p
_ 12 40 . d
Steosa=-q3 yeotf=3,P {e} no esta en gl tercer cuadranie y
0= 4 3%‘ encuentre el valor numérico de:

a) sen {a + f) b) tg {x + fi} c) cos 1&_ - B
d) cos (e + f) e} sen la — f)tg o — f)
Siesca= %y sec § = %.%f‘?‘s "'%55 P = 25 encuentre el

valor numerico de:

aj sen (o + f) b) 19 {o + fl ¢) cos lx —fi)

d) cos [a + 3 e) sen {a - B} N le— B

Determine en qué cuadrante se lacalizan los puntos
Ple + 8 y Ple - B de los problemas 5, 6y 7.

Escribe cada una de las expresiones siguientes en {EFITHHOS de E solamen-
le

mﬁ+ﬂ
sen (- § + 6)
o9
o (54
(0 -3)
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I ese (8 —-f)

gl sec (-} - 6)

Verifica las siguientes identidades:
10.

1+ cotacotf
cot f —cot ¢

al oot fo=f) =
h) tle + i—")—tg(a—%)ﬁo

cl san(ﬂ-—%)-#cos(ﬁ—%)z\/:i—senﬁ

i 1+ tge

+ —}E

d gl 4} 1-ta
+

e T o qiyg
Los o ¢os 3

11. Expresa cada una de las siguientes funciones en términos de funciones
' - m
de unnimero real e talque 0 < o < 3

al sen 3
b}  cos 5.5676
c) tg 12.7060
d} cos 4

e)  cos (—4:4331) -
f)  sen (~4.4337)
gl sen {~10.9080)
h) 1w (-17.5322)

i} g 54212

134

e

~

Modulo 7

0BJETIVOS ESPECIFICOS
Al terminar de esludiar este moduio, el alumno:

Declucita la expresian para & seno del doble de un nimaro,
Beducird las tres expresiones para el coseno del doble de un namero,
Deducira 1a expresion para la tangente del doble-de un nimero.
Deducira Ja expresion para el sena de la mitad.de un nimero,
Deduciré la expresion para el coseno de la mitad de un nimero,
Deducird las dos expresiones para la tangente de la mitad de un
nmera, ' : ‘ :

Delerminara el valor exacto de una funcion del doble o I3 mitad de -
un nomero conacida una funcion de este numera y la posicion del
punto lerminal, '

ESQUEMA — RESUMEN

Funciones

- circulares
del dable de
un nimero,

Funciones
circulares.

4

Funciones cir-
culares de la
mitad de un
namero,

Valor exaclo
de una funcion
* del doble o la
mitad de un
namero,

135
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Estudiemos

fas funciones
girculares

del doble de
un niimero,

Hay um
expresion
para el seno
de 2e,

136

7.1 FUNCIONES CIRCULARES DEL DOBLE DE UN
NUMERD.

El propdsito de este apartado, es dervar y darie a
conocer las expresiones mas usuales de las funciones del
doble de un nimero en términos de funciones del nime-
fa, sea a .un ‘namero real, 2a  obviamente es el
doble del nimero «; gueremos expresar  senZe, cos2a
y tg2a  en términos de funciones de @, entonces:

sen 2o = sen o + a)
= sBnQ cost + cosx send
seNa cose + sene cosd

sen 2o 2 sene cosq

ahora,

cos 2o = cos {a + )
= postr cos0 — SEMWY Send
cos?a — senlo

I

cos 2a = coslo — senlq

Ademés de esla expresion, es muy Otil poder repre-

sentar  cos2a  en términos de solo sena O sOlo cosa,
cosa que logramos facilmente,

sicos 22 = cosla —sen?m y sen?a = 1 - cosin

sustiluyendo tenemos:

costa — {1 - cosla)

i

. cos2a

cos2c = ¢osla — 1 + cosla

[ cos2e = 2 cosla - ﬂ

n

pero también

cos2ec = cosle — sen’lno y cos2a = 1 - senla

EﬂlbﬂCESl
B cus.‘;_ut—?- (1 - senln) — senio
cos2e = 1 - sen’q - senic
l cos2ee = 1 — 2 senfar
0 bien ’

| cos2a = cosla — senlm = 2 cosla - 1= 1 - 2 sentn —I

finatmente

Il

tg2 = wle + al

_ tga -+ tge

= 3 g toa

_ _21tp
=1 - tgla

_ 2 tgo
10 = T gt

7.2 FUNCIONES CIRCULARES DE LA MITAD DE UN
‘MUMERO EN TERMINOS DEL NUMERQ. '

Ahora, pretendemas proceder a la inversa de como
lo hicimos en el terma antericr, bas funciones de un nd-

mero % queremos expresarlag en {&rminos de funciones

de o o sea fas funciones de un namero en términos del
dable de dicho nimero.

Sabemos que cos 2f= 1~ 2sen?f, s hacemos
28=a¢a entonces f= % 7 y suslituimos en la
igualdad anterior lenemos:

44
cose = 1 - 2sen? 5

. o .
. 258n’-§ 1 — cosa

Tenemos tres
EXPresiones

para el _
coseno de 2o,

&

La tangente
de 2o 65, .,

Ahora veamas
las funciones
circulares

de la mitad

de un niimerg.
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Ohtengign wn? & = 1~ cos
del seno de 2 z 2
2

0 también

sen o= \‘ 1_%{:“; 2a

Obtencion del - En esta expresion el signo se elige de acuerdo con el

toseno de % cuadranie donde esté el punto lerminal del arco de lon-

: . o
’ _ gitud 3.

2:4. T — Cosn
SBI'IZV—— '_2'_

St en la expresion

cos 20 = 2 cos2f - 1

hacemos
a o

2ﬁ=ﬂyﬁ=5 cose = 2 cos? 5 - 1

) . .

.o : 005&4*152:0515

a

2 cos? 7= 1+ cos

, @ _ 1 + cosy

eos? 3 = ——5—

o 1 + cosa Lo . :

cos 3 =% [—5— o también msagi\’lﬂ;z“

También en este caso, ef signo es el cofrespondiente
al cuadranie en que eslé uhicade el punto terminal del

.
arco 3.

o . ' . : )
Para ta 1 2 existen dos expresiones que se
" oblienen usando las identidades
O
2 cos? 7= 1 4+ cosa

2sen1g51'—cosa Y

138

st en la igualdad

) L. . s o
se mulliplican ambos miembros de la fraccion por 2 sen 2

oblenemos:
T, a
- E _ 5ean 2 ‘ S8n 3
B -
. cos 7 sen 2
2 -
o« _ 2 sen
19 2 - 2 E
5en 3 Ccos 2
pero como

1] a o a o
2 5 24 a ¢ R
2 sen =1-cost y 2sen 7 FO5 5 sen(2 + 2)

2

sustitimos v resulta

o _ 1 - cow
5= sen

Si en la igualdad

sen >
2

a
tg_5=

14
Cos 7

multiplicamos los dos miembros de la fraccion por
2 cos 2 lenemas: :

2
o o
g=sgn5.2cosz
RS-
cos 3 cos
2 son @ oog &
tgg__ sen 5 cos
2 o
2cos1§

sena

La tangente
de% tiene dos
EXpresiones,
que empleamaos.

120
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.. o o
tambien 2 sen 3 005 5 = sena

sustituyendo tenemos

a senc
2

837 = 7F cosa

REACTIVOS DE AUTOEVALUACION

1. Sisene= %y P{a} esid en el segundo cuadrante, de-

~J

o ‘

termine el valor exaclo de las siguientes funciones:

al sen 2a clig 2a el cps%
b) cos 2x _d)sen% f)mg'

: 3 S )
Si.cos & == ¢y Plal estd en el tercer cuadrante,
encuentre el valor exacto de las siguientes funcic-

- nes:

a
a)sen 2o Cltg 2o e cos 5
blcos 20 d) sen g ‘ f)tgg

Verifigue las siguientes identidades:

tgfl
1. - cos?f = cse2ff

sen 36 =3 sen f — 4 send §

'senZCttga+|:052&E1

sen 2 0 cos 2 6 _

wend  cosd - secd
1 - wgla _ 5
TTE’E - ros A
cos g — sen g)z = 1 — senf

a .
Yy 2cos? z¥ 1 + cosa

10,

1.

12,

13.

14,

15,

16.

sen 4o _ .
won 7 - 2 ctos 2o
3 = 31g8 - 1w
tg T 1 -3 gif
a

csc — cota = g

2

sen2f casf

{1+cos28) (1 Fcosf} =

cotff — 1g‘

B B

i

F]

tg 5 + cot 7

sen 3o
e

1+ g2
2t

cseln
cotla — 1

cos 3o _

CosX

ese 20

sec 2o

141



N E:E
Preparatoria | et humuone X
ablertaOﬂline www prepa-abierta.com Eﬁ'

Maodulo 8

OBJETIVDS ESPECIFICOS
Al terminar de estudiar este madulo, el alumno:

T.  Expresard el producto de dos funciones circulares dadas coma una
suma o diferencia de funciones,

2. Expresara la suma o diferencia de dos funciones dadas como un pro-
ducto de funciones. -

3. Aplicard tas transiormaciones anteriores en la verificacion de idsnti-
dades. .

ESQUEMA — RESUMEN

Funciones
circulares,

Funciones de

la suma o ’ Producto de ' Verificacion -
diferencia dos funciones de

de dos nimeros circulares, identidades.
{Modulo 6).

1173




El producto
de frecciones
puede

. EX]IESEISe
£OmO Suma o
diferencia.
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~ohien| sene cosf= 15 [sen -l(rx + f) + sen {a — .ﬂ)]
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8.1 TRANSFORMACION DE PRODUCTOS A SUMAS Y VI-
CEVERSA.

Con frecuencia se presenta la necesidad de expresar
el producto de dos funciones circulares Como una suma o
diderencia de funciongs, y viceversa; vamos & indicarle
camo alrontar esle lipe de problemas. Consideremos las
expresiones para’ el seno de la suma y el seno de la
diferencia: '
sen (o + )
sen [ — )

sen @ cos J + cos a sen f
sen @ cos f — cos o sen f§

L

sumande miembro a miembro las dos i_gualdades tene-
mos:

senfo + ) +senfo—f =2senc cosf

0 ;—.[sen'{ﬂt + 6+ sen‘ o — ﬁ]] = seng cos I

-

"Quedd expresado un producto en 1rminos de una
suma; consideremos de nuevo las expresiones del sena de
la suma v el seno de la diferencia y determinemos el
resultado de réstar - sen (o — ) 4 sen @ + f)

sen {0 + ) = sene cosf§ + cosa senf

it

sen o ~f} = — seno cosf + cosc senf

son e+ [ —sen (x—f) = 2 cos a_sen
o %[sen(a+ﬁ)—5an(a—ﬁ}]5cm& s'a.nﬁr

o bhien  cos @ s;zn g= ;—[sen fa + B - sen le - ﬂl]

Consideremos las expresiones para el coseno de la
suma y el cosenn de la diferencia.-

cos lo + f) cos o cos § - sen @ sen fi

cos (@ ~ fi) = cos & cos f§ + sen a sen f§

si sumamos miembro a miembro estas dos igualdades,
resulia

eos fo + f} + cos (o~ Bl = 2 cos & cos §
multiplicando por 1 ambos miembros v aplicando la

F]
propiedad simétrica de |as igualdades 1enemos:

cusucosﬂs%[cas(a-!-ﬁ)+cus(u—p)]

Si en lugar de sumar las expresiones para cos {« + f)
cos {a — fla cos [a + f} le restamos cos (@ — f) tenemos

qus_(a+ﬂ)scusc:cusﬁ—sanasenﬁ

—uos{u—ﬂ)ﬁ—cosacosﬁ—.sen&senﬁ

cos {o + f) —cos o — f} = — 2 sen o sen f§

Multiplicando ambos miembros de Ia igualdad por

—% v aplicando la propiedad simétrica de las igualdades

obtenemaos: _
senusenﬁz-%[ms {e + Bl - cos (a—ﬁ]]
o senasenﬂE;—[cos(a—ﬁ)—c‘;s(a+ﬂl]

En esia forma hemos expresado un producto en tér-
minos de una suma: . '

Eiemplo 1. Expresar los siguientes productos como
una suma:

3)  sen5f cos3fd
b)  cos5f sen7d
c]  6cos28 cosdl
d) san 2?" _sen %

Solucion: a) En este inciso nos valemos de |a expre-
516N

sen o cos i = ;— [sen (o 4+ ﬁ! + sen (o — ﬂ]]
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en las que sustituimos a por 5 4 y B por 3¢

sen 5 & cos 3 4

L]

;—[sen£53+36)+sen(58-351]

sen 5 f cos 34 %(sen38+san28)

blenestecasoa =50y § =706 y sustituimos en

msusenﬁé%[sen le + Bl - sen [G—ﬁ)]

queda  cos 5 § sen 7 8 = % [sen 128 - sen (-2 9}]
pero como sed (- f) = ~ sen §

PR
resulta - cos 5 # sen 78 =5 [sen 12 8 + sen 2 B]

<) La igualdad
_ ) 1
cos acosﬁzg[cos{a+ﬂ)+cos(a—ﬁ}]

Se multiplica en sus dos miembros por 6, o sesustituye

por 28y 8 sesustituye por 46

Bcos26cos4f= .621[c05I29+;16)+cos(26‘—46)]
chsZBcos4GE3[cnsﬁﬂ+cos(—2fﬂ]
como cos (—ﬂ)"é'oosﬂ énaonces

6 cos 2 8 0054353[00563+c0526]~

d) éanusenﬁz —‘21' [cos{a+ﬁ)—cos (uf-,ﬂl]

: .
o senasenﬁzE[oos(a—ﬁ}—cos{&+ﬂ}]
L = I
Ca=3 f=3
con “Lenm L= oo 1 —enc &
sen 3sen 3 = 2{60517 c053]
LI W N U S
0 sen 3~ sen 3= 7 [c0s 3 s

Para llegar a las expresiones con las que podremas
Bxpresar una suma de funciones circulares como un pro-

ducto, nos basaremos en las cuatro formulas que acaba
de deducir; creemos canveniente cambiar la notacidn asi
que hagamos o + =80 ~p = Resolviendo este
sistama de ecuaciones tenemos:

(1 a+8=29
{2) «-f=w
 Zazoty
gt o

z

Sustituyendo en {1)

_ d +w
f=0-"7
28 -8 -w
f= 2
_f-w

ﬁ- 2

Estos valores de a v f los sustituimos en las iden-
tidades; .

al sen {a+ f) + sén fa — f) = 2 38n a cos f

2cusasanﬁ

13

b) sen {x + B) — sem {a — f)
c) cos (a+ﬁ)+c§s(u—3152miacosﬁ
d} oosr (a+ﬁ)—cc‘rs‘(a—ﬁ) =-2 san a sen f§

y oblenemos:

. _‘ e
sen. § + sen w = 2 sen = cos —,

sen 6 — sen w = 2 cos 2 sen —
msB+cost‘2ms‘gzw msezw
' + - w

X
cos § — cos w = -2 3en 5 sen —

También la
suma de
funciones puede
EXPTES3ISE COMO
un producto.

1 A=
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Ejemplo 2. Exprese sen +sen 36 +sen 50 +sen 74
- como un producto.
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Solucion: Agrupando por pares estos sumandos te-

nemos: ) )
(senf + sen58) + (sen3f + sen74d)

¥ como

' . + 58 # - 50
’ senfl + senbf = 2sen 8 3 cos—

30 + 18 3t - 70
2 cos 2

sen3f + sen78 = 2sen

entonces:

{senf + sen 56) + [sen 30 +-sen 76)

send + sen 38 + sen 54 + sen 78

‘]'_
al
b}

£
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il

2 sen 36 cos (-28) + 2 sen 58 cos{—2f)

2 sen 30 cos 20 + 2 sen 50 cos 20

i

2 cos 20 {sen 38 + sen 50}

+ 34 — 54
21.:0526'Zse.n3ﬂ2 50 cos 2

]

2cos 20 -2 sén 48 cos {-8)

2 cos 200 - 2 sen 46 cosf!

4 cosf - cos 28 sen 40

4 cos § cos 20 sen 48

REACTIVOS DE AUTOEVALUACION
Exprese cada uno de los siguiehles producios come una suma:
sen 26 cos 3p
3f

f ndl
(:0!2 san 7

cos 50 cos 7§

d)
el
)
gl
h)
3
a)
b)
¢
d)
e)

il

sen 3f sen 68

4 cus% cos %

2 sen 70 sen 20
3 senf cos (~28)

5 sen {—36} cos {(—0)

Exprese cada una de las siguientes sumas como un producto,

i ki
sen§+ en g .

sen 8o — sen 2o
cos 3§ + cos B
cos 5ff — cosf

sen 8 + sen 44

cos 76 — cosf
50

80 8
sena - SEI"IIE

cosf + cos 78

Verifique las siguientes identidades.

cossfl + cos3f _
san50 T sendf W

cosB + cos2l _ 50
wen80 T sen20 catal

f

sen6f — sandd _

c0s68 T cosdd tg0
cas?l — sen?f _
san3t - sen = 2cscd

cos2a + co7d costit — cos

2 mndd

cos3d + cos60 | cos50 — cos2@

sl + wn2 8 +en 38
cosd Fcos28 Faoad v

=120

san 3
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Bibliografia para consulta

Trigonemetria Plana y Esférica.

Frank Ayres Jr,

- Serie Shaum. Mc. Graw Hill
1976 o

Introduceibn a fa Matematica Moderna,

. Elbridge P. Vance.

Fondo Educativo Interamericano, S, A,
1968,
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cl

e}

f)
g)
h)

2.—

a)

b)

d)

e)'

eseB

cacfl 7
sanf

—cotd

Paneles de verificacién

MODULD 5 — VALIDACIDN
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MODULOD 6 — VALIDACION

1 l_\/E—\/E l_JB-h/E

. 39!112— a CDS.IZ-“ 2
19 V4V 1 _ Ve-2

2. wn7g 4 CIgy T 4
sr_Vetvz s VE-V2

3, sengy = 2 cos 35 = 2

11n_ Je-v2 112 V6 + 2

4wy T3 ST R S
B. san(nr+ﬁl=-;- hos(a—ﬁh%
conla+ =2 senlec—f) = 3¢
6. wnletfl=om tg !9+ﬂ)=—%
cos{e +fi} = —% senlu-ﬁ)=,-:g—g-
7. un(a+ﬁl=% tq{u+ﬂ)=%
caslo+ )= o sonfee— ] = 0

B. Problema b: Ple + ) esté en el primer cuadranie
: " Pla—p} estd en el primer cuadrante
Problema B; Ple + fil esta en &l segundo cuadrante
- Ple—f) esta en &l sequndo cuadrante
Problema 7: Ple + Bl esta en el primer cuadrante

Ple = fl estd en el eje X entre el segundo y tercer cuadrantes.

a Vityg
1".'\/5&98

o) —Jzi (sanf — cosd)}

T+t
d 1—tg§
g Vi tgd -1

gl + V3

152

tg% = 2—\./;

g = 2 Vi
tgg3 = 2+V3
th:Ill,l'—'-'z-!-\/i
tg(a+.ﬁ)=%
tgla—f) =337
cos(d¥ﬁ)=~%;ig-
tg(a—_ﬂ)-“——%
cosfa—fl=-1

mh“m=0

gl

fl

g}

b)

cl

2
Vacosf + send

V2
SEFIB - CDSE

_ 2
cosf + send

sen 3 = sen 0.1416 -

cos 5.5676 = cos 0.7156
1g 12.7060 = tg 0.1396
cosd = —sen 0.7124

cos (~4.4331) = —sen 0.2793
san (—4.437) = cos 0.2787
sen (—10.9080} = cos 0.0866
tg (-17.5322) = cot 0.2534
tg 5.1212 = ~cot 0.4088

-

MODULD 7 — VALIDACION

_sen2a =~ g—% c]  2a = 371 e} cos 5= A/-::

cos2a= - 5= d seng=2—\:—; ) tg3=2

san2u='zz—% c) tg2a=*";—4 el 'cosg-=-\—/5§-

5052a=—;—5 d} sen%=-2—5~§ )l tgy=-2
N]DbULU 8- VALIDACIUN

;—- {sen 56 — sénﬂl |

{sen 20 + send)

M| =

{cos 126 + cos 20)
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d) —% {cos 88 ~ cos 28) = % fcos 20 — cos 86)

e} Z{cos% + cos%)

{}  —lcos9¢ -cos50)=cos58 - cos9f
\ A

9) 3 ten3) - send)

h) -5 (sendd + sen2g)

L i
a T I
) 2 sen 2 ©0s 1

_b)  2cosSa sen3a | : | | ;_;.:: _ ‘
o 2cosdp cos | | | - . B - UN IDAD X V
| FUNCION EXPONENCIAL

'1’} -2 sendd sen3f

. " FUNCION LOGARITMICA -

50 .
g} 2(’:05—42 sen%‘

e}l 2senbd cos2g

~h} 2cos4f cos3d
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Introduccion

Para el estudio de las funciones, nos hemos apoyado en la siguienie
clasificacion: algebraicas v trascendentes. El tratamiento de estas dltimas se
hace en el presente curso.

En 1a unidad que nos ocupa presentamos el esludio de las funcianes
expohenciales y logaritmicas, analizando sus propiedades a partir de su
grafica, ' :

Por otra parte iniciamos el estudio de las progresiones geomélricas
presentandc algunas aplicaciones Otiles.

Respeclo a la funcion iogaritmica se propene &l alumno la cbtencién
de los logariimos comunes.empleando la tabla v su uso en operacicnes
aritmélicas v funciones trigonometricas. Tambien se indica la forma de
caleular el logariimo de un ndmero respecto a cualquier base.

Para terminar inclufmos en esta unidad como aplicacién, problemas
de interés compueslo y ley de crecimiento nalural asi como ia solucion de
ecudciones logaritmicas.y exponenciales,
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Objetivos generales

Al terminar de estudiar esta unidad, el dalumno:

Identificara las funciones exponencial v lagaritmica.

Dascribird las caracteristicas de una funcidn exponencial o logaritmica
a partir de su grafica.
_Empleara los logaritmos comunes en el cdlculo de cperaciones aritme-
ticas,

Utilizard las propiedades de las funciones exponencial y logaritmica
en la simplificacidn de acuaciones camplicadas.

Aplicarad la funcion exponencial y 1a funcion togaritmica en 14 solu-
cidn de problemas que preveen situaciones futuras.

Diagrama tenético estructural

Funcion,

Funcion
exponencial

y

7
A

Funcidn
logaritmica.

y

Graficas.

Aplicaciones,

1M
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Funcidn Exponencial 1 Funcion definida pnr {5 ecuacion v = 1 (x} =

Pregresion Geométrica: " Sucesion en la cual cada 1érmino despues del pri-
mero se obtiene mulliplicando el érmino precedente por un misma
nimero fijo, llamado la razén o cociente comin.

Progresian Geométrica Infinita: Progresion con un numerc infinito de 1&r-
mings.

Funcidn Logaritmica: Funcién definida por la ecuacion.
y = log, x,
dondex>0 a> Oya# i

Lugammus Bnmunes Sislema de logaritmos que tiene a 10 como deE

Earacteristina: Nimero entero de un logaritmo. B
Mantisa: F’arle decimal de un logaritmo.
Interés Enmpuastn Cuando los inlereses que gana el capilal se suman al

capilal presiado a intervalos iguales de tiempo, constiluyéndose de ese
mado un nuevo capltal al final de cada unidad de tiempo.

160

Modulo 9

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al ierminar de estudiar esie mbdulo, el alumno:

tdentificard una funcien exponencial.

Construird 1a gréfica de una funcian exponenmal usando el méilodo de-
{abulacion,

Explicard las propiedades de una funcidn exponenmal a partir de su

grafica. -

Definira progresion geométrica.

Encontrard el valor de un término cualquiera de una progresion geo-

métrica dada,

Caleulard la suma de los n primeros términos de una progresion

geomeétrica dada. ,

Explicar el concepto de progresion geometrica infinita.

Encontrard la suma vy la razén de una progresion geometrica infiniia
dada.
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Funcitn,

E:2[E

ESQUEMA — RESUMEN

Funcion
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gxponencial,

y

Construccion

Propiedades.

de gréafica
por tabulacion,
Célculo de un
v _ término cual-
/ quiera.
Progresion .
geomeétrica.
™~] Cdlcuto de la
suma de los n
primeros términos.
Progresion - Célculo de
geométrica la suma y de
infinita. la razon,

- 9.1 FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS. -

En unidades anteriores estudio algunos tipos de fun- éA que llamamos

ciones algebraicas, funciones que se definieran por medio
de la ecuecion v = f(x), donde vy era-una funcion alge-
braica enx; ; en Iz unidad XI estudid un tipo de
funcién que no era una funcion algebraica llamada, fun-
cién circular. A las funciones que no son algebraicas se
les llama funciones trascendentes de las cualss estudia-
remos en esta unidad dos nuevos tipos de ellas llamadas
funcion exponencial v funcién lagaritmica, :

9.1.1 FUNCIONES EXPONENCIALES.

La funcion exponencial més simple es de la forma

funciones

transcententes?

Representacian

de la funcion
frx =+ b* exponencial,
donde b es.una constante mayor que cero vy diferente de
1. Podemos notar que esta funcion implica una potencia;
pero la funcion exponencial difiere de ta funcion con
exponentef: x -+ x® en que el exponente de la primera es
variable, Una funcion exponencial mas general es de la
formaf:x—+ b®donde a, b, son constantes,
El dominio de este tipo de funciones, es el conjunio
de los nimeros reales v 1a ecuacién que lz define es
y = fix} = b
Muchas de las propiedades de ta funcion exponen- Grafica de
cial se reconocen mas facilmente por medio de su grafica; la funcign
construiremos primero la grafica de la funcion y = 2% exponencial.
usando el metodo de tabufacidn gue va conoce. (Figura
1).
X | -4 -3 1 -2 0 12| 3] a
vl wlasl sl 1] 2]a (8]
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Y
3 4
1 1
8 16
AR ——t—s X
~7 —6 -6 6 7
. t } e X
5.6 17
Figura |
Emplea del . Construiremos zhora la gréﬂca'de [a funcion,
método de = [ s , . .
tabulacion. y_ (2) usando para ello tambign el método de tabufa- De las dos gréficas anteriores podemos obtener las
cion (Figura 2). C _ . siguienies propiedades de la funcion definida por vy = b*
164 165
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Prapiedades
de [a funcion
exponencial,

iA gué
llamamas
sucesion?

Sucesidn
infinita es, . .

Definicion de
progresion
geametrica,
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- dientes seran

1. Le funcién es positiva ya que para todos los valores
de x la grafica estd sobre el eje X,

2. Peratodos losvaloresde b, y=1 cuandox = o,

3. Si b> 1 la funcidn es creciente. Si x crece la

funcidn crece v al decrecer la X funcion se aproxi-
ma aungue nunca llega a alcanzar el valor Cero.

4. 5 b < 1T [a funcién es decreciente; si x crece
la funcion decrece y se aproxima aunque nunca
Hega a alcanzar el valor cero,

5. Sib>16b<11a fUﬂ'Ci(f]ﬂ no corta el ejé X.
0.2 PROGRESICNES GEOMETRICAS.

Consideremos la funcion exponencial definida por
y = 3y hagamos que su dominio sea el conjunto de
los enteros positivos; [os valores funcionales Correspon-

conjutto. de valores funcionales le llamamos sucesiéin, v
en general, decimos que una sucesion es el recorrido de
una funcion cuyo dominio es todo o parte del conjunto
de los enteros positivos, El valor. funcional del entero 1
es el primer término de la sucesion; el vator funcional del
entera 2 es el seqgundo término de la sucesion v asi suce-
sivamente. A la sucesion se le llama infinita si su dominio
es tode el conjunto de los enteros positivos vy se le llama
finita si su dominio consiste en los n primeros enteros
positivos. Con esta pequeda introduccion de o que es
una sucesion, podemos ahora definir progresidn geomé-
trica utilizanda la funcion .exponencial b,

Progresion geométrica es una sucesion en la
cua cada término después del primero se obtiene
multiplicando el término precedente par un misma
numero fijo, llamado razon comin.

Otra forma de definisla es expresando que:

3,9, 27, 81...... ... L3 A este-

Progresion geométrica es una sucesion en la
que la funcion que la define tiene una ecuacion de
ta forma kBY, donde u a5 una axpresion lineal en x.

Ejempio: La sucesion 3, 8, 27, 82.......
... 85 ung progresion geométrica con razdn co
min 3, Esta sucesion estd definida por fix} = 3x

. B 11 )
Ejemplo: La sucesion 2, 1, 3. 3. v &5 una progre-

sidn geometrica con razén ‘21 La funcidn que la define

Bs flx) = 22~*

La notacidn siguiente serd la gue usaremos para es- .

tudiar las progresiones geométricas.

a, =Primer término de la progresian

¢ =7azdn comin

n =nimero de términps de la progresion
An=(ltimo o enésimo término de la progresion

Sn=suma de los n primeros términos de la progresion,

Puesto que cada término después del primero pode-
mos obtenerfo multiplicando el precedente por la razon
comun 1, .una progresion geométrica podemos represen-
tarla como:

By, agr, ayr?, a3, agrt ..., a !
donde &, -7 nos representa el Gltimo término
asi:

An = g, -1 (1)

* Ejemplo: Encontrar el séptimo término de,la progre-
sidn geométrica -25, -5, —1,..... En esta progresion

- conocemos el primer 1término v el ndmero de términos,

perc como no conocemos fa razon comin, la podemos
encentrar haciendo uso de la definicion de progresion,
asi tenemos que

{-25} r = -5 entonces r =;—

Notacion de
una progresidn
geométrica,

Representacion
de una
progresin -
geometrica,

N/
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Obtencion
de la suma
de términos.
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luego

r =

Usando ta formula para el Gliimo {ermino se tiene:

an = 8 y" ! = {-25) (%)7_1 & 1*25}'(%)5 = - %

. ‘ . _ 1
Por tanto, el séptimo término delaprogresiones gzs *
Ejemplo: Si el primer término de una progresion

geométrica es 4, &l dltimo es % y el nimera de 1é&rminos

es 6, encontrar la razon comin.

Sustitusmos estos valores en la formula para el Oiti-
mo término, quedando .

4 (r}a—l

4 15

o == W=

1
'i‘—r

. ) 1
Luega, la razdn comin es 5.

En los ejemplos anteriores solo han intervenido.  ay,

" an, TY npor lo gue €5 Necesario encontrar una expresion

para la suma, lo cual hacemos de Ja siguiente manera;

Escribimos primerg la suma de n términos de la
progresion como

Sn=a tartar+ann+ " a, " (2)
multiplicames ambos miembros de {2) por .
rS=ar+ar + ayr da P o + a8, ... )

2 (2) le restamos {3) quedandanos

Sp—rSp=a; — a1t

Sy (-1t =a —a "

Resolviendo para Sn, tenemos

a; —a " )
s,,=—1———.1_r fr+1) - {4}
_a l1-r")
1T
Esta expresion la podemos escribir en otra forma ya
que si el Gltimo término de la progreston es
-1

an =an "' enlonces Tam = anr"

sustituyendo este valor en (4), tenemas

3y —a r a, — I ap

Sn = 1=t = E— ,r*'l ..... (5)

¢Qué sucede si una progresion geometrica.r = 17
Ejemplo: Si en una progresion geomélrica  a,. = -2,

r=2yn=8 ¢Cudl es el valor de la suma y cugl es el
valor del (ltimo érmino? . ‘

Primero encontramos el Gltima término cuando |a
farmula (1}.

an = an "1 = (-2) (21°70 = (-2) (2 = {-2){128) = 256

Puesto que conocemos el Glima téermino de la pro-
gresion geomélrica usamos la farmula (B) para encontrar
sU suma '

.. 8 —ran ~2-{2) |-256) _ -2 +%812 _

§n = -1 1-2 =T —o0

Los términos qué hay entre dos términos cualesquie-
"ra en una progresion geomeétrica, se les llama medios
geoméiricas entre esos t&rminos.
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Si el niimero de
términos {n)
es infinito. . .

Ohtencion de la
suma de
términos.
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9.2.,7 PROGRESIONES GEOMETRICAS INFINITAS

En el tema anterior se esludiaron progresiones geo-
métricas en las que e nimero de términos (n} que se
consideran es finito. £n este tema estudiaremos otro tipo

de progresiones en las que el nimero de términos crece -

indefinidamenta v irl<1  por ejempla la progresion

111 g
3:-9:737 .....Eh'

Bs una progresidn geométrica infinita, y si consideramos
que el numero de términos n crece indefinidamente en-

: A 1
tonces el Gltimo término que es 37 se hace cada ver
més pequefo por lo que podemos concluir que si n es

1 .
muy grande gm  tiende a cero,

En este tipo de progresiones podemos obtenar el
valor de $n, de la siguiente forma:

De la férmula (4) tenemos

- n

Sn.= ﬂ—.,'err-
g 1= "
Sn = 1' = rr ’
si Irl«1  entonces ™ tiende a cero cuando n crece

indefinidamente por lo que se tiena

g {1 — 0
Sn=“‘11,—_7‘

S|
Sn = =1 : (6)
Ejemplo: Obtener la suma de la pragresion

- T

¢ g7 e gl

-

1
3

De la progresion tenemos que

=4
3 =3

1
3

Sustituyendo estos valores en la formula {B) se tiene

Ejemplo: Obtener Ia suma de la progresion

D I N Y
‘:51251125,..-" 5

De la progresion tenemos que

a =1

-

Ejemplo: Se deja caer una pelota desde una aliura
de 10m. vy rebotag de la distancia que ha caido. En-
contrar la distancia lotal que recorre antes de quedar en re-
poso. Solucion. En este caso podemos considerar que el ni-
mero de rebotes que da la pelota antes de quedar en reposo,
e muy grande por 1o que la progresion que se forma con
las distancias que recorre Ia pelota es una progresion geo-
metrica infinita {Figura 3).

10f 8| 8| =(3%| 18

}
T TTTITIT a7 TT 7777 LTI 77777777 /////////ji”

Figura 3
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De la figura vemos gue a partir del primer rebote se
forma una progresion en la que los iérminos se repiten,
por lo que la distancia total recorrida, sera 2 veces la
suma de los términos de la progresion mas los 10m. que
recorritt en la caida inicial. Asi,

a8 =8
=3
"%
Luego,
8 8
Sn=—3=73 -4
1-35 B

Distancia total recorrida = {2) {40) + 10 = 90

- REATIVOS DE AUTDEVALUAGION

En los siguientes problemas consiruya las gréficas de la funcidn dada.

y = 8*
g

1\
=3
En los problemas de la a) a 1a €] escriba los primeros 4 érminos de
una progresidn geométrica si se conoce:

E|=5: r=2
= =1
a,-—a;_r—2
w =3 =2
. %7 T3
i
a, =-g r=-6
8y = ¢ r=d

Dados los tres primeros 1érminos: 2, 6, 18, encuentre el octavo tér-

g}

f

g

10.

11.

12.

mino y la suma de los B términos.

Dados los tres primeros términos: B1, —27, 9, encuenire el sexto
término vy 'a suma de los 6 términos. '

encuenire el séptimo

1

M-

[Ty
F

Dados los tres primeros términos:

1

1&rmino vy la suma de los 7 términos. -

; P 4 B4
[nsertar 3 medios geamétricos entre EYE -

~ Inserte 4 medios geometricas entre —4 y %

En los problemas 'c‘ie ta a) a la g) determine los elemenitos que faltan
3¢ Fan,ny 5n.

8, =2,r=3,n=6
ap =58, r=3, 8, = 3645

Sp =425, r = =2, 8n = - 640

Sp =1765,a, =3, e, = 384
' 35
an = 405, 1, =§,Sn =-27T
1
8, =8, 83 = g n=8

a,=-25 n=7 r=- ~;—

Una persona invierte $100.00 al principic de un afio; si la inversion
rinde 5% de interés compuesto anualmente, {cudnta vale su inversian
al final de 5 afigs?

Se deja caer una pelota desde una altura de 12 m. En cada rebole se
eleva %/y de la alturs alcanzada en el rebote anterior, ¢Qué distancia
recorre en.el instante que golpea el suelo por guinta vez?

Un automovil que -costd $100,000.00 se deprecia el 10% cada afio,
¢Cudl es su valar final al del 4° afig?

En los problemas de fa ) a la h} encuentre 1a suma v la razén de la
progresion geométrica infinita dada. -
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4 15 64
LB Tzer
3 3 3

3 3 3
927 B1° 243
.1, .01, .001, 0001, ...

s 5 _5 5
T4 16' B4 356
100, 90, 81, .....

La suma de una progresion geométrica infinita es 22_5 v el primer |

término es 5, ¢Cudl es su razon comin?.

Los lados de un cuadrado miden 6 cms. Se farma otrg cuadrado -

uniendo los puntos medios del primer cuadrado, después se forma
otro untendo los puntos medios del 2o. cuadrado v asi sucesivamente,
Encuentre la suma de las dreas de todos tos cuadrados gue se forman
incluyendo la del primero.

Encuentre a suma de los perimetros de los cuadrados del problema
10, incluyendo Ia del primero,

Madulo 10

OBJETIVGS ESPECIFICOS

Al terminar de estudiar este méadulo, el alumno:

Definira una funcion logaritmica,
Construira a gréfica de una funcion logar itmica

tabulacion,

Deducird las propiedades de la funcion lo
una funcién exponencial,

usanda el método de

garitmica expresada como

Cambiard una expresion dada en la forma exponencial a la forma

garitmica a la forma

Propiedades.

y

lagaritmica. '
Cambiard una expresion dada en la forma lo
exponencial,
ESQUEMA - RESUMEN
Funcion —> Funcién.
logaritmica.
Y
Construccion
de gréfica — >
por tabulacion,
Funcion .
exponencial >
(Modulo 9).

Cambio de expre-
siones de la farma
exponencial a la -
logaritmica y
viceversa
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10.1 FUNCION LOGARITMICA

Dados a €P, 2+ 1 y y € P, hay un solo valor de ¥
que satisface 1a ecuacion  a¥ = x; resolviendo esta
ecuacion para ¥, tenemos que y es el exponente a que se
tiene que elevar a para obtener el nomero x. Con esto
oblenamos la siguiente definicidn: ‘

Definarivos Logaritmo de un niomero es el exponente y al que

[ngaritmo tenemos que elevar una base a para que nos dé un nd-
dewn nimero,  Mero . x |o escribimos como:
y = log, %
donde a; x> 0Q0yax 1, ay selellama el logaritmo

en base a del nlimere x. Esta ecuacion es la que define ka
funcion logaritmica y la escribimos como -

f:x -+ log, %
Representacion La definicion anterior la podemos escrll:nr lambien
de Ia funcidn de la siguienie forma

logaritmica.
: y= [Dga X == g¥ =

. por lo que podemos concluir gue ¥= lﬂga xya =x 50N
dos expresiones equivalentes y es muy. imporiante que no

olvide esto, ya que a partir de esta equivalencia, se dedu- -

cirén las -propiedades de los logaritmos.

@ Ejernplos:

flog; 28 = 2 == K. =25
N olg, 16 = 4 =2 - 16

log, 1 = 0 e 77°=1

logy 16 = ( )'2 = 1%

logs 51"5- =-2 =§7 = L

176

" En seguida construiremos las graficas de dos funcio-

nes logaritmicas cuyas ecuaciones gue las definen son

¥ = logax y y =logy x| 5 haremos usando & método

de tabulacion.
“tenemas @

Para-la ecuacion v = legs x

¥ = logg x == 3¥ = x '

Tabulamos
1 1 1 o
x |5 g |3 |113]9|27]|8 Gréfica de
la funcion
vl 3l2{=1|o]1]2 3| 4| logaritmica.

En este casa le dimos valores a la ¥y y obtuvimos los
correspondientes valores para 1a x.

Con los valores "abtenidos construimos a grafica
(Figura 4) (la escala es dlferente en cada gje)*.

Y
51 ]
4L
a (81,4)
3l .
25
2l )
(9,?) "/
14413,1)
(1'.0} L L 3y 1 f i 1 x
O 1020 20 40 ‘50 60 70 80 90
-1 -1
-3 ]
{ —2)
_3_ [
.“31
41 7
5| Figpradf

Conviene hacer ésto por la diferencia tan grande gue hav entre los valores que ie damos a Ia X
v los valores que tama la ¥
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De las figuras 4 y 5 podemos obtener algunas de las

Para la ecuacion ¥ = loay x  tenemos
' ! prapiedades de fa funcion logaritmica.

. ny . -
Ey vl
. T .

Tabulamas

1. Si ac< 1.(Figura 4} la funcidn es positiva para toda  Propiedades
x > 1y negativa para toda x < 1. La funcién no estd dela fun_ciﬁn
definida para valores negativos de x. + lagaritmica.

,_.

2. Sia> 1(Figura 4) la funcidn es siempre crecients,
Si x crece la y crece, : )

N |-
Y
0 |=
-
o

x |[6({8 (4 |2 {1

-4 (-3 t-2 |~ 2 4 . . ., ‘ .
Y 4 _3 _2 et 3 3. Sia < 1,{Figura 5) la funcidn es negativa para toda

x > 1y positiva para toda x< 1. La funcion no esta
detinida para valores negativos de' x.

L il -
Construimos la grafica usando escalas diferentes en

cada eje (Figura 5), . ) L -
4. 51 a<1, [Figurab) la funcién es siempre decrecien-

Y te. Six crece v decreca,
6. Sia>106a< 1,lagrafica intersecta al eje X en (1,0}
WL " {Figura 4 y 5).
4] e .
. 10.1.1. PROPIEDADES DE LA FUNCION LOGARITMICA. .
k| ‘E ' 3 ) ’ .
‘ & Algunas de las propiedades de los logaritmos se pue-
7 % 2) _ . : 1 * den deducir con facilidad, si consideramos que la funcién
' ' . _ 4 logaritmica la podemos expresar como una funcion expo-
1l (%, 1) - . . nencial. Estas propiedades son las siguienies: -
(1:ﬂl . , , . - X. u' 1. El logaritmo del producto de n nimeros es igual a la suma  La suma de
0 ' T de los logaritmos de cada uno de los nimeres. - dos logaritmas
Rt ‘ ) " Bs,..
La demastracion de esta propiedad se hard para el
_ producto de 2 nimeros v el alumno, a partir de ella,
21 puede hacer la demostracion para el producto de n ni-
_3l meros, ‘
4l Se desea demostrar que:
51 log, MN =fog. M + Ibga N . Utilicemos
: _ _ {icamente
Demostracién: ' dos niimeros
: " omyn,
‘ Sean M y N dos nimeros positivos cu‘yos logaritmos
Figura 5 : ‘ _ 50N m y n respectivamente, entonces:
178 . L | : : 170
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iA qué es.
igual la
diferencia
de dos
Jogaritmes?

-

Si multiplicamas
un niimero k

por el logaritmo
de un rlimero. ..

180 -

m logs M = logsN

-
a
|

=M y & =N

Si multiplicamos los miembros correspondientes de
fas dos igualdades anteriores, tenemos

am.a" = M-N
At = M.N Leyes de los exponentes
log, MN=m + n Definicion de logaritmo

log, M-N= log,M + fog,N  Sustitucion

2. El logaritmo de un cociente de des niimeros es igual al
logaritmo del dividende menos el logaritmo del divisor:

log, %’:*= tog, M ~ log, N

Demostracion:

m = logaM Y n=log, N

a” =M y &@&=N

S oM )

am N

m—n — M

a =N Leyss de ios exponentes
M o )

log, 7 =m-—n Definicion de logaritmo

log, M. log, M — log,N  Sustitucidn

N
3. El lngaritmo de un nimero elevado a una potencia
k es igual al producto de k por el logaritmo del
nimero; , '

log, M¥ =k log, M; . KER

Demostracion:

m

am

= log, M

=M

Elevando ambos miembros de ia igualdad a una-potencia

k, tenemos
{amk = mk
akm = Mk
log M* = km Definicitin de logaritmo

log,M* = k log, M.

Ejemplo:

log,, {30) {40) = log,, 30 + log, 40 .

Ejemplo:

log;

Ejemplo:

ioé;

Ejempla:

log) =~ = log, .40 — log, 3.21
73 T T

Ejemplo
logy
Ejemplo
log,

Ejemplo
log

{20 (302
10 ]

Sustitucion

(%) (%) = logs %‘ + logs -g—

100 ' .
G0 - Iogzu'!ﬂﬂ '-Vlr;lgm 0

A0
21
(300)* = 3 logy 300

3
(28.75)" = 2 jog, 2875

WY RN YN

153

"= log;g20 + 2 logyg30 — 37 logy15
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REALTIVOS DE AUTOEVALUACICN

En los problemas siguientes construya la grafica de la funcion dada.

y = logy x
¥y = logg x
y = logg »
. 3
y=loglx ) o
. 5 .

En los problemas de Ia a) a la e) cambie de la forma exponencial a Ia _

Iogan’lmica, y en los problemas de ia 1} a la i} cambie de forma
logar(tmica a la exponencial.

B = 625 1)

logy 9 = 2
1
267 =5 g} logo 1000 = 3
107 = 0001 h)  log, 125 = - 3
) T

6! =6 i) loges 7 = %
g5 = 1 .

YT il log ;100 = - 2

En los problemas de la a) a la d) encuentre pOr inspeccion a, moM. "

m = log; 64
log, 16 = -4
loge M = 3

m = log,
3

A
27

al

b)

cl

d)

e).

a}
b)
c)

d)

En los problemas de la a) a la-e) escriba el logaritme de la expresion
dada en otra forma equivalente usando las propiedades de los loga-
ritmaos. : '

log;s {36) {84)

logsg (408)’l “

logg, {93} (18)
(100" (36.8)3
as):

logyq

En los problemas de la a} a fa &) exprese como un solo logaritmo lo
gue se le da.

logs 20 + log; 100 — logs 30

5 log,; 200

1 .

; Iﬂgzg 300 - 2 IOQ:O 500

logyy 100 — 4 {log,, 20 — log,, 60)

log, fx + 1) - log,(x — 1) .
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Modulo 11

0BJETIVOS ESPECIFICOS
Al terminar de estudiar este madule, el alumno:

1. Obtendrd [a caracteristica del logaritmo de un nimero en base 10,
2. Obtendra ia mantisa del logaritmo de un ndmero en base 10, usando
- la tabla. : . '
J.  Dado el logaritmo de un nimero en base 10, obtendrd el ndmero,
usande |a tabla. ' _ :
4, QObtendra el logaritmo de funciones trigonométricas usando la tabla,
6, Efectuard operaciones aritméticas, mediante el empleo de logaritmos
comunes, '
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ESQGUEMA-RESUMEN
Funcion Logaritmos
fogaritmica > COmunes
(Modulo 10). '
h 4
Obtencion
de la

Caracteristica.

h J

Obtencian
de la Man-

tisa.

y

Uso de los lo-
garitmos coOmunes
&N operaciones
aritmeticas,

Logaritmos

de las fun-
ciones tri-
gonométricas.

1.1 LOGARITMOS COMUNES.

Si el legaritmo de un numero es la petencia a que Conozcamos
se tiene gue elevar la base para obtener el numero, cual-  dos sistemas
quier base positiva diferente de 1 nos podria servir para de logaritmas.

consiruir un sistema de logaritmos; sin embargo para usos
computacionales, el sistema mas usado es. el de base 10 v
a fos logaritmos en esla base se les llaman logaritmas
comunes O de Briggs en honor de Henry Briggs que fue
guien por primera vez los usd. Otro sistema de lagarit-
mas que lambien tiene muchas aplicaciones &s el de base
e le = 2.71828.....) ; a es10s logaritmos fos lfamamos natu-
rales, )

La venlaja de los logaritmos comunes se ird hacien-
do mas evidente al ir trabajando con ellos.

Hagamos uso de la definicidn de logaritmo vy escri-
bamos fos siguientes logaritmos en base 10.

fog;p.0001 = -4 = 107 = 0001
logip001 = -3 = 107 = go
: Iog;o.O“I =-2 = 10°°% =01

logie1 = -1 = 107 = 1

logyp 3 =0 = 10° =1

logp 10 = 1 = 10! =10

g,e100 = 2 = 102 = 100

log;g1000 = 3 = 103 = 1000

= 10000

log,p10000 = 4 = Q¢

La lista anterior la podriamos extender indefinida-
mente para nimeros menores que .0001 0 para nNOMmeros
mayores de 10000. ‘

Los logaritmos de Jas ndmeros QUE NO son potencias

" enteras de 10, los encontramas haciendo uso de la Tabla

- 1R/7
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denla que los logarilmos de los nimeros se han aproxi-
‘mado a 4 cifras decimales,

De ia lista de algunos logaritmos de nlmeros que
-san polencias enieras de 10, podemos ver por gjemplo

gue todos los numeros que estén entre A0,y 100 el loga-

ritmo de eflos serd entre 1y 2 vy los gue estén entre 100

y 1000, el logaritmo serd un .numero entre 2 y 3; o
mismo los nimeros que estén entre .1y .01 su logaritmo
Serd un numero enire -1 y -2 v asf sUceEsivamente.

El logaritmo de cualquier nimero tiene dos partes:
una parle entera que puede ser positiva, Negativa 0 Cero
llamada caracteristica y una fraccion decimal positiva que
es mayor o igual a cero y menor gue 1 llamada mantisa.

La caracterfstica del logaritmo de un nimero depende de -

la.colocacion del punto decimat en el numero y la man-
tisa la obtendremos a partir de ta Tabla |, ya gue &l valor

de la mantisa no depende de la colocacion del punto-

decimal sino que depende de los digitos que forman el
nimero como lo veremos en los ejemplos que se daran
posteriormenie,

11.1.1 REGLA PARA OBTENER LA CAHACTEHISTEEA DEL
LOGARITMO DE UN NUMERD.

Si definimos coma posicion de referencia a la posi-

cion qus queda entre los primeros dos digitas signi- -

ficativos gue forman el numero, por ejemplo para el
nlmero 219.1, |z posicion de referencia estd entre ef 2y
el 1. Para ei ndmerc .0843 Ja posicion de referencia estd
entre el B y el 4. Para el ndmera 005031 la posicion de
referencia estd entre el 5 v el 0, entonces la caracteristica
del logaritmo de un nimero en base -10 es-el ndmero de

digitos que hay de la posicion de referencia al punto

decimal del ndmero; es positiva si el punta decimal esta a
ta derecha de la posicion de referencia, y negativa si el
puﬂto decimal estd a la izquierda de ia poslcaon de refe-
renma ’

Ejemplos: Encontrar la caracteristica de los logarit-. .

mos en base 10 para los siguientes numeros, {Cuando se

usa la base 10-se omite escribirla en el logaritmo por lo

que escribiremos solamente fog y cuando la caracierisiica
sea negaliva se acostumbra escribir el signo negalivo sabre
la caracieristica.

log 311 =2

tog 311=1

log 3.11 =10,

log .00BOY = 3.
_ log .0809 = 2,

ley- 809 = 1,

log 1.16. = 0.

log 1917.8 =-3.°

log 3749.43 = 3.

11.1.2 USO DE LA TABLA PARA OBTENER LA MANTISA
DEL LOGARITMO DE UN NUMERD. '

En la Tabla | podemos ver que en la primera colum-
na estdn los ndmeros del 10 al 98. Después en la parte
superior tiené 10 columnas marcadas del 0 al 9 y por
gitimo, 9 columnas mas que se llaman partes  proporcio-
nales Yy se abrevian como P.P. .

Para encontrar la mantisa del logaritmo de un nime-
ro, procedemaos de la siguiente manera, Por ejemplo, para

. enconirar el log 86.4 nos movemos hacia abajo en la
primera columna de la Tabla | hasta el numero 86, y-

después nos movemos hacia la derecha hasta la columna
gue tiene marcado en la parte superior 4 y leemos 9365

que vieng a ser- .9365 ya gue las mantisas serdn siempre

menores que 1. Luego, log. 86,4 = 1.9365.
Ejemplo: Encontrar et fog 193.8

En la Tahla 1 nos movemos hacia abajo en 1a prime-
ra columna hasta el nimero 18, después & la derecha
hasta fa columna encabezada con 3 y leemos 2856, en
seguida nos sequimas maviendo por el mismo rengldn del
nimero 19 hasta la columna 8 de partes proporcionales y
leemos 18 que es el nimero qgue se le liene gue sumar al
2856 para obtener la mantisa de 193.8 con la que able-
nemos 2856 + 18 = 2874, luego, log 1338 = 2.2874.

Ejemplo: Encontrar el logmritmao de .005716.

Y ahora

utificemos
la tabla I
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En la.Tabla ! tenemos gue para 571 se lee 7566 vy

en la columna 6 de PP, se lge 5 por fo que la mantisa es

7566 + 5 = 7571, luego, log .005716 = 3,7571.

11.1.3 DADD EL LOGARITMO DE UN NUMERG, OBTENER
EL NUMERO.

En este caso conocemos el logaritme del ndmero y
se busca encontrar el nimero; para hacerlo usamos la
Tabla Il en la que podemos ver que la primer columna
empieza en’ .00 y termina en 099; las demds columnas
estan dispuestas como en la Tabla |.

Ejemplo: Encontrar N si log N = 2.8128, en este
caso N = antilog 2,8126. :

Nos movemos en fa primer columna de la Tabla I
hasta el .81, después nos movemos a la derecha hasta la
columna 2 y leemos 6486; nos seguimos moviendo hacia
la derecha sobre el mismo rengton del .81 hasta la colum-
na 6 de PP. y leemos 9 qua se {o sumamos al 6486
déndonos 6486 + 9 = 6495,

Dado que la caracteristica del logaritmo es 2, el

punto decimal estd-a 2 digitos a la derecha de Ia posicion
de referencia, por [0 gue si log N'= 28126 = N = 6495,

Ejemplo: Encontrar N si log N = 3.7168,

En la Tabla Il leemos para .716 el nimero 5200 y
moviéndonos a la derecha hasta la columna 8 en PP,
leemos 10 que se lo sumamos al 5200 ddndonos 5200 +
10 = 5210, luego si log N = 3.7168 = N = .005210.

11.2 LOGARITMOS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.

Dado que en Trigonometria muy a menudo se tra-

baja con operaciones en las que intervienen funciones.

circulares, con el ohjeto de simplificar estas operaciones
se usan logaritmos de las funcionas [os que se tabulan en
lz Tabla IIl. La forma v el uso de la tabla es semejante a

la Tabfa |, s6lo que en esta tabla va se incluye la carac-
leristica del logaritmo,

1

Ejempla: Encontrar &l log tan 38°20",
En la Tabla)!(tenemos que IW
log tan 38°20' = 7.8980 '
Ejempio: Encontrar el log sen 26"47'.

Ya que en fa Tabla no aparece el valor de log sen 26°

47" va a ser necesario interpotar, lo hacemos de Ia si-
guiente manera.

log sen 26°40' = 1.6521
log sen 26° 50’ = 16546

luego,

log sen 26°47' = log sen 26°40' + o= [log sen 26°60° — log sen 26°407]

16521 + s [1.6546 — 1,6521]

- 7
16521 + 57 (.0025]

1

1.6521 + .0017

1.6538

Ejemplo: Encontrar el log cos $5°23.

Puesto que el dngulo estd entre 65°20° v §5°30"
tenemaos que '

&y

&

&

0 ' a ! 3 o ' O’ .
log cos 65°23" = lag cos 66°20° — 7o [log cos 65°20°. — Jog cus 65°30°7] -
= 16205 - i (16205 - 16177]

= 16205 — (.0028)

1.6205 - .0008

1.6197
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Ejernplo: Encontrar el dngulo 6 entre 0"y 80° , si
log sen § = 1.6887.

Localizamos el valor 1.6887 en la Tablz Il en la
columna log sen @ entre 29°10'y 29°20",

. Jlog sen 29°10' = 1.6878! .
10 jog sen & =16887] ) 23
|_- log sen 29°20" = 1.6801

fuego

10 ——— 0023

x ~ —————  .0009
_ \ooos) 10 4
= 0023 ©

Por lo que @ = 20°10' + 4’ = 29"14",

11.3 USD DE LOS LOGARITMOS COMUNES EN DPEBACIO
NES AHITMETICAS

"Habiendo esludiado las propiedades de los |cgarit-
mos, podemos usarlas en operaciones como la multipli-

de fos logaritmos,  cacion, division, elevar a .una potencia y extraer raices,

192

‘Slﬂ'lp!lflcarldl:lse todas estas operaciones con el uso de Ios
.logaritmos.

En los siguientes ejemplos presentamos como usar
los logaritrmos para efectuar estas operaciones y se reco-
mienda hacerlo con el mayor, orden para simplificar y
camprobar {o que se haga. :

Ejemplo: Efectuar usando logaritmos, la siguiente

operacion: (132} 47.8)

Si hacemos M =
del logaritma de un producto, tenemos:

log M = log {132} {47.8)

log 132 + log 47.8

{132} (47 8} y usamos la propledad :

e

-~ luego M ="antilog

Fara trabajar mas facilmente- hacemos el siguiente
arreglo:

log 132 = 2.1206
log 478 = 1.6794
dog M = 3.8000

3.8000 =6310

For 1o que e producio de - (132} (47.8) = 6310
aproximadamente®.

Ejemplo: Efectie usando logaritmos, la siguiente

" operacion:  (1.816)  {.00345). - Hacemos M = (1.816)
'{.00345) '
luego, log M = log 1.816 + log .00345
log 1.816 = 0.2591
log .00345 = 35378
log M = 3.7969

" M = antilog 3.7969 = .006265

~Ejemplo: Efectlie usando logaritmos, la siguienie
operacion: 526.8
1724

 Para efeciuar esta operacidn, hacemaos uso de la pro- |
pledad de logaritmo de un cociente,

526.8
Hacemos M = 954

log M = log 526.8 — log 1724

27217

]

log 526.8

log 172.4 = 2,2365
log M = 0.4852

salamente 4 cifras decimales,

N

&

- * Bl gue sea aproximadamenie se debe a gue las tablas de logaritmos gue esiamos usando tienan
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M =antifog 0.4852 = 3.056

Ej lo: . .0753
@ jemplo; Efectie T

Hacemos

0753
28.32

M -
log M = log 0753 — log 28.32
log .0753 = 2.8768

log 28.32 = 1.4521

log M = 3.4247

M = antilog 3.4247 = 002650

@ Ejemplo: Efectie +3:961 (.00817)
435

Para efectuar esta operacidn, consideramos primero al

numerador como el producto de dos factores y después
el resuttado de este producto es o que se divide por el
denominador. .

Hacemos

_ 13:86) Log17)

M 435

log M = log 3.96 + log .00817 — fog 435
log 3.96 = 0.5977

log .00817 = 3.9122

logaritmo del numerador = 25009

log 435 = 1.6385

log M = 4.8714

194

M =antilog 4.8714 = 0007437

Ejemplo: Efectie (28.71)2
Hacemos
M = (28.71)2
fog M = 2 log 28.71

2 log 28.71 = 2(1.4581)

1

log M = 29162

M

antilog 2.9162 = 8245
Ejemplo: Efectie (.00976)°
Hacemos

M = {.009756)2
log M = 3 log {0.00976)

3 log .00976 = 3(3.9894)

tog M = 7.9682
M = antilog 7.9682 = .0000009284

Ejemplo: Efectie v426,7
V4267  se puede escribir como (4267, v hacemos
M = {426.7)7

log M = 3 log 426.7

1 ,
3 log 4267 =

7 {2.6301}
log M = 1.3150

M = antilog 1.3150 = 20,65
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@ Ejemplo: Efectie (.00698)%

Hacemos
M. = (.00638)*

"log M'= 3 log 00698
1 ’ — O .
7 log 00698 = 7 (3.8439)= 3.8039
%

En este caso no podemos efectuar la division de

3.8439 entre 4 en forma directa, ya que la caracteristica |

es negativa y no divisibie entero entre 4, por lo que al
intentar hacer la divisibn de- 3 entre 4 nos dariz una
caracteristica -fraccionaria, 10 cual no puede ser ya que la
caracter(stica siempre tiene que ser un ndmero entero;
para evitar esto lo que hacemos es sumarle y restarle &l
logaritmo un mdltiplo del divisor que haga que la carac-
teristica sea positiva y después efectuamos la division. En
el ejemplo lo hacemos de |3 siguiente manera:

-

3.8439 _ 1.8433 —4 -

logM=="—7—= — se sumb 4y se restd 4 al numerador
= 4609 -1 se efectud 1a division
= 14609
log M= 1.4609
M = antilog 1.4609 = .2890
1
Ejemplo: Efectle 621 (07471 : @
} {5.716) (.00818}
16.21) (0.0747)7 -

Hacemos M= —
(5.716){.00818) 7 _ .
log M= {2log 16.21+ & log .0747) ~ {log 5,716 + 1 log ..00818}

" 2 log 16.21 = 2(1,2098) = 2.4196

1 - i ‘

3 log 0747 = 1 (2.6733)= 1.4366

logaritmo de! numerador = 1.8562

196

fog 5.716 = 0.7571

log .00818 = (3.9128)
=§.9123 _ 2.9128 — 5 - 5825 — 1

5 5

- =75826
log- 5.716 = 0.7571
log .00818 = 1.6826
_ lagaritmo del denominador = 0.3396
logaritmo del numerador = ‘i.8562
'logaritmo del denominadar - 03396
log M = 1;5166

M = antilog 1.5166 = 32,86

REACTIVOS DE AUTOEVALUACION

Usancio 1a Tabla |, en os problemas del 1 al 10 encuentre &l logarit-
mo del nGmerao indicado. '

1. log 28,6 6. log.179

2. log 324 7. log .004621
3. log B.198 8. log .0972

4,  log 56.71 -9, - log .0006718
B,  log 3824 10,  log .3085

Usando la Tabla |1, en_1os problemas del 11 al 20 encuenire N

11, log N = 1.8721 16. ‘log N = 1.5924
12, log N = 2.4624 17.  log N =3.0057
13, Jog N = 0.0196 18. 1og N = 2.2836
14, log N = 3.5726 19, fog N = 1.7824

15, log N = 49737 - 20. log N = 36101
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U IdD ta Tabla IV, en los problemas del 21 al 26 encuentra el valor
53N ‘ : ;
de 8 0° < 8 < 90°. {Interpole i €s necesario).

Madulo 12
24, log cot 73°45'

21, log sen 68740 log cos 27°22'

22, log cos 40°36° 25

OBJETIVOS ESPECIFICOS
23, log tan 19754’

Usando logaritmos, calcule el valor de las siguientes operaciones: Al termlnar_de estudiar este mddulo, el alumno:
sendo v _

Resolvera problemas de interés compuesto aplicando fa funcion ex-
penencial, ‘

Resalverd problemas aplicando |2 “ley del crecimiento natural”,
Calculara el logaritmo de un nimero respecto a cualquier base,

.26. [.00749) (36.87)

2_;’. {0035} (1.462) (31.85)

Resolverd ecuaciones exponenciales mediante el usg de las propieda-
og, 1945 des de la funcidn exponencial.
T 9875 - Resolverd ecuaciones logaritmicas mediante el uso de las propiedades
) - de la funcién logaritmica.
649.2 .
28 —— .
03581 ESQUEMA — RESUMEN
30. (11.19) _
1 i ‘s
31. (19367 (0P - Puncion s
1 , 3 : Xponencia >
. : . : , 10.
3 (o132i)° 147.92!_’ I {(Modulo 9), Fompues Solucion d
e 39.26] ¥ olucion de
: { Y proklemas.
© J3s26 4891 ¢ . kB ] Leyde
A e—— GET _ { | _ ‘ Eriairr;‘iemo
. { . , atural.
~ 1 o 1_ 2 . :
Lososi (1730 ' !
34. |{.0v908)” (1108) | ' Lagaritma de
! 4 r
r 3 1]l un nimero
35. M 3 respecto a
(99913 (_0007);4 cualguier hase, |
Funcion | Resolucion
logaritmica | de ecuaciones
(Médulo 10) ) _ logarftmicas v
N exponenciales,
. - B SIS : , 1aa -
198 L ' N B
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campuesto?

1200
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12. APLICAGIONES DE LA FUNCION EXPONENCIAL.
12.1 INTERES COMPUESTQ.

Si se invigrte una cantidad dada de dinero, gue re-
presentaremos por P, a un interés r el cual se expresa como
un porcentaje por unidad por afo, el interés al cabo de
un afio serd Pr, por lo gue fa cantidad total al final de un
afio es o que se invirtid mas los intereses ganados, es
decir P+ Pr=pP{1+1). Si esta cantidad Pli+¢ gana
interés por un segundo afio, la cantidad total al final de
ese sequndo afio es: '

Frh P =P+ i (10 =P+, luego U1+ £

representa la cantidad invertida inicialmente maés el inte-
rés ganado en dos afios; si este proceso.se continda por n
afios, la cantidad total que se tendrd al final de estos o
afios estd dada por '

A=P 1+ " - o
Donde:
P = cantidad invartida inicialmente

interés anual

-
Il

nimero de afios

=
1l

A = acumulacion totat al tinal de n afios

Ejempto; Si se invierten $1,000.00 al B% de interés

compuesto anual, équé caniidad total se tiene al final de

" B afios?

Se tienen los siguientes datos:

P = §1,000.00
r =8% = 08
n =5 afios
A=1

Sustituimos estos vaiores en

A =P+ 1"

1000 (1 + .08)°

1000 (1.08f

1}

1000 (1.469328)

= $1469.32

Luego al final de 5 afos se tendrdn $1:459:32.
{1.0B)* se cbiuvo de una tabla que trae cualguier libro
de calculos actuariales o se puede obtener usando una

~ caleuladors manual o usando logaritmos.

Ejemplo: Encontrar |a cantidad total al cabo de 10
afios que se obtiene con un capital inicial de $1;200.00
al 10% de interés anual,

Tenemos
P =]200
r =.10
an =10

Sustituyendo en la formula {1)
A =1200(1 + .10)!® = 1200 (1.10)1°

En este ejemplo usamos logaritmos comunes para
calcutar A,

Asl
“log A = log 1200 (1.10)%
iog A = log 1200 + 10 leg 1.10
log 1200 = 3.0792" .
10 log 1.10 = _4139
log A 3.493]

A = antilog 3.4931 = 3112

&
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También se

puede

capitalizar
semestralmente,
trimestralmente,

efc.

202

&y

. Luego al finat de 10 afios se tienen $3,112.00

Puesto que n es el nimerc de aflas v r |a tasa de
interés anual, se puede considerar a A como el resultado
debido & cantidades compuestas anualmente, semestral-

mente, trimesiralmente, etc.; si se designa por s €l ni-

mero de periodos de capitalizacion en un afio, entonces
el numeroc de periodos en n afios es ns 'y 13 tasa por

. N r
perfodo es -, por lo gue A.se puede expresar como:

A=P(‘I J‘r—:)m : Y

Ejemplo: Encontrar la cantidad total al cabo de 8

anos, que se obliene con un capital inicial de $600 al 8%
de interés anual.

a} Si la capitalizacion se hace trimestralmente.

En este caso

-

s =4, luego
A= F(‘l + L)"'
600 1 +—1)

600 (1 + .02l

(8){a)

= 600 (1.02)*

600 {1.8845)

i

$1,130.72°
b) Si la capitalizacion se hace mensualmenite.

En este caso 5 = 12, Iuego

18H12)
A = 600 (1 2

]

500 (1 + .uc:ﬁaﬁﬁ)96

122

haga

Hama . ley del crecimiento natural®,

600 (1.006666) N

600 (1.8924) -

It

$1,135.47

CRECIMIENTO NATURAL.

Si en la ecuacian A = P(1 + i—) hacemos que s se Otra forma
de emplear

cada vez mas grande se obtiehe una ecuacion que se :
logaritmos.

la cual podemos ex-

presar como

que

A=pa"

le = 2.71828....)

nos representa la cantidad total que se obtiene si P

s¢ capitaliza continuamente a un interés r durante n.

afios,

Esta ley del crecimiento natural tiene muchas aplica- -

ciones en Biologia, Quimica, Economia, Estadistica, etc.

- Ejemplo; La poblacion de una cierta ciudad en el
atto de 1974 es de 1.000,000 y crece continuamente a @

una t1asa

r=35% anual, de acuerdo con la ley del

crecimiento natural, Encontrar ia poblacidn aproxmada
que tendrad en 1980, 1890.

. * Fara la deduccidn complsia de esta Ley vdase
Elbridge P. Vance, pdgs. 366-367,

a} Para 1980

i

P = 1.000,000

r = 35% = .035

n==6
. ran
A= Pe
~ 100,000 2036116
= 1,000,000 e %"

“Introduccién a la Matematica Maderna’”

de
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log A = log 1.000000 ¢ >

P

= |og 1.000,000 + .210 Jog & {loge = .4343!

log 1,000,000 = 6.0000

.210 log e = 091
log A = 6.0912
A = antilog 6.0912 = 1,233,677 habitantes

b) para 1990

P = 1.000,000
r = 35% = 035
n =16
A = 1.000,000 pl038sI e
= 1.000,000 ¢ (e%%= 1.750671)

13

1.000,000 (1.75067)

A

1.750,671 habitantes

Ejempla: Con los datos del ejemplo anierior, decir
@ en cuantos afios se doblard Ja poblacién de dicha ciudad,

- En este caso:
A= 2,000,000
P = 1.000,000
35% = 035
?

r

n
Sustituyendo en la ecuacidn de la Ley del creci-

miento natural tenemos:

2.000,000 = 1,000,000 ¢ ™"

204

simplificando queda:

2 = 0-035n

Resalviendo para n usando logaritmos, tenemos:

log2 = log & 0"
log2 = .035 nloge
log 2 _

loge 035 n

]Dg 2 -

036 Tags "

_ 3010
" = 70351 (4343

.3010

n=
0162

19.8 afios

n

-

Por tanto, |z poblacion de tal ciudad se doblard
en 19.8 afos.

12.3 CALCULD DEL LOGARITMO DE UN NUMEROD RESPEC-
TO A CUALQUIER BASE.

Si conocemas el logaritmo de un nGmero en cierta
base, algunas veces es necesario calcular el logaritmo dal
nimero respecto a una base difersnte; hacemos esto en
{a siguiente forma: Sea

y =log, N entonces

a¥=N

Tomando logaritmo en base b en ambos miembraos
de la igualdad, se tiens

tog, & = log, N

y log,a = log, N

No solamente
existen fogaritmos
dehase 104 -
hase e,
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log, N
luego, vy = |I;'

Sustituyendo y = log, N en esta (ltima expresion te-
Nnemaos:

log, N = tog, N
Iogb a

Ejemplo: Encontrar una expresion que relacione los
@ logaritmos de hase e & naturales can los logaritmaos de

base 10 o comunes,

Usando la expresidn que acabamos de deducir te-
nemas: ~

_logio N

log, N = iogm B

1 log N
L4343 10

Irrga N = 2303 IogmN = 2303 log N

cuando se trabaja con logaritmos de base e se acostumbra
escribis el logg como In, el cual se conoce como lagarit-

mo natural,
@ Ejempio: Encontrar !l:»gl 326
‘ log 328= log 326
] Ing B )
- 25132 °
8031

log, 326-= 2.7829

12.4 ECUACIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS.
Para resolver ecuaciones exponenciales y logaritmi-

cas hacemos uso de las propiedades de la funcion expo-
nencial v de la funcion logaritmica. :

206

Ejemplo: Resolver para x la siguiente ecuacion 5** = ¢**!

) Tomando logaritmos comunes en ambos lados de la @
igualdad, se tiene

g 57 = log grt!
(x+2) log & = {x+1) log 6
(x+2) 6988) = (x+1) (7782)

.6988 X + 1.3978 = 7782 X + .7782

6988 x — 7782 x = .7782 — 1.3978

~ 0793 X=- 6196
' . _ 6196
T .p793
x = 7.81

-

ritmica
Ic:g2 x+1) + Iogz(x + 1) =.2

Usando la propiedad del logaritmo de un cociente
tenemas: '

[ 3 % =2
xt+t1 =¢ Definicion de logaritmo
N .
x+ 1 _
— = 64
x+ 1 = 64X
X - 64x '=-1
- 63X =-1
-1
x — —

Ejemplo: Resolver por x la siguiente ecuacion toga- @
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Ejemplo: Resolver para x la siguienie ecuacion lo-

@ garitmica

foga(x + 1) + logyfx + 1).= 2,

* Preparatoria
abiertaoniine

Usando la propigdad del logaritme de un producto
tenemos; - -

log, (x + 1) (x— 1) =2~

St Nx-1) = 2* Definicién de logaritmo

2 -1=4
X2 zﬁl
x =% Vs

Como solucion se toma solamente x =+ /s . {Por
. qué no podemos tomar como solucion x ==+ ?

REACTIVOS DE AUTDEVALUACION
Calcular |a cantidad compuesta al cabo de 15 afios, con un capital

inicial de $5000 al 9% de interés anual. a) Capitalizable anualmente,
b} Capitalizable semestralmente, ¢} Capitalizable continuamenie.

¢Qué tiempo se nacesita para duplicar $100, a) con interés anual del

& b) con interés compuesto continuamenie al 4%7

En los problemas 3, 4 vy b suponga que rige la Ley del crecimiento
natural. '

La poblacion de una ciudad en 1975 es de 1000,000 y ha estado
creciendo continuamente en los Gltimos 10 afics a una tasa de 3.5%
anualmente. ¢éCudntos habitantes tendrd el afio 2000 si continGa la
misma lasa de crecimienta? {Cudntos habitantes tenia hace 10 afios?

En una reaccion quimica, la concentracion inicial de .02 qumenta a
.05'en 2 minutos. a) ¢Cudl es la velocidad de aumento de la concen-
tracidén por minuto? b} {Cudl serd la concentracion después de 5
minutos? ‘ '

al

)

c

o

e)

P

a}

b)

d}

g},

fl.

al.
b).
c)

d).

En un cierto cultivo se tienen inicialmente 500 bacterias v 3 horas
después se tienen 5000 bacterias. ¢Cudl es la tasa de crecimiento de
las bacterias por hora? ' '

Encuentre |0s sigufentes logaritmos:

logs 31
togs 1.86
logys 21.7
log, 10.81
logzs 124
log, 354.1
Resuelve para x las siguientes ecuacionss exponenciales,

" = 525

3

X
6" =216

Ix—l

4 X = 8'? 1
5(2°%) =20

# =

151X+1 - 105x

Resuelva para x las siguientes ecuaciones logariimicas.

Iogmh(+2) + Iug.m {x-1) =1
log (2x+1) - log, (x+1) =3
logg 2 x + logg 10 =10

loéﬁ (3-1) - log, (2x+3) = 2
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Compaiiia Editora Continerital, 5. A. =~
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R M

a)

c)

d)

e)

Paneles de verificacion

MODULO 9 - VALIDACION

, ed, 'ed?; cd3,

__1 _ 182
a.s - 3 Ss - 3
_ _ 127
=8 § =—

16 3

5 5’6
11

2l g

a8 =486, S = 728
] [

. n=7, s =565

al=5, n=8
r=2, n=28
r=-3 n=7%
_1 _ 28§
=g 8 = g
=— 1 _ _ 13021
% §25 * 5 625

21
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0., $ 12762815625

14
10. 505 mis,

11. § 65610

12.

al Sn=85 r=3

b)r SnA=%_: r=%

c] Sy ‘—‘%: r=.1

d) Sh=4& r=~;-

e} S, =‘+18;_r=‘§t

N Sa=g ore-g
d Se=onre-]

R 5, =1000;r=29

130 = %

14, Suma de las dreas = 72 cms.?

15. Suma de los perimetros = — 8 s,
2 -2

a) Iugs 625 = 4

b) log 6 =

N

c) logm 0001 = 4
d) tog 6 =1
31 243 o

fi 3. =g

212

MQDULO 10 — VALIDACION .

cl

d).

al.
s}
c).
d}.

g}.

al,
b)
cl.

d).

gl

10° = 1000
=12
agt =7
{1972 =100
m =2

.= 3

M = 216
m=.3

I09153B + lﬂﬂ|534
log;p758 — logyp15

logy 408

1091093 + |Oﬂ 10 18

1. o 3 '
2 log,g 100 + 3 log,,36.8 ) I0g;046

(20) (100}
logs 30

 log,o (2005

300%

|09m‘ 5002

{1001{60)*
od10 20¢

213
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MGDULD 11 — VALIDACION

14564 ' 22, 7.8804
25105 23. 15587
0.9135 24, 7.4845
1.7537 | | 25. 19485
3.5525 . - 26, 2762
12529 27. 4.3535
36607 28. 5007
7.0877 : 29 112
38272 30, 0027
14893 ' 31 13332
N = 74.49 - 32, 0000000000283
N = 290.0 _ .33. 366.1
N = 1.046 34 s
N = 3738 o 35, .1162
N = 93990
N = 03912
N = 0,001014
N = 0.01922
N = 0.5058
N = 0.004075
19692

al

b)
c)
d)
e)

f)

a)
b}

c)

d).

g).

f)

MODULO 12 - VALIDACION

al § 18,200
b} § 18,710
c) $ 19,287

a) 17.7 afios
b} 17.3 afios

2°400,000 habi tantes; 496,585 habitantes

al r = 45,8% por minuto
b} .197

r76.7% por hora.

1.9166
2984
1.1364

1.0834

. 1.6090

8.4687

x = 82037

10.5462

>
1]

x = 4442

YT
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B.

al. x=4

b). no tiene sotucién

C) X = _1..
) 20 )
d). x = -15797

- UNIDAD XVI
RESOLUCION DE TRIANGULOS

216
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Introduccion

. : Esta unidad constituye la aplicacion de los conceptos estudiados ante-
' . S . ‘ - riormente, una vez que el alumno ha estudiado las funciones circularas,
‘ ' ‘ : puede iniciarse en el manejo de las tablas de funciones circulares, como se
indica en ia presente unidad, y utilizar también el proceso de interpole
cién, para determinar el valor de las funciones circulares de angulos no
mclmdos en la tabla. ,

La parte més importante la constituye la resolucion de tridngulos que
se realiza aplicando los tearemas de senos, cosenos y tangentes, Las ecua-
- cidnes que corresponden a dichos tecremas se han obtenido por medio de

un procedimiento detallado.

10
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Objetivos generales
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S

Al terminar de estudiar esta unidad, el alumno:

LItitizard las tablas de funciones circulares.

Aplicard el proceso de interpolacion en |z determinacion del valor
exicto de una funcion circular. ' :
|dentificard las medidas mas usuales de 1os dngulos.

Aplicard las funciones circulares y sus teoremas en la resolucion de
tridngulos cualesguiera. '

Diagrama tematico estructural

Uso de
las tablas.

Medidas de
angulos.
¥
Funciones Tabla de
circulares . funciones
{Unidad X111}, circulares,
Proceso de

Interpaolacion.

Teoremas de
{as funciones
circulares.

A

Rasolucidn
de
trigngulos,

. 221
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Glosario

Funcion circular de Toda funcion circular del dngulo cuya medida en ra-

un nimere real:

Tearema de los
senns:

Teorema de los
cosenos: -

 Teorema de las ~
tangentes:

992

dianes es ¢, donde & € R,

En todo trigngulo de angulos @ B v ¥ v lados opues- .-

tos correspondientes a, b y c, se verifica la siguiente
relacion; ‘
a b c
58N sen f sen §

En todo trigngulo de &ngulos &, By 3y lados opues-
tos correspondientes a, b y ¢, se verifica la siguiente
relacidn: :

a®=b?*+c* - Phccos o
En todo tridngulo de éngu!os a, §y 3§y tados opués-

tos correspondientes a, b vy c, se verifica la siguiente
relacion,

tan '/ (e — @) a—b

tan '/ {o + ) a+b

Do AN

Médulo 13

OBJETIVOS ESPECIFICOS
Al terminar de estudiar este médulo; gl alumna:

Determinard la funcion circular de un' nimero dado utilizando la
1abla, la interpolacion y las formulas de reduccion.

Explicard el concepto de dngulo entre dos semirrectas.

Describird ta forma en que se miden los dngulos.

Dado un dngulo en grados lo expresara en radianes.

Dado un dngulo en radianes lo expresard en grados.

Resolverda un problema dado en el que se proporcionan suficientes
datos referidos a la medidzs de dngulos.
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Funcione Tabla de valores Manejo
: 'Ucul'c?e 3 »  delas - de la
circulares. funciones circulares tabta.
¥
Angulo entre o
dos semirrectas. Radianes.
Gradas.
Resotucian
de
problemas,

13.1 VALORES -DE LAS FUNCIONES CIHCULARES'DE un
NUMERC REAL CUALQUIERA

En algunas secciones anteriores, ya ha encontrado  También es

- |gs valores de funciones circulares para algunos nOMeros;  negesario

determinar
/i , los valores de las
san o = M3 tg Im__ V3, sdn numeros irracionales que funciones

3 7 Y83 .
d titu or aproximaciones decimales con la circulares de
puaden sustituirse por apr un ntmero real

precision gue SE requiera. cua]quiera_

por ejemplo sen g = 05 que es racional en tanto que

Algunos de estos valores expresados por radicales,
. LA
son los valores de las funcionss circulares de g 30 3V

" sus miltiplos que ustéd ya ha mangjado. (Figura 1.

-~
AVA

-

Figura 1

Para determinar los valores de las funciones circula-
res de un numaro real # arbitrario, podemos aproximar
| 8 |sobre el aréo de la circunferencia unitaria a partir
de (1,0 v de esta forma ubicar la posicion del punto
terminal pi) como se muestra en la Figura 2,
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Figura 2
L

Ahara podemos medir las coordenadas x y vy de

-Pif) vy de esta manera determinamos los valares aproxi-
mados para las funciones coseno y seno, v con base a

estos, los valores de las funciones circulares restanles.

En la prictica, esta forma de determinar los valores
de las funciones no se usa por dispaner de tablas que
simplifican este trabajo. ’

El método que usualmente se emplea para determi-
nar los valores de estas funciones con una buena preci-
sion, estd fundameniado en conceplos de cilculo v queda
fuera del -objetivo de esle libro. De acuerdo con este
meétodo, se determinan ciertos valores de las funciones
circulares que se agrupan en lo gue se llama una Tabla de
Valores de las Funciones Circularss,

13.2 MANEJO DE LA TABLA.

La Tabla Il! que se muestra en =l apéndice, tiene
valorgs con aproximacion de cuatro decimales, de ias fun-
ciones seno, coseno, tangente y cotangenie a inlervalos

de aproximadamente 0.0028 para niimeros positivos has-

n

1a 3= 1.5708.

A partir de estos ndmeros dadaos en la cotumna en-
cabezada por la palabra radidn {que definiremos mas
adelante), se determinan los valores aproximados de las
funciones para un nimero real arbitrario.

-Recuerde gue la funcidn circular de un nimero real

®

es igual & la cofuncion de 7 menos gl nimera. Por ejem-

-plo:

sen 05 = cos (% - .5) = cos 1.0708

tg 05708 = cot {7 — 5708) = cot 1

csc 1.000 = sec (% - 1.000) = sec 0.5708
m

cot f = 1g (E—ﬂ)dondeﬁe R

En base a lo antericr, da Tabla 111 se ha construide
de manera que los nimeros de 0 3 %z 0.7854 apare-
cen a la izquierds en tanto que Jos ndmeros de 0.7854 &
1.5708 estén a la derecha. Ademds las funciones circula-
res qgue se indican en la parte superior, corresponden @
los nirneros de la izquierda y las indicadas en la parte
inferior a los de la derecha.

Es importante notar que usando la Tabla il se pue-

den determinar los valores de las funciones circulares de

n

un numere real cualquiera, has:a 3 = 15708, y para
n

nGmeros reales mayores de 7 e utilizan formulas ge-
nerales de reduccidn (o algln mélodo equivalente), las
cuales nos permiten expresar las funciones circulares de
un nimero real arbitrario como funciones de un nlmero
entre 0y 3, y entonces utilizar la Tabla 1],
Debido al hecho anterior, solamente requerimos la
m

Tabla 111 para nimeros reales hasta 3 0 sea que el

punto terminal P8} estd en el primer cuadrante y por
consiguiente, las funciones circulares de la Tabla |11 .son
positivas. '

La tabla 111

nos da valores
con aproximacion

suficiente.
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Manejemaos Enseguids veamos el manejo de ta Tabla L1 con los
fa tabla 111 siguientas ejemplos,

@ Ejemplo 1: Deierminar cot 0.1367

Preparatoria
abiertaoniine

Solucion: Puesto que el nimero 0.1367 se gncuen-

- tra en la columna de la izquierda, buscamos la funcion

~ circular en la parte superior y desplazandonos hacia aba-
‘jo, leeremas su valor correspondiente o sea  cot 0.1367 =
7.2687, Lo anterior se ilusira en el siguiente esquema;

Grados Radianes Ser tg cot cos

1
0.1367 7.2687

@ Ejemplo 2: Determinar tg 1.4515

~ Solucion: Puesto que el namero 14515 se encuen-
tra en la columna de la derecha, buscamos la funcion
circular tg en |a parte inferior y desplazandonos hacia
arriba, leeremos su valor correspandienie o sea tg 1.4515
= 8.3450 , |o cual se ilustra en el siguiente esquema:

8.3450 1.4515
cos cot ig sen Radianes Grados

@ Ejemplo 3; Determinar sen 1.4520

Solucion: Puesio gue el valor 1.4520 no estd en la
tabla, aproximaremos al valor mas cercano; esto es:
sen 1.4520 = sen 1,455 = 0.9929*

luego, sen 1.4515 = 0.9929
%‘ . Eiemplo 4: Determinar cos 8

= Bignifica aproximadamenie igual a,

228

Solucidn: Utilizando {f6rmulas generates de reduc-
cion tenemos que

cos- B = cos [5{1.5708) + 0.1460) = —sen 0.1460

vy buscar sus dos soluciones

—sen 0.1460 ~ —sen 0.1454 =~ - 0.1449

luego, cos 8 = —0.1449

" Otra manera de resolverla:
El punto terminal P{B}  se encuentra en el segun-
do cuadrante v esto nos indica que el valor cos B

< 0 o sea negativo. {Figura 3).

v

28

Figura 3

Puesto que 8 = 5{1.5708) + 0.1460 , vemos que su .
arco reducido* es 15708 - 0.1460 ~ 1.4248 , 85/ Que:

cos_Brx —cos 1.4248

‘lo-cual nos co_nc‘ju'ce igual que las formulas de reduccion,

g cos B = — 0.1449

"

*  Paratoda @ € R el arco reducida es el arco menor qué Z limitado por €l punto terminal

Plal y el ga X,
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@ Eiempto 5: Determinar el nimero § entre 0 y I

‘_’\J
STV tal que oty = 11.000

En fa columna de cotangente en la Tabla 111, encan-
tramos 11.059 que es el valor tabulado mas cercano v de
este modo § = 0.0902,

Es importante hacer notar que f puede tomar

otros valores, pero ninguno en el intervalo requendo Tal

situacién se presenta a continuacion.

: ""?‘gﬁ\pﬁ E]EITIDID 6: Determinar el ndmero 8 entre 0y Z;r
\/ tal que  cotf = 11.0000

Solucion: En el ejemple anterior, se encantra que

B = 00902 v puesto que cotp> 0, el punto
terminal P(g} estd en el | o |l cuadrantes, asi gue
‘buscamos un arco en el 11l cuadrante tal que su arco

reducido sea 0.0902, como se ilustra en la Figura 4.

Y

g2 "
8"

Figura 4

por tanto #'= 7 + 00902 6 § = 3.2318  Asf que
la solucion tiene dos respuestas:

f = 0.0902

0 §=~32318

230

13.3 APLICACIONES DE LAS FUNCIONES GIRCULARES A
ANGULOS.

. Estudiara dos importantes aplicaciones de funciones
circulares, En una de allas el ndmero real #-es la medida
de un dngulo v en la otra, se usan las funciones circulares
en {a sclucion de-triangulos. '

Para estudiar {a primera aplicacion, necesita recordar
algunos conceptos de geometria. Empecemos con la no-
cion de dnqulo. '

Un dngulo es lz unién de dos semirrectas con &l
mismo punto extremo; a las dos semirrectas se les llama
lados del dnguio vy a su punto extremg, vértice, (Figura
b).

P

Figura 5

Un dngulo definido asi tiene una magnitud que se
mide por la rotacidn necesaria para Hevar una semirrecta
desde su posicion hasta la otra; a la primera le llamamos
lade inicial del dngulo v a {a segunda lado terminal.

La medida del angula o el dngulo mismo es positivo
si el sentido del giro {indicado por una flecha curvilinea)
s contrario a como giran las agujas de un reloj, v negati-
vo si el sentido del giro es el mismo de como giran las
agujas de un reloj. Los éngulos de las figuras {a) y (c}
son positivos, mientras que el de la figura (b) as negativo.
{Figura B).

{ Qué se
entiende por
dangulo?

También los
dngulos son
positivos.

0 negativos.

lado inicial

lado inictal
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P.l

\ adu tef

‘-\ lado inicial P .

(©)

Figura 6

ming!

Posicion normal - Un éangulo estd en posicion normal respecto de un
de wn Angulo, sistema de coordenadas rectangulares, cuando su vértice,
' coincide con el origen y su lado inicial con &l sentiuo

positivo def eje X. La Figura 7 muestra un dngulo positivo

y uff dngulo en posicion normal con una longitud de -

arco§.

Y \'s

W - (b}
Figura 7
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134 MEDIDAS DE ANGULOS.

La primera unidad de medida de dngulos que consi-
deraremos, es lamada revolucion y se entiende por revo-
lugion, el nimero de vueltas que necesita dar el lado
inicial para generar el @ngulo. Entonces el ndmero de
revoluciones correspondientes a un. angulo cualquiera,

‘queda determinado por la razon entre la longitud dal

arco circular s y la fongitud de la circunferencia, por 1o
gue:

H §
Angulo en revaluciones = 5=

Por ejemplo, si un punto P en el lado inicial recorre
un cuario de circunferencia, la medida del angulo genera-
do es un cuario de revolucian. Asimismo, si P en el lado
inicial recorre tres veces la circunferencia, la medida del
éngulo es tres revoluciones. o

En dos circunierencias concéntricas con radics r y

L

circunferencia es fa misma, es decir:

| N R
{Ver Figura 8). an 2

Figura 8§

', la razon de cada arco circular a ta ldngitud. de su

{0ué es
una revolucion?
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La magnitud Lo enterior nos indica que la magnitud de un dngu-
de un dnguio Io cualguiera es independiente de la longitud de sus la-
no depende de dos.

lalongitud

de sus lados, Si bien fas revoluciones constituyen [a medida natu-

ral de &ngulos, existen otros sistemas mas convenientes.
Uno de ellos es el sistema sexagesimal |, en el cual la uni-
dad de medida es el grado. Un dngulo de 360°* equivale
3 un angulo de una revolucnon (1“ = 60" (minutos) vy 1’
= 60" (segundos)

También - Definicidn: La medida de un ‘dngulo en grados esta

los apgulus dada por lz expresion

se miden : .

por grados. Angulo en grados = {nimero de revoluciones) (360°)

Ejermplos:

Angulo de media revolucion = .;- (360°) = 180°
Angulo de un cuarto de revolucion = % {360°) = 90°
Angulo de dos revoluciones = 2 {350°) = 720°

..y también Bl sistema mas utilizada en Matematlca es el siste-

por radianes. ma ciclico cuya unidad de medida es el radign .

Definicién: La magnitud de un dngulo medido en
radianes se da por la expresion

Angulo en radianes = {nimero de revoluciones) {2n)

La anterior definicion se justifica si recordamas que
lz longitud de la circunferencia unitaria es 2n.

* El ® come superindice se usa para indicar grados,

234

Ejemplos:

. . 1 .
Media revolucion ss 3 {2m) = 7. radianes.
Una revolucidn es 1 {2n) = 27 radianes,

: - 1 )
Un cuarto de revolucion es 2 (27 =% radianes.

De acuerdg con las deﬁmmones amerlores podemos
establecer que:

1 revolucién = 3g0° = 27 radianes.
Asi: @ radianes = 18g°
1 radian = 188
T
° _r

, R
Eiemplo 1: 180 @

Expresar 120° en radianes.

Solucion:

120°1 21
120° (150) a 180" T 3

Eiemplo 2: : @
Expresar z radianes-en grados.

3

iae 180" . 71g0® '
Solucion; 3_(..11_) = 50°

Ejemplo 3: ) @

Expresar % de revolucion en grados,

Solucidn;

o o
3 . H 360 3 (360} o
= revolucion = =
4 Y 1 revolucian ) 270

Ejemplo 4: Expresar el dngulo de 150° 20' en radia- @
nes, En este caso utilizar la Tabla It def Apéndice, don-

235



236

Preparatoria | 5o ou. ke
ablertaOﬂline www prepa-abierta.com Eﬁ'

de los angulos estan dados en las dos unidades: grados y
radianes, Puesto que

150° 20" = 90° + 60° 20'

De acuerdo con la tabla se tiene que -

150"20";% + 1.0530 = 15708 + 1.0530

. 150° 20" = 2.6238 radianes. _

@ . Ejemplo b: Encontrar ia relacion de un angulo cen -
wral*  § medido en radianes en una circunferencia de
radio r que subtiende un arco de longitud s.

Solucion: Si sustitwimos el valor de numero de revo-

21
medido en radianaes, se tiene que:

luciones dado por - en la definicion de angulo

Angula en radianes = (nimero de revoluciones) (27)
=15\, ,
'(2_,,,")2“:,i Asi que

Angulo en radianes =f§= ? y de eslo se abtie-

ne lz relacidon s=r§

s es el arco de una circunferencia de radio r con dngulo
central g . (Figura 9).

(Figura 9}

Angulo central es un dngulo cuyo _vér!ice estd en gl centro de ung circunferencia,

donde 1 v s deben tener las mismas unidades y £ esun
angulo medido en radianes.

En la ecuacion s=f si r =1 entonces s=4 La tahbla 11
gs decir si el angulo central y el arco son iguales en-  también tiene
tonces la medida de un dngulo en radianes es el nimero  una columna

. real B para el cual hemos definido todas las funciones de radianes.
" circulares. Debido al hecho anterior, podemos utilizar la

columna “radianes” en la Tabla 111 del Apéndice cuando
queremos encontrar una funcién circular de un altmero
real cualquiera. Estd convenido que cuande en un dnguto
no se indique una unidad de medida, ésta serd el radian .

Ejemplo B: . - @

~a} La longitud del arco determinsdo por un angulo
central de % de radianes en una circunferencia de 10
cenilimetros de radic es

s= = 1 (§)= 4 cms‘.

b) En la misma circunferencia un angulo central de,

60° o sea g radianes, determina un arco cuya iongilud

es
10
s=1f =10 (%)-‘- —571 cms.

¢} En ia misma circunferencia un arca cuya longitud
es de 20 centimetros, subtiende un angulo central:

20

e s -
g = e 2 radianes

REACTIVOS DE AUTOEVALUACION

En los problemas de 1 al 8, determinar el valor de cada una de las

expresiones dadas, usando ta Tabla |H, {Usar el valor mas préxima.de la
tabla). : ' '
1, =n 15
2. cos 0.1018 .
3 t 13
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4. cot 0.96
5 sn 4
6. cos 12
7. tg 30
8. cot 25

. En los problemas det @ al 12, encuentre el ntimero  entre Oy
g= 1.5708, usando la Tabla |1 {Tomar ef valor més carcano de ta tabla).

9. senf= 02810
10: cosp = 03000
11, wh=4.1124

12, coffl = 5.0650

En los problemas del 13 al 15, encuentre el ndmero B entre Oy
2r = 52832 , usando la Tabla HI {Tomar el valor mas cercanc de la
1ahla).

13. senfi = 0.9900

14. cosf = 0.9610 . ..
15, tgf=16 :

En .Fos problemas del 16 al 26, ubicar los dngulos dados en posicidn

narmal en un sisiema de coordenadas rectangulares, indicando los lados
inicial .y 1erminal. Utlllzar una flecha curva para indicar el sentido en que

se mide el dngulo.

1 i
16. 3 revolucién

.3
17. - s revolucion

18 - -;1 revelucian
19. 45°
20.- 135°
21, -300°
22, 30°
23.  In
3

238 .

KB
24, 7
25, -3
6. &

27. Expresar {os dngulos dados en los problemas det 1 al 6 an, radianes;
dé la respuesta en términos de 7.

~ 28. Expresar los angulos dados en los problemas del 4 al 11, en revolucio-

nes.
29, Expresar los angulos dados en los problemas del 1 al 3y del 8 al 17,
en grados. ' :

En los problemas del 30 al 34 transformar los éngulos dados a radia-
nes, utilizando si es necesario la Tabla [1; tomar el valor mas praximo en
fa 1abla,

30, a48°
3. 75°
32, 15° 40
33, 185° 13
34. -2a5° 1

" En los problemas del 35 al 38, transformar las dngulos dados a grados
y minutos, aproximando fos resultades al minuto mds cercano; si es nece-

‘sario usar la Tabla U1,

35. 0.1890
36. 02530
37. 25008
38. 5

En los problemas del 30 al 42, reducir cada una de las siguientes '
expresiones a un Unico angulo en grados y minutos entre O’ y B9’

39, 45° 15' + 15° 50

40. 154° a5° + 20° 38’

41.. 360" - 153" 18‘

42. 180" - 76°

43, Determinar el arco que subtiende un angulo central de 25 en una
circunferencia que tiene de radio 5 cm.

44, Si un-arco de 80 cm. de longitud subtiende un angulo central de 20
radianes, determinar ef radlo de la circunferancia.
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47,
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El minutero de un retoj mide 8 cm. ¢Qué disiancials) recarre la

punta del minuterc durante 30 minutos?

Una rueda de 120 cm. de didmetro gira a razon de 80 r.p.m. (revolu-

ciones por minutol,

g} éCuantos radianes gira por segundo?. '

b)  Encuenire la velocidad con que se mueve un punto del borde de
la rueda.

c) {Qué distancials) ha recorrido un punio en la periferia de ia

rueda después de 2 segundaos?
Un tren se mueve a razon de 12.8 km/hr sobre una via circular cuyo
radio mide 760 metros. {Qué Angulo describe en un minuto? Expre-
sarlo en radianes.

Maodulo 14

0BJETIVOS ESPECIFICOS

Al terminar de estudiar este madulo, el alumno:

Determinard el valor exacto de una funcidn circuiar de un éngulo
dado, usando fa tabla v el método de interpolacion.
Conocido el valor de una de sus funciones expresard en grados o

 radianes un dngulo, como dngulo agudo positive, utilizando el método

de interpolacion. ‘
Determinara las funciones circulares de un dngulo dadas las coordéna-

‘das de uno de los puntos por donde pasa su Yado terminal.

ESQUEMA — RESUMEN

Funciones -
circulares.

Funciocnes
> circulares
de angulos,

v

Método de
" interpolacitn,

Interpretacian Problamas de
geometrica de determinacion
funciones —————> | de funciones
circuiares de circulares de
angutos. angulos.
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Enla
circenferencia
unitaria la
medida de un
arco es

igual a. . .
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14.1 FUNCIGNES CIRCULARES DE ANGULOS.

En la relacion s=rf,sir= 1 {Circunferencia uni-
toria), resulta que s=§; esto significa gue la medida
de un arco en la circunferencia unitaria, es numéricamen-
te igual a la medida en radianes del dngulo que la sub-
tiende. (Figura 1),

Y
i
o
o
¥ .
0 &
W
%
B radidnes (1,0) N
A
%
Figura 1

Per esta razon es que al determinar el valor-de una
funcion circular de un nimero real, dicho niimero-real lo

buscamos en |z columna de radianes v como ya sabe

transformar de radianes a grados y viceversa, podrd usar
indistintamente las columnas de la Tabla tI| para deter-
minar los valores de las funciones correspondientes, como
lo verd en los siguientes ejemplos: A

Eiemplo 1: Determinar el valor exacto de sen 45"

Solucién: - sen 45° = gan T = =

D|<—.'

S

X
vz

Ejemplo 2: Determinar el valor exacio de cos 120°

sa a_ o ) _ 21___1
Soluctdn: ces 120°= cos 4{30°) = cosd(s)- cosT =- 7
Ejemplo 3: Determinar &l valor exacto de tg 1385°.
Solucion: tg 1358° = 5 3 145°) = g 3(%) =g 3;—" =-1

En los ejemplos anteriores, se han determinado valg-
res de funciones circulares de anguios que pueden repre-
sentarse en forma exacta pero en general, se utiliza la
Tabla [l del Apéndice para determinar funciones circula-
res de cualquier valor.

Ejemplo 4: Determinar el valor exacto de cot 38° 20'

Sclucion: En la Tabla 11f, buscamos en la columna
encabezada "grados” el 38° 20' v frente a este valor en
la columna cotangente se lee 1.2647 o s2a que
cot 38° 20 = [ 2647 -

Ejemplo 5: Calcular el valor de sen 257 17’

Solucion: Puesto que 25° 17 no se encuentra en la
Tabla 111, vy dicho valor se encuentra entre 25° 10" y 25°
20, utilizaremos el Método de interpolacion . lineal, el
cual supone que si un angulo queda entre dos valores
consecutivos de la Tabla entonces entre [os valores de sus
funciones circulares existen diferencias proporcionales a
los vatores de las funciones circulares correspondientes.

La Tabla 1}l nos indica que:
sen 25° 10' = 0.4253

sen 25° 20' = 0.4279

y nosotros buscamos sen 25° 17", Con los datos anterio-
res, formemos el siguiente esquema:

&
&
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i} -sen i
25° 10’ 0.4253
X
104 25°17' : — 26
25" 20’ 0.4279

En el esquema anterior, los | | sefialan la diferen-

ua entre los dos valores conccidos. Asi, enire 26° 10' y

25" 20' hay 10; entre 04253 y 0.4279 hay 26; entre

25° 10' vy 25° 17" hay 7 de diferencia, vy entre [
{valor que buscamos) y 0.4253 hay x,

{+] r 1 Al
La diferencia entre 25° 10" y 28" 17" es 35 de

la diferencia entre 25°10° vy 25° 20';sen 25° 17°  debe
gstar en la misma proporcton entre 0.42563 ¥ 04279

_ Entonces la proporcion sera:

Jox as/ pues
0 26 °

_ 726" _ 182

T = 39 = = 18.2

Como la interpolacion no puede dar una exactitud
mayor gue la dada en las tablas, redondeamos el valor de

x al entero mas proximo; esto es, x~ 18 y afiadimos 18 .

al vator de 0.4253 v obtenemogs como resultacdo;
sen 257 17 = 0.42M1

También se puede encontrar el valor de  sen 25° 17’
mediante el siguiente esquema:

g ~senf
25°.10° 0.4253
o 3 x. |.
104 25° 17’ — 26
25" 200 - 0.4279

L.uego la proporcion es:

-
3w
H
&=
-
=
Ll
-
=]
|
-
=)

Redondeando x = 8

En este caso, le restamos el valor de x =84 0.4279
quedando  sen 25°17'=0.4271. .  Como ha observado, sg
obtiene el mismo valor en ambos casos.

El valor buscado (C—) siempre queda entre dos
valores consecutives de la tabla v si ta diferencia (%) se
establece entre el valor menor conocido vy el buscado, la
% se suma al menor de los valores conoccidos y si la

diferencia (x) se esiablece entre el valor buscado[ 1

y el mayor de los valores conocidos, entonces x se
resta del mayor de los valares conocidos.,

Ejempio G:

Hallar ¢ot 52° 13,

Solucion: 52° 13', esta entre 52° 10" y 52° 20',
Hagamos el diagrama:

i cotf
52°10° |- 0.7766.
3
) . 1
10 )52 13 | I a8
52°20° - 07720

y formando la proporcion

3 _x
10 ~ 46
gntonces:
_ 3(46) _ 138 _
X9 T < 13.8

redondeando: x = 14
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&

Luego cot 52° 13° = 0.7766 — 14 = 0.7752
Ejemplo 7:

Si cotf = 22030, hallar B, siendo éste un dngulo
agudo posiivo.

Solucidn:
Formemos el diagrama:

’

i cot fi

24 20" 22113
1 x 83
wi{ 3 22030 | 170
3 21043
De donde X _ 83
10~ 170
Entonces: _ B3ng) _
Xx="y70 - 4B

Redondeando: x =5 vy sumando a 24" 20° resulta
f =24 25

Nota: El mismo proceso se puede usar, cuando el
anguto estd dado en radiahes.

Ejempia 8:

Hallar cot 0.3765 usando fa Tabla i,

Salucion: Formemos el diagrama
g . cot i
0.3752 2.5386
13 X
30 | 03765 ' — 214
0.3782 25112

De donde x 13

1
214 ~ 20

Entoncas x= “—ma%ﬂ =927

Redondeando x = 93 vy restando x = 93 3 2.5386
se liene;

cot (0.3765 = 2.6293

Ejemplo ilustrativa. sen 500°

Solucidn:

Podemos aplicar las formulas generales de reduccion

{0 un método equivalente: arco reducido) y también las

formulas especiales de reduccion ({relaciones entre cofun-
ciones) que se utilizaron para ndmeros reales en tema
anterior, 1omando solamente la equivalencia que se tiene

. A .
entre grados y radianes; especificamente 3= 90°, {Con-
viene estudiar de nuevo estos temas).

En el ejemplo, puesto que 500° = 5{90°) + 50°, se
 liene que '

sen 500° = sen [5(90“] + 50°] = cos 50°

o usandc también el angulo reducido que es. 90° - 50°

= 407, 58 sigue que:

sen 500° = sen 40° (Ver Figura 2).

)

-4-07,_«—%500 | 3y
L/

Figura 2

&y

247



E:2[E

Preparatorla E::tht:l:ae;b\emomme 3
ablertaOﬂhne www prepa-abierta.com Eﬁ'

Tamhién las
funciones
-irculares de
dngulos
tienen una
interpretacion
geométrica,

Utilicemos
les propiedades
e los tridngulos
semejantes.
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14.2 INTERPRETACION GEOMETRICA IJE FUNCIONES CIR-
CULARES DE ANGULI]S

En temas amerlores, hemos estudiado funciones cir-
cufares de ndmeros realas y su interpretacidn geométrica.
Veremos desde ese punio de vista las funciones circulares
de angulos, ‘

Consideremos para ello, un dngulo g en posicion

normal, que ha sido generado por la rotacion de un seg-
mento da recta de Iongltud 7 {Figura 3).

-

Figura 3

Sean (xy) las coordenadas de P, punto en el fado
terminal del angulo a una distancia r del origen. Al trazar
una circunferencia unitaria con centro en 0, el punto de
interseccion . de efla con el lado terminal, se representa

por § y fa del arco AS por () de modo que las coorde-
nadas de § son {cos f, sen f). Si se bajan perpendiculares
desde s v P al eje X, se forman triangulos rectangulos

semejantes, de manefa que

LI A
cos f§ 1" senf
Asi que
x =T cos f Y v = r senf

Se puede verificar que estas relaciones se cumplen.

~para cualguier cuadranie donde se encuentren P yS. Asi

podemos establecer gue:
Si  Plxyl es un punto situado @ una distancia
del origen, en el fado terminal de un dngulo B, en pose

cian normal, las coordenadas de P, en érminos de r vy f,
astdn dadas por las expresiones:,

x=rcos i y y =1 senf ‘. {n

También podemos concluir a partir de las expresic-

nes anteriores que,

y snf=% (rs0 (2)

cos = r

-

§ r=1,Plxyl se encuenira en la circurerencia
unitaria y coincide con 8.

Si en fas ecuaciones dadas por {1} elevamos ambos .

miembros al cuadrado, y sumamos respectivamenie
ambos miembros de |as coordenadas tenemos gue:

X 4yt = osen? o+ i cos? fi

= ¢ (sen? B + sen’f)

+

2
=T

x +yr = dedonde r=vVx 4y

. 249
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que es una forma de llegar a la ecuactdn de |a circunfe-
rencia con centro en el origen v radio = r.

Resumiendo lo anterior, hemos encoritfado las cdor-
denadas de un punio P a una distancia r del origen que
se encuentra en el lado terminal de un angulo B en
posicion normal, en términos de r v §, las cuales son (r
cos f, 1 sen fi). .

Ejemplo 1:

sed 8 un dngulo en posicidn normal, tal que su
lado terminal contiena a (4, 3). Determine seng, cosf, v tff:

Solucion:

Pueso que x = -4, vy y=3, enlonces:

t=vVxl +y2 = Vimal + a2 o 5; por tanto,

senﬁ=¥=§3‘ -
X -
sf=r =gt =-F
8 3
_ sen 5 7
1 = = .2 =.=
g f ey e a
&
' R _3 - 4 . 3
ESIQUE. SE"ﬁ—gamsﬁ_—g yth:_E
Ejemplo 2:

Sea B un dngule en posicion normal, de manera que

su lado terminal contiene a (3,4). Determinar r sen §,
cos iy secfl, : .

Solucion: como x=3yy=-4  entonces,

r=Vx! +y2 = Var + (4 =5

por tanto:

-y =2__1
sen i = ¢ 5 5
X 3 3
cos{i“—'?=-5-=g
1.1 _s
sec,ﬁ—msﬁ— 3 3
5
Asi que:
4 ]
sen il = - -, cosﬁ=gY5t‘-Cﬂ=§

REACTIVOS DE AUTOEVALUACION

Encuentre los valores numéricos exactos de tas expresiones dadas en
los problemas del 1 al 4.

1. sen 330°
2, cas 150°
3. tg235°

4. [sen330°) (cos 150°) {tg 225°)

En los problemas del & al 11, determinar 8 expresandolo en grados
Entre 0° y 360° que satisfacen cada una de las siguientes ecuaciones,

) senﬁ=%§
8. ::t:nsﬁ'=--l/.;e_'Ei
7. w=-1
8 n_:osﬂ—v_zz
9 secf=2
7
i0. senﬁf-‘;
11 csc_ﬂ=——“2—
' V3
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En los problemas del 12 al 16, escribir cada una de las expresiongs
dadas coma funcién de un Angulo agudo positiva menor gue 45°

12, sen 230°

13. cos 620°
14. tg 1268°
15, cos ("1'48"]
16. tgBA0°
En fos problemas del 17 al 24, determinar e! valor numérico de cada
una de tas expresiones, utilizar 1a Tabla t1[. [Utilizar &l método de interpo-
lacion). ‘
17. sen 54('. 22

18. cos 32° 13
19. tg 79° 48

90, cot 50° &7’

21, sen 26°
92, cos 1°54°
23. tg 21°30°
24, cot 1745

En ilos problemas del’ 25 al 28 determinar # como un énguio agudo
positivo, utilizando el métode de’ interpolacion, y expresarlo en grados y -
minutos, i
25, sen § = 0.9468
26. cos g = 0.1404
21, g = 27775

28, cot f§ = 02315

En los problemas del 29 al 32 determinar # como un &ngulo agudo
positiva; expresarlo en radianes, v utilizar el método de interpolacion,

29, sen § = 05167
30, ct;s B = 09727 |
31 tf = 4913
32, cot f = 6.6166

En cads uno de los problemas del 33 al 38, el lado terminal de un
angulo en posicion normal contiene a el punto indicadoe. Determinar las

" funciones circulares seno, coseno vy tangenie de cada angula,

33. 43
34. 1-3.4)
36 (3.0
36. 1128)
37. (38
33, (0.,8)
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Médulo 15

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al terminar de estudiar este madufo, el alumna:

t. ldentificard los elementos de un tridnguio.

2. Deducird el "teorema de los senas’”.

3. Resolvera un tridngulo rectdngulo dado utilizando las expresiones tri-
gonaométricas que relacionan a dos de los elementos conacidos v a
uno de los desconocidos.

ESQUEMA — RESUMEN

Elementos

de un

triangulo,

4

Teor Resolucion
Funciones . eorema | de
circulares. dg los triangulos

Senos. rectangulos.
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Elementos
de un tridngulo.

15. APLICACION, DE LAS FUNCIONES CIRCULARES A LA
RESOLUCION BE TRIANGULDS. '

Ahora veremos como las funciones circulares pueden
aplicarse a la resolucion de triangulos. Es conveniente
recordar que un trigngulo tiene 6 elementos: tres lados y
tres angulos, y que resolver un tridngulo consiste en cal-
cular tres de los elementos cuando se conocen |os otros
jres, siempre due por lo menos uno de effos sea un lado.

Cansideraremos algunos teoremas utilizados en la re-

solucion de tridngulos v aceplaremos que un triangulo
puede resolverse cuando se conocen:

1} Dos dngulos y un lado.

2} - Dos lados v el angula comprendida.

3} Los tres lados.

4) Dos lados y el dngulo opuesto a uno de ellos (en
este caso pueden existir hasta dos soluciones).

15.1 TEDREMA DE LOS SENOS.
Esid convenido representar los dngulos de un Lridn-

guio ABC cualquiera, por @, f, v, respectivamente a
los lados opuestos a, b, y e (Figura 1). ‘

256

Figura |

Dibujemos un tridngulo en un sistema de coordena-
das rectangulares, de manera que el dngulo « esté en
posicion normal (Ver Figura 2). Como ya sabe las coor-
denadas de B son [c cos @, ¢ sem al.

(Figura 2)

En este caso, la altura h del tridngulo es e sen s
oseah=csena y el drea del tridngulo esta dada por

A= (base) (altura), v suslituyendo se tieng que

M= N|=

A=5 b c sena (N

0 sea que el drea de un trigngulo es igual a fa mitad
del producto de dos lados por el seno del dngulo que
forman. Asimismo, en términos de a, ¢ v el dngulo que
farma ().

A= -;- ac senf 2
Y en terminos de a, b y el dngulo que forma (). . (3)
A= % a b semry

Si igualamos las expresiones (1} v {2) se tiene que:

1 1 ’
: zht:sena = g ac senf]

bsenx = a senf

Base por la
altura sobre dos.
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Tridnguio
rectangulo

es el que tiene
un‘dngulo recto,
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de donde
a_ . b , .
send  sen {4)

o ‘De la misma manera, si igu'alarnos las expresiones
21 v {3).

C

! . ] . b
7% senfl = 2 ab seny ;  asi que sandl san’Y ()

L35 ecuaciones obtenidas en (4) y (5] se las ilama el
tearema de los senos.

‘a _ b ¢ ‘ ’
sene  senfl  semy ' (6)

15.2 RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS.

Y
B
g
c
E: |
¢ V
- X
A b C :
(Figura 3)
De la Figura 3 tenemos que:
si y = 80°, entonces {6) se raduce a:
a b
P m—— 7 de donde
_ 8, _ b
sene =~ senfl = - 7 (7N

Como o + f + ¥ = 180° y v = 90° entonces

v+ f=90° 6a=00" B asique.

cosa = 190° —f)
= ¢os 90° cosd + sen 90° senf
senfl
cos = senf
Dadogueces ¢ = sen i = cos ¢ = g (8)
a .
de (7) y (8) se obtiene g = = % =2, cosa? 0(9)
14

De acuerdo con (7}, {B), {9} y Figura 3, podemos

afirmar que en todo triangulo rectdngulo ACB, con

1=90°, que
_ catsto opussta A O
=n a = hipotenusa
catato adyacents 1]
cas & = T
hipotanusa .
t _ catsto opuasste & @
8 & T Chteto adyacants 4 &
t o= cateto adyacente §
€0t O = Tateto opuesto A @
a = hipotenusa
sec " catete adyacente & ¢
hipotanusa
csc o =

csteto opuasta £ O

Estas expresiones solo son validas cuando el tridngu-
lo es rectangulo, Al resolver un tridngulo rectangulo, es
conveniente hacer un dibujo del mismo, de preferencia a
escala, encerrar en circulos los elementos dados, escribis
las expresiones irigonométricas que relacionan a 2 de los
elementos conocidos v a 1 de jos desconocidos, y resol-
ver para el elemento no conocido. Este procedimiento se
ilustra con los siguientes gjemplos.

Ejemplo 1:
Resuelva el triangulo rectangulo ACB, sic=8,a = 50°

Solucidn

Debemos
dibujar el
trigngulo
rectingulo,

259



Preparatoria | geeseen oA

< . Preparatoria Abierta Online ¥,
ablertaOﬂlme www prepa-abierta.com Eﬁ'

Tracemos el triangulo rectdngulc AcB (Figura 4} v
encerremos los datos en circulos:

. (Figura 4)

Puesto que a + # = 90°, entonces § = 40°

Una. funcién trigpnométrica que relaciona los dos

elementos conocidos a v ¢ con e elemento no conocido
a, 5 , '

a
san o = —
c

Dedonde a=¢ sena

v la funcidn trigpnométrica que relaciona e, ¢ y b, es

b
. cos = e
¢
De donde b=c coscx
Sustituyendo valores numéricos en (10} y {11}, se
tiene que '
a=8sen 50" =

8 {0.7660) = 6.128

8 cos 50° = 8 (0.6428) = 5.1424

-
I
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De esta manera hemas resuelto el tridngulo rectangulo,
luego

a=6128yb=51424 y (=40

En el ejemplo 2 ilustraremos ahora |z resolucién de

un tridngulo rectdngulo, usando las Tablas de Logaritmos
(Tablz I} y (Tabla V).

Ejempla 2. ‘ @
Resolver el tridnguto rectdngulo ACB, dados
a=51b=26
Solucion:

Tracemos ¢l lridgngulo ACB [Figura B) y encerremos
los datos en circulos,

Figura 5

En este caso, da o mismo cudl de los dos angulos se
determine primero, asl que

. 3] . . .
ga=g = ga= ,‘% . ‘tomando logaritmos se tiena:

log tg = log 51 — log 26
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lag tga = 1.7076 — 1.4150

n

log tga = (.2926

Q
I}

| 63° (usando Tabla l.V)

Entonces:
p=90"-63"=27"y ¢, a,0, pueden -relacionarse con
seng = :— de donde
€= IEE'E ; -agsét_iiuyendo valores numéricos, se tiene

51 . ) :
= 0 83° ¥ lomando logaritmos

1]

log ¢ = log 51 — log sen 63°

17076 —1.9499  (Tabla I1)

1.7577

57.2400

c

Portanto,e = 63°, = 21" y ¢ = 57.2400

@ Ejemplo 3:

. Un camin_o tiene una pendiente de 10° ‘cudnio
asciende el camino por cada kildmetro? (Figura 6).

metro = 1000 @

1 kilo

Figura 6

Asl se tiene que  sen 10° = —*_
q n 10" = 560

262

'De donde:

1000 sen 10°

%4
i

1600 (0.1736)

17386

Respuesta:  173.6 metros por kildmetro.

REACTIVGS DE AUTOEVALUACION

En los problemas del 1 al 7, determinar los éngulos y lados no cono-
cidos para los cuales se tiene en cada caso y = 90°.

1. a = 48.620; b = 37.640
2. €= 84725 ' g = 41°42'
3. a= 240; a = 35" 20°
4, c=5430 f=28"
5. b"= 3572; c = 4846
6. a=32 a=17°

7. a=319; . b =573

8. Una escalera de 15 metros estd apoyada en una casa de manara que
forma un dngulo de 70° con la horizontal. {A qué altura estd el
exiremo superiar de |a escalera? :

8. Un parque rectangular mide 30 por 270 metros. Determinar la longi-
tud de ia diagonal v el dngulo que ésta forma con el lado mayor.

10. Una antena de television estd sostenida por tres tirantes de acero
sujetos a anclas situadas a 70 metros de la base e igualmente espacia-
das alrededor de ella, Encuentre el éngulo que forma cada tiranle con
el pisa y la longitud del mismo, si sus anclas estdn respectivamente a
70,100 v 125 metros de altura sobre &l suelo, .
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11. Sabiendo gue el dngulo de elevacion o el dngulo de depresion de un
objeto desde el punto de vista de un observador, es e angulo en el
plano vertical del objeto que forman la horizontal v la visual al obije-
to, encuentre la altura de un drbol si un observador esta a 25 metros
de su base y €l dnguio de elevacion es de 30°. {Figura 7).

* . OBJETIVOS ESPECIFICOS

Médulo 16

Al terminar de esludiar este mbdulo, el alumno:

1. Deducird el "teorema de los cosenos'.

2. Resolvera un tridnguic oblicudngulo dado aplicando los teoremas de
los senos y de [os cosenas.

Deduciré el "“primer teorema de las tangentes”.

Aplicara el primer teorema de las tangentes a fa resolucion de un
triangulo cualquiera.

Rl

Horizontal

angulo depresian -

ESQUEMA — RESUMEN

Figura 7

Funciones
circuares.

Elementos de

264

un tridngulo
{Madulo 19).
Teorema e
los senos
{(Modulo 15},
Y h
Teorema de
los cosenas.
Primer teorema Resolucion de
de las un triangulo
fangentes. cualguiera,
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Si conocemas 16.1 TEOREMA DE L0OS COSENDS.
dos lados de un

tridgngulo y el Cuando se conocen dos lados de un tridnguic v el
dngulo angulo comprendido, el tridngulo no puede resolverse por
comprendido el Teorema de los senos. '
entre ellgs, _

entoness, . . Supongamos que se conocen b, ¢, v « , si colocamos

el tridngulo ABC en un sisierma de coordenadas cartesia-
rias de manera que el dngulo e esté en posicion normal v
AC coincida con ef sentido positive del eje X, entonces
las coordenadas de B son fe cosa, ¢ senal {Figura 1).

Y
B {c cos &, ©sen o)
B 2
c
¥ Ib.o)
C lbo
A b - X
Figura 1
Aqui aplicamas Usando la formula de la distancia entre dos puntos
la distancia - enconiramos BC, luego:
entre dos puntos, .
8 = BC = [c cose ~ b)? + {c sana — 0)?

¢? cosla — 2be cosa + b? + ¢? senla

H

b? + ¢! (sem?a + cos? a} — Zbec coso.

h? + ¢2 -2 he coscr—l

=]
Tl
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Esta dltima expresion se conoce con el nombre de
Tearema de los Cosenos.

Cuando se conocen a, e, v f, se puede escribir el
Teorema de los cosemos . COmMO:

b* = a + ¢ - Zac cosfl

¥ sl conocemos &, by ¥, como:

e =a? + b7 - 2ab cosy

16.1.1 SOLUCION DE THEANGULIGS OBLICUANGULDS.

Trigngulo oblicudngulo es aquél que no tiene ningun
angufo recto, £n un tridgngulo oblicudngulo los 3 angualos
son mengres de 90°, o uno de ellos es mayor de 907 v

“menor de 180°. Resclveremos algunos trignguios aplican-

do los Teoremas de los Senos v de los Cosenos,
Ejemplo 1:
Resolver el trignguioc ABC dadas

a = 25°, i =50° ¢= 57

fl

Solucidon: y = 180° - {25° + 50°) = 105°

Conocido ¥, podemos aplicar el Teorema de ios
Senos para encontrar a, b.

a -
san&  seny
! o
: c sen O 57 sen 25
de donde 8T Teny T sen 105 .

Tomando logaritmos:

fog a = log 57 + lag sen 25° — log sen 105"

= 17569 + 16259 ~— lag sen 75°
= 17569 + 1.6259 - 19849
= 12070

a.= 2494

267



268

Pre.paratoria E:::tht:l:ae;b\emomiﬂe ‘E;ﬂm
ablertaOﬂline www prepa-abierta.com Eﬁ'

Asimismo
b ¢
sanp sany
de donde
b= = senfl _ 57 sen 50°
. sEn Y sen 106
por tanto,

log b = log 67 + log sen 50° — log sen 105°
17559 + 1.8B43 ~ 1.9849

1.6553

= 45322

#

o
|

@ Ejemplo 2:

Resolver el triangulo ABC, dados a = 130, b = 220, y = 28" .

Solucion:

Utilizar el Tearema de los Cosenocs para encontrar ¢

¢? =3 + b —2ab cosy

e? = {130)2 + {220)2 ~ 2 (130} {220} cos 28°
¢? = 16900 + 48400 — 50504.50

¢! = 14795,3976

¢ = 12164

Ahora utilizareros el Teorema de los Senos para
encontrar a -

e any
2 ¢
_ 2sny - 130 san 28"
sena " 121.64
seng = 050175
g=30° 7

asique fi=180" - [« + ) = 180" —-568° 7

g = 121° 53

Para facilitar el célculo con logaritmos cuando se
dan dos_ladbs vy el angulo comprendido, podemas ulilizar
al Primer Teorema de las Tangentes, va que & uso del
Teorema de fos Cosenos es mas laborioso,

16.2 PRIMER TEOREMA DE LAS TANGENTES.

Del Teorema de los senos, para un tridngulo cual-

* quiera tenemaos gue:

a b .
sen "sen “)

1]

entonces

sen 0

ot v | @

Sumando 1 a ambos miembros de {2) se tiene:

1-+$Bﬂﬂ:a_+1

senfl b

: sen@4tsenfl 2 +hb ’
senf - b (3)

Restando 1 a ambos miembros de {2), tenemos:

sen & a

wnf "7 % 7
gen —sonfl _ 8~ b
senfi - b {4)
Dividiendo (4) entre (3)
sant — senfi a2 -b
san® T sanf] & + B

Usando las expresiones para la conversion de sumas
a producta, tenemos:

2 cos E_‘_:ﬂ sen%ﬁ-

2~ b

o =

e
2 1en 2 cos 3

También es
&til emplear
otro teorema.
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atf ef _ a-b ‘ a+ f+y=180"3
cot =5 2 " aFb ‘ /&?{ED\
‘ atp ] ‘ Ejempio 4. \\_//’
y Como cot —— = w oFf - tenemos finalmenta
1= : ' Resolver gl tridangulo ABC dados:  a = 66, b = 28, v = 47°
1 ‘ i
9y de - f) . Teorema de Solucion:
1 T Zte tas Tangentes i _
By @tp : Utilizamos el Primer Teorema de las Tangentes.
' ) L . b Tenemos que o + § = 180° — 47° = 133"
Observe que existe en esla expresion una relacion entre © '
los dngulos vy sus lados opuesios, asi: - w % la—f) . b
como = entonces
' 1 atp @%b
] 2
tg 5 ly-o c— o
- 1 . &8—bh 1
‘ﬂ%h"f'&) et gyla=f = -39y @tf

Tomando logaritmos
Las restantes relaciones las puede obtener de la mis-

1 1
: . - {o - g} = log {a—b) — log {a+b) + log tg = o + fi
Ma Manera, en caso Necesario, log tg 5 fa -0 og (a ) g z

. = - log 94)+ log tg 66° 30'
16.3 RESOLUCION DE TRIANGULOS CUALESQUIERA : | (o0 22 i } o

%’ ' | 5 = 15798 - 19731 + 0.3617
\/ " Ejempto 3: ' : |

' g . ‘ - = 00315
Resolver el tridngulo ABC si a = 16, b = 26, ¢ = 34. o
Solucion: ; = 1.9685
. : 1 3
. . ) s {a - f) = 42" 55’
Este ejemplo se resuelve aplicando el Teorema de 2. b
los Cosenos, como sigue; a-f =85 50°
a? = (16} = 258 s 2 ab = 832 i
b? = {26)7 = 676 2 ac= 1088 resolvemos el sistema para e y §, obteniendo
¢ = (34)2 = 1156 2 b = 1768 A
. a=109"25 y =23 3
cosa= b2 Fet-a2 o -
e = 08914 =0 =77 Para encontrar ¢, utilizamos el Teorema de los Senos,
gl + ¢2 — bz‘ - 4 [ _
oo = ————— = 0233 == 47° 26 : L wny T Tsena
o7 + b2 -2 o
Ny = =7 = 02692 =y = 105" 37"
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_ _Bsen ¥

T santx

_ _B6 sen 47°
san 108" 45°

Tomando logaritmos se tiene:

fog ¢ = log 66 +log sen 47° — log sen 109° 25' |
= 18195 + 18641 — 1.9737
= 17099
¢ = 5127

@ Eiemplo 5:

Determinar |os dos tridngulos que se forman dados
a=60,b=75a=44"

Solucién: -

En este ejemplo existe la posibilidad de dos solucio-
Nes puesio que sen {180°-fY = senf ; es decir, que al
aplicar el Teorema de los Senos y resolver respecto a g,
quedan determinados dos valores, y para cada uno de
ellos existen valores correspondientes de -y v c. De esia
manera, hay dos soluciones distinias como se muestra en
las Figuras 2 v 3. '

Figura 2

T A g e g ea e et

Se encuentralb

de donde senf

log sen f

B

Figura 3

5anﬁ - sen &y
h a

b sen

i

log b+ log sen o — lop 2

log 76 + log sen 44" - log 60

.

1.8751 + 1.8418 + [1.7782)

I

—0.613

1.9387

1}

= 60" 16" & 52 = 119%44’

oseaf = 60°16' y B = 19° a4

Asi que:

i

v

1

13

= 180° - {a + p)= 180° - (44" + 60° 16')

1

75° 44"
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f

También Y, = 180° - (o + ,(31} = 180° - 144" + 119° a4

16" 16’

72 =
Ahora encontraremos ¢, y ¢; usando el Teorsma de los
Senos, '
¢ = a4 8N rl
1 en

Tomando logaritmos

logc1=|nua+logsan7]-|ogsena

log 80 + log sen 75° 44' - log sen 44°

17782 + 1.9864 — 18418

1.9228

t
I

83N

LIRL-L M J

- Asimismo €, = — b

w

og ¢ =log a + log sen 1, ~ log- sen ot

log 80 + log sen 16° 16" — log sen 44°

]

1.7782 + 1.4473 - 1.8418

13837

1]

c = 24.19
2

Esta caso recibe &l nombre de "ambiguo”, en virtud
de que puede haber 2 soluciones, una o ninguna.

Veamas las posibilidades que se presentan cuando se
conocen & b,y o, siendp a< 90°, Para ello, nos auxilia-

mos de las 3 figuras 4a, 4b y 4c, mostradas en ia siguien- ,

te pdgina

Estas figuras se han trazado en la forma que se
indica: ' :

271

t) Se traza una linea horizonial, en donde quedara el
lado c.

2} A partir de Ia |inea horizontal, se mide el éngglo a
y sobre et lado terminal del dngulo o se mide el
lado b. :

3) Haciendo centro en ¢, v con radio igual a la Icn:\gu-
tud del lado a el radio a cortard o no cortara la
tinea horizontal para definir el tridngulo, de acuerdo
con los valores numéricos dea, b, &

En este andlisis se presentan los casos siguientes:

)a< b, sena no hay solucion, (Figura 451). _
Ia=b sena seformaun tridgngulo _rectangu!o_ (Figura 4b).
M) b sena< a < b hay dos soluciones. (.Flgura Ac).

IVia> b hay una solucién. {Figura b).

Figura 4

a> b

Figura 5§
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Por otra parte, cuando se conocen s, b, ¥ o siendo
o> 80°, se presentan 2 casos:

Si 8 <b no hay solucion. {Figura 6},

Figura 6

Si b < a hay una solucion (Figura 7).

« = 587 30
B = BZ;
o = 46%;

Figura 7

REACTIVOS DE AUTOEVALUACION

-2
I

~2
1]

80°;
56" 407

120" 10%;

b

trigngulos ABC dados;
= 140

= 45

I

87.17

)

g}

f=18 y = 52° 50'; b = 85
3 = 6; b =9; y = 45"
h = 25; c = 18; o = 60°
g = 38" b= 16; a=22
a = 63; b = 90; - o =32°
a=3 b=4; c=6.1"
a=17: .b=5: c =745

Determinar las longitudes de los lados de un paralelogramo si la dia-

gonal mayor mide 74 metros y forma con los lados, angulos.de 16° v
28 ° respectivamentie.

Se va a construir un tonel a través de una montana desde. A hasta B.
Un punto € que es visible desde A y B se encueplra a BQQ metras de
Ay 560 metros de B. (Cudl es la longitud del tOnel si el dngulo ACB
es de 35°7 '

. Un poste que s¢ aparta 10° de la vertical hacia |a region donde estd ¢l

sol, proyecta una sombra de 30 metros de fongitud, cuando el dngulo
de elevacion del sol es de 40°. Encuentré la longitud del poste.
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Bibliografia para consulta

Triganometria.
Fred W. Sparks.

Paut K, Rees.
Editorial Reverté Mexicana, . A,
1976

Trigonometria Plana y Esférica
Frank Ayres Jr,
- Serie Shaum. Mc. Graw — Hill.
1976
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10.

12,
13,
14,

15.

09976

0.9948

3.6059

0.7002

—0.7566

08434

-—6.4348

—71.428

02851

1.2654

13323

0.1949

Paneles de verificacion

MODULG 13 — VALIDACION

142830 1.71133

0.2793 6 6.0039

1.0123 6 4.1539
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16. 17.

\
%

18. 18.

-
N

20, 21,

280

22,

24,

26.

AR

o

23.

95,
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30.
33.
36.
39.

42.

45,
46.

47.
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7ogu - Eﬂ,gvjr;“ 5”
. 5 13 1 3 .

B rey; 8 rev, — ‘B' rev, ﬁ rev; 5 rev, a‘ rey, - —
180% 270°; -135%; 120°; 270°; -150°: 45°
0.8378 © 31, 13090
2.8327 34. 4.2790

14°30° 37. 143°20'
618’ 40, 175°23'
103°47' 43, 21817 cms
87 ems = 25,1327 cms

8 rad
1) 37 sy b) 1607 {5:?"1535 c) 3201 cms

0.2807 radianes

mMoauLo

N | -

1
80° & 120°

1358° ¢ 315°
60° 6 300°

240° 6 300°

- sen 10°

- cos 32°

0.8127

5.5304

0.4384

14 — VALIBACION

10, 48" 5 138°

12, - cos 40°
14, - ctg 35°
16. - etg 30° |
18, 0.8460

20, 0.8118

22, 0.9994'

s
2 - -2—3

g, V3

S |
6. 150 & 210°
8  45° g 315°

32.
3h.
38.
41,
44,

Tey.

0.2734
10°50"
286"30'
206°42.

4 cms.

pis)

27,

29.
31,

33.

34.

35.

0.1939 24, 327303
711°13’ 26. 81°56’
70%12 28. 76°58
0.543 0. 0234
1.3701 32. 01524
I SRR
i3 1 37, 8 A B
5o VRN
0,10 38 1, 0, no existe

-

MODULO 15 — VALIDAEION

¢ = 61.487; a = 52°15"; § = 37°45
a = 48°18"; b = 56.350; a = 63.27
b = 338,55, f§ = 54°40"; c =415
h=2319; a=491; o=6445

« = 42°30"; B = 47°30; = = 3274
b =105 e¢=109; f=73°

o = 33°30"; f ='56°30"; c = 68,7
14.1 metros

longitud de la diagonal = 271  angulo B6°20°
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10. 45°% 55°; §0°45'; 99, 112.06; 193.27

11, 14.43 metros

1.

al
b}
c)
d}
e)
f)

q)

h)

284

b = 161.7;
b = §3.33;
b =3152;
e = 112°10;
c = §.374;
a = 22.34;
o, = 57°50;

o, = 122°10';
B = 49°12';
B, = 130748";

a

o =25;
& = 65"
29.36; 50.00

3284 metros

30 metros.

MODULD 16 — VALIDACION

¢ = 108.8;
a = 3557;
a= 262.3;
a = 3041;
o = 41°43
f= 7544’

~ oy, = 84°10;

7, = 19°50';
T = 98°48";
v = 17712
g = 34718
i = 40°14';

v = 58°4'

a = 41°30°
g = 13°50'
c = 26.17

g = 93"17'
y = 44°15’
c; = 2585
¢, = 8.81

¢, = 1175
¢, = 35.16
v = 120"18'
v = 14°46'

Apéndice

Tahla 1. Logaritmos de los nimeros

y¥lo 1 2 4 1:5 6 7 8 ¢ l1 2 3/45¢6/789
10 [pppp #043 DOBG 0128 0170[0212 ¢253 6254 0334 0374|4 51217721 25|2033 a7
110414 0353 0492 0531 05G9[0607 VG465 VGST D719 0755|4 §11]151023(2630 94
12 |oTu? wa2a 09G4 040D 0933|osid 1004 1035 1072 1106|3 710|141721(34 2501
1341150 13175 1706 1209 127111209 1325 1367 1309 1436|3 610[13 16 19|23 26 28
$EI14R] 1482 3590 15353 1564|1614 1644 1673 1703 1732{3 0 912151821 7427
161761 1700 1818 1847 1875|1903 1031 1058 1087 20143 6 B|§11417(|202235
16 [2041 058 2ups 2122 P14a|2175 2201 2207 2083 2279f3 5 B[111316(18721 %4
177301 2320 2355 2380 2403|2430 2455 2480 2504 2520 s 5 g|1g12 15|17 2022
18 (9350 2577 2601 2625 2048(2672 U605 2718 D742 PT6AID 5 7| pin14(if 1021
18 |2788 2810 2883 2856 2H78{2D00 2920 2045 2067 2088{n 4 7l ga1 1311820 {
oo (1010 Ju92 2054 ANT5 2095|8116 138 §160 3181 Spoa|e 4 6l Bi1ia(151T10 e
o1 |2 5240 A26R 1284 D304[3024 $U45 3366 BIB5 Aavd(z 4 6| BIDE2|1416 18
og 3474 7444 D464 3483 1502[snz2 8354173560 3570 7406|2 4 of B1012f141517
oqlI6E7 3616 3655 3574 JEDT[HTLI 3129 0747 SYd0 a7ea|2 4 6| 7 P11|19151T
04 |3807 2820 3834 3F8L6 3572|3882 J000 JurT Ju45 3062|2 4 5 7 912[17 1416
05 fi1970 3007 4014 4031 4048(4063 4082 4089 4116 a1a3|2 3 5[ ¢ otoliraias
2614150 4166 4183 4200 4216|4287 4249 4265 42R1 4298|% 3 5| 7- §10]111315
a7 4014 £330 4048 4367 £376(43030 4409 4425 2440 4456/2 3 5[ 6 8 plai13 14
0B [4472 4487 4502 4518 4533[4548 4564 4579 4594 4600f2 3 5/ 6 B H|I11214
2 |462¢ 4639 4654 4000 AGBI16DB 4713 4778 4742 4757{1 3 4| 6 7 f[101213
3004771 4786 4800 4811 4B2014A43 4857 4871 4380 A000{1 3 4| & 7 v[d11 M}
314014 4028 4842 4055 4069(i1083 4997 3011 s0za 5e38{1 3 4 6 7 E101112
34|5051 5065 5079 5002 5105[511% 5132 5145 5159 5172|1 3 475 7 6| 91112
33}51R5 5196 6211 5224 5237(5250 526U 5276 5080 530z|1 3 4[5 6 &| pi0I2
940015 5328 5340 3153 5366|5378 5201 5408 3314 f426|1 F 4| 5 6 8] 91011
35 [5441 5450 5465 5478 540015502 5514 5527 5539 555i|1 2 4[5 6 7| Sto11
765663 5575 5587 5500 561115623 5635 5647 5658 5670|L 2 4| 5 6 7( 81011
9715682 5694 5705 577 5729(5740 5750 5763 5775 5786(1 ¢ 3 5 6 7| B8 010
38 |5708 5800 5821 5832 5B43|5R55 SHUG 5877 5BRA asou|l 2 3l 5 6 7[ B 910
19 [5011 5982 5983 5944 505515086 G977 5085 5950 futofl 2 A 4 5-7).8 910
40 (6021 6031 G042 6053 G044 6075 G085 G096 G107 GI17fL 2 3| 4 5 G| B D10
416328 6198 6140 G160 GITOWEAD 6191 6201 6212 6ognle 2 a4 5 G| 7 6 9
426232 G243 6253 6280 G274 (684 6204 6304 G314 6325(y 2 3| 4 5 6| 7 8 B
48[6135 6345 6355 G365 G375|6385 GI05 6405 6415 G426(1 2 4[4 5 67 8 &
#4 6435 G444 6454 G404 0474[6484 6493 6503 6513 6522(1 2 3| 4 5 R 7 ¥ 9
450582 6542 6551 6501 G571[G580 G500 G590 G600 GEvy|:r = 8l 4 5 6| 7 4§ B
48 |0028 6637 5646 GO56 GGG3|6675 GOB4 G669 4707 67121 2 3] 4 5 G[ 7 7 8
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Logaritmos de fos niimeros

Tabla II. Antilogaritmos de las niimeros

-1
i1
a2

T404 7412

7410 7427

T482
7550
7624
1700

1782
1863
7924
002
BOE2

8120
8105
5261
8325
8388

8451
8513
B573
L HE
A602

A751
3808
BE%5
A921
8976

2031
9085
0158

83mm
Béfunin

B5 [928¢
889145
BT 0305
BB (D445
B9 9404

805542
g1|4500
2210038
839685

1Y

25
a8
7
-1}

731

77T
L]
26468
9912

29 (PG56

T490
7568
Ti42
1718

7789
7860
kiibhe
BOOG
8080

8136
az02
2247
8331
B305

B45T
8510
A5TY
BG3Y
BEOE

B756
Bald
8871
BR27
Bpa2

0016
D090
$143
$116
0248

9280
D3%0
0400
0450
D409

2547
9595
0643
9680
9738

2782

9827

‘08Tz

a7
9961

7497
7674
7049
7723

7798
7868
7038
8007
8075

Bl42
82090
8274
8338
Bd01

B463
B525
8585

8645

8704

8762
8820
BB
Bgla
aua7

1042
a00a
0140
0201
4253

9304
9356
2405
9455
9504

0552
4400
0647
2684
8741

0788
gas2
2877
2821
2985

1505
7582
7657
7731

7803
7815
7045
BO14
aoa2

8149
8215
8280
8344
B40T

8470
§531
A301
8651
#710

8768
8825
8882
:3: ]
8091

D047
B101
‘154
0206
0258

9309
8360
9410
D460
0509

9557
3605
it
B30
9745

9791
RLEL]
06881
o028
24849

7435
1513
7580
1664
7134

7810
7882
7852

BOZ1
5089

BL56
6222
B287
8351
6414
8416
8537
8507
8857
87146

8774
BB31
apey
ag43
8908

8053
8106

7443
7520
7307
7672
7745

7814
788D
7059
AG28
8066

8162
8228
8293
Ba57
B420

5482
4543
a603
8663
4722

8779
2837
LLEL]
8941
1004

9058
9112

0150 |M65
B212)9217
0262 9260

0813 in320
93659370
0415|1420
0465|3460
9513 514

9562|9560
9600|9614
9657 9661
8703 [0708
0750|9754

$78512000
984110845
0886|0890
99009934
99748974

7451
7528
7614
7679
7732

7825
7896
T966
8035
B102

8169
5235
3289
8363
5426

8488
8349
8609
886D
B727

B785
LT
:1:}: ]
11T
9083

8062
"7
D17h
8222
9274

8325
9375
2425
MT4
el

9571
9618
060G
97138
0159

9805
0550
0504
onap
9083

T450
7536
7612
7686
T760

7832
7900
7873
8041
B10D

H176
a4l
H3NG
8370
81432

B404
8353
BG1G
RG75
8713

B701
8848
204
ango
2015

2069
D122
0175
9227
9270
9330
#1380
0430
2479
05328

0576
0624
9871
8717
8763

0809
9854
ga0g
8943
9987

T466
7543
7610
T604
TT67

GEL
74910
7080
8048
B116

R1B2
A248
8312
8376
84af

A500
8561
8621
B&B1
R739

A79T
0854
8010
8NE5
9020

074
D12R
2180
8232
0284

8345
436G
M35
0484
9533
0581
0628
0675
0722
4768

0514
9859
8003
2048
g081

1474
1551
1627
701
Ti14

1846
T917
7087
B0&5
B122

§188
R254
LEN]
8382
6445

8506
8587
BG2T
BEBG
8745

BBOZ
BB59
BO15
B871
D025

07
133
Qi8h
2208
9289

9340
0360
4440
2480
9508

9586
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8727
9773

2818
naG3
908
9052
9096
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Tabta 111, Valores de Funciones Trigonométricas
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Tabla 11). Valores de Funciones Trigonométricas

Sen Tg Cig Cos
1564 1584 8.3138 9877 1.4137 | BI° 00 .
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2051 2005 47720 9787 1.9643 i
2078 2128 47048 9781 1.3614 | 78° 00
2108 2158 4.8382 9775 1.3584 By
2138 2188 4.5738 5789 1.2585 Flig
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Tabla 11l Vialores de Funcieres Trigonométricas

Grados [Radianes| Sen T Ctg Cos
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piid A5B8 4438 4860 2.0204 .Beaz 1.1112 W
w 4825 4462 ARag 2.00567 B0 1.1083 W
w A654 4488 5022 1.0012 .B036 1.1054 jlig
BO" 4843 AbL4 L5058 1.8768 8923 1,1025 10
7° 00" AT12 A5D S005 1.8624 8910 10690 $3° Lo’
Cos Ctg Te Sen |Rodinnes| Grsdos

291,



292

Preparatoria

abiertaonline

Dispenible en

Preparatoria Abierta Online ¥,
www prepa-abierta.com IE
.

[Ec3

Tahla 11, Vatores de Funciones Triganométricas

“Tabls 111, Valores de Funciones Trigonométricas

Grados |Rodianes| Sen Te Ctg Cos
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