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Prélogo

Hemos visto en el texto anterior los principios bésicos del razonamiento deductivo, Tos
postulados que definen al conjunto de los nimeros reales como un campo, a5f coma también las
aperaciones fundamentales con esos ntimeros, eon las cuales debemos estar ya familiarizados &
través de los ejercicios que allf S¢ propusieron.

Los postulados de cnmpo, sin embargo, no.nes dan reglas para poder comparar &-los
elementas del conjunto R, y esas normas son las que shora tratamos para completar nuestros
conocimientos fundamentales sobre el conjunto de los nfirmeros reales. Asimismo corisideramos
algunas interpretaciones geométricas de estos elementos, para ver después las interpretaciones

. - geométricas de lns relaciones entre los nimeras reales, pianteﬁndo]ﬂs antes en forma stmbéhca
como igualdades o demguuldades :

' Es nuestro objetivo general en este [ibro cnmpletnr ¢l conocimiento de los niimeros reales;
1° para aplicarlo en la solucitn de problemas practicos mediante la generalizacion que nos'
proporciond el dlgebra, y 2° establecer el vinculo que existe entre estos nlimeros y ln geometria,

preporacion fundamental dé cualquier estudiante para.que pueds abordar la analltica y el
chleulo, todas ellas materias bisicas en el estudig de cualquier iecnologia.

.

Mario Villegas Urquidi
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Instrucciones para el alumno

El presente texto ha sido estructurado tomando en cuenta los diferentes aspectos gue
caracterizan a los alumnas que estudian en la modalidad de enseflanza abierta.

El libra esid dividido en cuatro unidudes, yue carresponden a cuatro grandes temas de la
Matemittica; estdn marcadas cort némeros romanos. A su vez, las unidades se dividen en
midulos. El total de modules de las cuatro unidades, es decir, del'libro completo, suma 16. La
division en modulos tiene por objeto repartir la carga de estudio, caleulanda que cada médulo
pueda ser esiudiado, aproximadamente, en una semans. Ademds, esta division le permite a
usied. alumuno, darse cuenta del avance que ha logrado en el estudio de la materia.

Al principio del libro se encontrard una Notacién que son las explicaciones relacionadas
von la simbologia empleada;

I. En cada unidad encontrard: ] )

Introduceign. Que es una visidn general y anticipada de lo que se {ratard en esa
unicad. )

Objetivos generales. Son las metas que deberd alcanzar usted cuando termine de

estudiar Ja unidad, Si analize esos objetivos con detenimiento verd que estan formulados
de manera amplia y general de tal forma que usted mismo pueda hacer una apreciacidn
persaatal para comprobar si, efectivamente, aprendid.los temas presentados.

Diagrama temitico estructural. Es una presentncién esqiemdtica del contenide total
de Ia unidad, Su funcién es bisicamente de enlace, o sea, cAmo se relacionan los diferentes
temas trataduos en cada uno de fos médulos que. componen la unidad,

Glosarie. L& indiea el 51gmfcado de ]os térmmus técnicos empleados en ¢l desa-
rrotlo de [ unidad. :

Bibliogenfia. Al final de cada unidad encontrard los libros recomendados para
ampliar o protundizar el tema de la unidad, i

L8 ki maditde eneontrars Jos sipuientes clementas;

Objetivos especificos. Son el desglose de los objetivos generales de la umdad Res-
ponden a la pregunta iqué debo ser capaz de hacer cuando termine de estudiar este médulo?
Esguems resumen. Presentu el uunlcmdu de eudy médulo en forma sinoplzc.'i.

A draves del desarrotio clLi tema usted  encontrard los stgmentes caractenmcua

Tdens puia. Ubie ;ulas en los mydrgenes de las hjas, Son quu'cnlslmos resfimenes gue
ticnen comn Hinalidad Facilitarle ity acion de un voncepto, la fjacidn de una informacion o la’
realizion dé wn |u]1.1~.u muy rdipido,

La figura © Seencuentra localizada en los mirgenes de las hojas.
SiLniﬁm ‘toma tu lipiz” e mdlca alguna actividad. que usted debe reallznr como préctica en
sus ejercicios.de dprendlza_]e. '
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Reactivos de sutoevaluacion. Al fina] de cada médulo se dan una serie de preguntas
- Re 5

' i 3 i ¢ grado ha logrado
de sutocomprobacidn, para que pueda verificar por usted mismo en que gr  log _
£l .

!US abjeiivos (prﬂpuestus al pImclpIO dEl IIlﬁdu]D}. Las IESPUes[aS correctas 1&5 encﬂﬂtﬂud
.

al final de cada unidad, en los Paneles de verificacian.

CEE

Notacién

Un factor imporiante para la comprensién de coglquier texta de matemitica es ta correcta
interpretacién de los stmbolos, pues en textos de autores diferentes es posible que a un mismo
simbalo se le den significados distintos; por tal razén se ofrece una lista de los simbolos
empleados en este curso y su interpretacién. Ellos son presentados en el orden de aparicion
en el libro,

" SIMBOLO SIGNIFICADOD

[ Esunelementode, . .
& No es un elementade- . .
{} Conjunto

Esiguala

Tal que

Simbolo de la operacién suma-

Cardinalidad dal conjunto A

Y asi sucesivamente

Conjunto universal

Conjunto vaclo _

Conjunto de los nfimeros naturales

Simbolo de la operacién multiplicacié
'Nuesiguala . "

Subcunjqntu de,.,

Noes subconjunto de. . ,

Subconjunte propio de

Es mayor que

Es menor que *

Es menor o igual que

Es mayor o igual que

Unién con.

Interseccion con

Complemento de

No es subtonjunto propio de

Simbolo de implicacién )

Simbolo de fa upet_-aciéu_l diferencia o resta -

No es mayor que ’

No es menor que : :

Simbaolo para expresar la operacién divisin: {también se usa

ANYI[® DCVAA VA AN - 2 e®: 34~y

el simbolo — como en -b—) S .

15
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Doble implicacion o equivalencia

No, es falso que

Tridngulo

Angulo

Conjunto de 10s nimeros reales

Conjunto de los nfimeros enteros

" Conjunto de los racionales

Conjunto de lbs irracionales
3.14159...
Stmbalo de la operacitn rafz cusdrada

“Tanto por ciento

- UNIDADV
POSTERIOR DESARROLLO
DE LOS NUMEROS REALES
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Introduccion

Alllegar al nivel de Preparatoria ya hemos aceptado y utilizudo el orden entre los nameros s
enleros y sun entre los roclonales, generalmenie de una mianera intuitiva, ahora -
fundamentamos aquellos conocimientos y los extendemos a los nfimeros reales aplicando para
lograr este aprendizaje las técnicas de la Unidad IT1, es decir, Ia justificacién de cada pas a
cadn cambio en una expresidn algebralca. ' .

Ahorn, empezaremos & manipular expresiones algebraicas en que intervienen las
desigualdades, ya que hasta aqui stlo hemos resuelto los llamadas ecunclones. Estableceremos
la coirespondencia entre-los nlimeros reales y los puntos que forman una linea recta, para asi,
introducirnos a los sistemas coordenados en los cuales se prafican los conjunios numérizas,
técnica esta importantisima dada la aplicacitn y divulgacién tan extendide de las graticas en el

mundo moderno, comae “lenguaje” visual. :
. 4

19
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Objetivos generales | 1 | | Diagrama tematico estructural

_ Reglas Definicién de ndmeros

de inferencia positivas y negativos

Postulados
de orden

Al terminar de estudiar esta unidad, el alumnao: Teoremas 5-1 a 5-6

Aplicard los postulados de orden entre los nGmeros reales en la resolucién de

desigualdades. ‘ :
Utilizar los teoremas bdsicos sobre desigualdades en la simplificacién de expresiones . . Induccién
numeéricas. _ _ matemética
Calculard valares absolutos de diferentes distancias. :
Graficarf. conjuntos numéricos, utilizando como instrumento la recta numérica. Namero Ordenamiento de los . Densidad
racional ‘ enteros y racionales
Media
arftmética
Carrespondencia Sistema coordenado
biunivoca lineal
Disyuncién - "Valor absoluto

T R B ' Distancia entre
‘ dos puntos

Grifica de
intérvalos

Intervalns
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Glosario

Campo.. Tedo sistema matemético cuyos elementos cumplan con los seis postulados de campo
acuerdo para dos operaciones. '
Campo erdenado. Es todo campo cuyos elementos pueden ordenarse y compararse de
e ese orden. . _ _
Pestulndos de orden,  Son [as propiedades que posee un determmndu conjunta para ordenar y
comparar sus elementos. ‘
Propiedad de trlcotomia, Si x, YER entonces s6lo una de las proposiciones siguientes
es verdadera: .
x>y 6 x<y 6 x=y

Postulado transitive.  Siun niimero real es mayor que un segunda, nfimera, ¥ €te mayor que
un tereera, entonces el primer nfimern es mayor que el tercero,
HWHIER x>y yrxz=x>z.
Inecancién.  Son proposiciones abiertas en que mtemenen los signosde Ins demgualdades

>,<, 7,

Postulado aditivo, Siun ndmero real es mayor que otro, la dessgua]dud no s a]tern al sumar

un 'mismo niimero real en ambos jados de la desigualdad. )
Si x,3,z€R, -yx>y=>x+z>y+z
Paostulado mnltipllcnﬂvu Siun nimero real es mayor que otro, [n desigualdad no se altera al
multiplicar por un misme nlmero real positivo en ambos lados: de ln desigualdad.
Slxy,zER Yyz>0 - Yx >0
Six>y=xzsyr '

. Niimero racional. Es el elemento numérico que se puede representm' por el cuclente de dos

enteros y cuyo denominador es diferente de cero.

D={x| x = b,a,b €E, 5%#0},DeR

Densidad, Esla prnp:edad de los némeros racionales en cuanto al orden, y dice que entre dos
nimeros racionales siempre hay otro néimero racional, : o

Induccién matemdtica. Proceso por el cual después de: aceptar un caso part:cular por -

induccién se generaliza a cuelquier caso “n” parg demostrar deducﬂvamente que si se
cumple para "n" se cumplird parn *“n+1", concliyendo que se cumple siempre,
Orientaclén grafica. Sentado de referencia para la localxznmén del orden de los nﬁmems sobre
una recta, - : .
-Slstema eoordenado lineal, . Esla correspondencm bluntvuc_a entre los puntos de'unn recta y
los elementos de R. ' ' : '

Valor absoluto.  Es el nimero de unidades que separan dus puntus sm 1mpurtnr el sngno de.

referencia en un sistema coordenado lineal, : : S
Distnncm entre dus punlos. Esel nflmem de umdndﬁ que se encuentran entre das puntus

22

Recta numérica. Es la recta con cuyos puntos se asocia. el conjunto de nfimeros reales,

también se Huma sistema C.L. 3 .
Grafica de un nimero.  Es ¢l punte de una recta numérica con Ja que se asocia el ndmera,
Coordenada. - Es el valor numérico con el que se asocia a un punto de la recta numérica.

Intervafo. Es la grafica d& un conjunte numérico expresado en valor absolute y menor que o

su conjuncion equivalente, ‘
Intervalo ahierto, Es cuando en la gréfica no se incluyen los vaiores extremaos. [a.b]
Intervaio cerrndo. Es aquel en cl que en la grdfica se incluyen los valores extremos.
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Modulo 1

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al terminar de estudiar este mbdulo, el alumna:
1. Definiré con sus palabras nfimera positivo y nlimero negativa.
" 2. Explicarf porqué el conjunto de los nfimeros rezles forma un campo ordenado.
3. Mencionara cuéles son jos postulados de orden.
4. Concluird e] valor de verdad de proposiciones dadas utilizando las definiciones de **mayor
que” y “'menor que”,
5. Aplicard los postulados de orden (tricotomia, transitivo, aditivo, mult:p]lcntwn) en la justifi-
cacibn de implicuciones y en la demostracién de teoremas,
6. Demostrard al gunos teoremas de orden aplicando [os postulados correspondlentes
7. Mencionard cudles son las inecuaciones.
-8. Resolverd desigualdades justificando cada uno de los pasos.

ESQUEMA RESUMEN

Tricotomia

Postulado transitivo
POSTULADOS DE ORDEN —

Postulado aditive

Postulade multiplicativo

5 S

— 8 > bes>—a < —b
Algunos teoremas a > be>g —b EP

importantes (definicién de “mayor que™)
a < b<s=>b —atCP

MESIG . L e s
DESIGUALDADES (definicion de “menor gue”)

E C
INECUACIONES :
Sia>byc< 0 =>ac < be
Sie>byec>d=>a4+c>b+4d
_a,_b,._c,d_)0,a>_byc_'.'>d3m:>_.bd

Teoremas
bésicos

5
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. H conjunto de
los nimeros
realeses -

un campo

Campo
ordenado es...

{Cémo se .orde-

nan los nimeros
".reales...? .

¢£Y el orden
sg . establece...?

1.1 Paostulados de orden )
Existen proposiciones en las que comparamos valores, medidas,

eteétera; decimos por ejemplo: Juan es mayor gite Pedro, uns hectérea es

mayor que media hectfirea, un octavo es menor que ciento treinta

milésimas; jefmo podemos estar convencidos del valor de verdad de

dichas proposiciones? los postulidos de campe, las propiedades de la
ipualdad y In equivalencia nos sirven para Justlﬁcar que existe diferen-
cia pero no nos permiten o justifican el sentido de .esta. diferencia

Los elementos que manejumos son_niimeros reales y hemos demos-
trado que forman lo que Hamamos un campo, necesitumes ahora de-
mostrar que se pueden ordenar y comparar de scuerdo con ese orden,
para demostrar en los casos de desigualdad cudl es mayor o cudl es
menor, es decir, que el conjunto de los ntimeros reales formas un campo
ordenado. : : ‘
Definicion:

Campa erdenado es todo conjunto cuyos elementos cumplen con los seis

postulados de campo para dos- uperacmnes ¥ adenmh guardan un orden

al cnmpnrurse entre el]os

' Considerando que vamos a acomodar Tos nbineros uno después de

otrp, empezaremos por acomiodar y definir a- tres conjuntos dlSJLlntOS
‘cuya unibr forma e conjunto R,

I Sea P, el cunjuntu de nﬁmems positivos.

2 {xl -x E P} E] con_]unm de nimeros negatives que definimos

usindo ¢ conjunto P, como aquellos nfimeros cuyn inverso es

pasitive. Siendo x negativo —xes positivo.
3. {0} Este ccmjuntu complementa la union de los dos anteriores y
tiene un solo elemento, por el teorema 3-11, sabemos que el cera es

un nimeroe cuyo inverso es él mismo.

El nrden de los.tres conjuntos definidos lo establecemus usnndn las

sngutenles

Dcﬁniciones'

XERyx>U0=2x€EF. _
XxERyx<0e -x_E_P._: s

. De acuerda’con las definiciones cunlquier niimero positivo-es mayor

que 0 y cualquier nfimero negativo es menor que 0. Usandn la’ reg]n de -
inferencia dela cudena {Unidad 11;. Médulo, B), dednmmos que cunlqmer '
. nﬁ)gngn_-o_gasstlypgs mayor que cua_lgu_:er nimeron

Demostracién: a> h=—g< ~-p

Postulndos de orden

" Postulado 541. Tricotomia, Si %, Y € & cntonces sélo una de las

$Qué postulados

proposiclones siguientes es verdadern. X > ¥ 0 X< ¥ 0 X =¥ pos ordenan los

Postulndo 5-2.Transitive. 5i un nfimero real es mayor que un segundo

nfiniero, y éste mayor que un tercer nfimero, entnnces el-primer nd-
mero es mayor que el tercero.

LVIER x>y yy>z=x>12
Postulado 5-3. Aditivo,

v2ER x>y ='.x tz>y +:z
Pu,stui'ndn §-4. Multiplicative...

.'x,y,zER.z> 0 y x>y = xz>yz

A diferencia del postulado multiplicativo para la igualdad, éste tiene
una condicibn mds, el.factor (z) debe ser positivo o mayor que 0, Ahora
Estableceremus ¥ demostmremos algunos teoremas quei;os serdn de gran
utilidad, tanto para ordenar los clementos de R como para resolver
proposiciones abiertas en las que intervienen desigualdades. Las
demostraciones siguenla téenica de dos columnas, pero en'las justifica-
ciones sélo escribiremos las que corresponden & este Yibro, pues se
supone que usted recordard Ins que correspondan a la teotia de campo y
sélo se recomienda que esté sepuro de recordarlas; con esto se pretende

.recortar dichas demestraciones para hacerles mds interesantes; recuerde
" que siempre que no se mencione otrs cosa el conjunto de reem-

plazamiento es R,

A las' proposiciones ablertns en que intervienen des:gua[dndes
tambiéh se les llama Inecueciones.

Teorema 5-1, e>be-ac -b'

- Ejemplo: S_i iOD > ID'entonce_s - 100 < - 10,

nimeros
reales...?

Teoremas para
proposiciones
abiertas...

~a<-b=a>}h

—a+(@+b)<—b+{ath)

a>b ’ Dado -a<=b
. (-a)+(-B)eR : Cerradura a+hER
at{(-a)+(=b)] > b +[(-a) + (=B)] Postn-
. ) — - lado 53
0+ (-b)> (-a) +'0 . T D+b<at@-
—a<-b - . o ax>b
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&,

que
a>heag-pelp

Demasiracion:

Teorema$5-2. 2> b si y solo si 2 — b es positive
A este teorema también se le Nama de Ia definicion de mayor

a>b=a-beP g-hEP=0a>bh

b) 7 < 11 y 10 < 15

Teorema5-5 a) 4 > 3 y B8 > 7
4 4+ B8>347 . T+ 10 <1 4+ 15
12 > 10 17 < 26
Teorema5-6 3} 6 > 4 y 3 > 2 b)3 <5y 7<09
6. 3 >4 2 I .7<5 .9
18 > 8 21 < 45

Con Iz idea de tener presente la diferencia entre el inverso de un
nimero dado y su reelproco, se incluye Is siguienie  actividad contplementsria,

a> b ’ Dado a-bheEP Dade
a+{-b)> b +(—h) Postuloda 5-3 a-b>0 ° Definicion de nime-
a-b>0 . 10 positivo
a-beP * Definicion de

¢Para definir
menor qué...7

<

Teoremas
basicos sobre

desigualdades

&

Aplicacién de
teoremas so

desigualdades

,28 .

fa-0)+b>0+ b Postulzdo 5-3
elemento de P : a>b .

Teorema 5-3. g < b siysélosib-oes positivo,
A este leorema se le comoce como la definicibn de menor
gque. Completa la demostracién que es semejante a la del teorema 5-2,

a < b<=>b - a P

Demostraciin: .
a<b=>b—af€P b—dEP=>a<hbh
a < b Dado b — a €P Dado

a+ {—a) < b4 (=a)... b—a>0...

................... benanier e R I R I LR

Teoremn 5-4 2> b yec<0, —>» ac<bc

Este teorema nos indica que a diferencia del postulade 3-4
_ multiplicativo, si el factor gue se agrega es negativo, el sentido de la
desigualdad se invierte. La demostracién esté escrita en el problema 6 de
los Reactivos de.antoevaluacién correspondientes a este mbdulo para gue
la justifique el alumno. :

TcoremnS;S a>byc>d,‘:_‘>a+c>b+d‘

Dos desigualdades del mismo sentido pueden sumarse miembro a
miembro y resulta una desigualdad con e mismo sentide. La
demustracién es muy semejante ala del teorema anterior y se propone
comao el problema 7 de los reactives.

Teorema5-t 4,b,c,d>0,2>b'y c>d = gc > bd

5i todos los néimeros en dos desipuzldudes del mismo sentido son
bre positives se pueden maultiplicar miembro a miembro y resulta otra
desigualdad con el mismo sentido, - ' o
Ejemplos: Teorema 5-4 . o L
a) 15> 9y =2< 0 by =2 >=5=120
15 (=2) < 9(=2) (=2} (=]) < (=5) (=)
=30 < =18 - 25 :

&

1" Escriba el inverso aditivo de los siguientes niimeros:

b) -4 c)“;—’i Cal e)-1
' - 7

2" Escriba el reciprocy tinverso miitiplicativo) de cada ninmero de los
incisos anteriores. ’

En caso de duda consulte I Unidad 111,

£

Demuestre que el producto de dos nimeros reales ambos positivos o
ambos negativos, siempre es positivo. ’

Demuestre que sia € R, a2+ 0=¢°> 0

Utilice la definicion de menor que, para deducir una conclusion de cada
una de las proposiciones siguientes. La conclusion debe deducirse de la
Proposicion dada sin tomar en cuenta el valor de verdad.

a) 6<9 ¢} -2-(-4)€P e) ~3-(-1)eP
B -5<-1 d} 5-8¢pP f 4-7¢ep
Aplique en el problema anterior, la definicién de mayor que. Invierta:
las desigua[dades. de los incisos a) y b).

REACTIVOS DE AUTOEVALUACION

tustifique cada una de las siguientes implicaciones considerdndola verda-
dera, complétela cuando no tenga conclusion escrita.

1) —a<0=g€pP 2) 3<10y 10<50=3<50

B) 3€P =350 h) 5>x yx>0=5x>x

c) axbya<h = i} a'espositivoy b + 2 es pdsitivo,
d} 3>1=>3-1ep entonces afb + 2} es positivo.
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) 543y5+3= ) x<y yp<z+3=x<z+3 1 o Médulo 2
) x no es mayor que 0 y x _ .
' no es menor que 0 = ’ : -
6. Justifique los pasos dados en la demostracion del Teorema 5-4.
" a>byc<O=a<h ' _
Loa>b ' _ OBJETIVOS ESPECIFICOS
2 ec<l=2-¢>0 ' : ] . )
3 al-c) > b~6) . : : 1 Al terminar de estudiar este médulo, el alumno;
4 —ac > =be L. Demostrard el ordenamiento de los enteros por medio del postulado aditivo,
R 5 g < be - . 2. Explicard cudles son-los némeros racionales ' :
7. Demuestie el Teorema 5-5. 3. Dard un ejemplo de densidad, _
8. Dermuestre el Teorema 5-6.- 7 4, Ordenard nlimeros reales de mener a mayor y de mayor a menor.
Resuelva las signientes desigualdgdes justificando sdlo los pasos en que 5. Demostrard la densidad de los nimeros racionales,
‘ aplique postulados o teoremas de este. capitulo. 6. Caleulard promedios de dos ntimeros dados,
9. Ix+1>3 7. Demgstraré el teorema sobre fracciomnes iguales a cera,
Solucion: 2 + 1> 3 . oo 8. Demostraré el teorema w, x, hieRy, 1570
(2x + 1} + (-1} > 3 + (1) Postulado 543 aditivo
: _ ] r W ’
e | S T >wy
'(-1-) 2x > (%) 2 ' Postulado 5-4 multiplicativo : ) 7 Yooz
x>l T S B - ' .
xeRlx>1} < .. . ESQUEMA RESUMEN
2y — 4 2 o : - ' ' ,
10, x =35> 3x + 3
1. ER ORDENAMIENTO DE LOS ENTEROS - Induccién matematica
. = ) .
12, —Ax <3+ 7 _ . Caracteristicas
13, R .
2 -3 NUMEROS RACIONALES Campo ordenido
1?-. Complete la solucidn. -~ Densidad .
Ix-17> -3 :
2x > Fostulado 5-3
x> : o | o . . i
— > Postulado 54 - L : } EEOREMA SOBRE UNA FRACCION IGUAL A CERO
" xERIx>2 o T 7 , R - Six, yEE; y#£0
15, Resuelva: 4 ~3x. > 4 . . IR, . . o . _';—:0 <+ xr=0
30 31
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2.1 uUrdenamiento de [0S enteros

;Como Teorema5-7. | > 0

ordenamos  Demestracion:

losenteros? 1 g5 12061 =0 Tricotomia
1=+0 Postulado de identidad inciso ¢l
1 <0 Hipotesis. Si liegamos a un absur-

do o contradicrion, nuestra hipb-
tesis serd falsa y la disyuncién nos
sefalard la verdad. Método in-

directo, :
l1<0=-1>20 Definicién de niimero negativo,
= (-D{-0>0(-1 Pustulado 5-4.
=1>0. - Cuontradiceion entre Ja hipdtesis y

la conclusién por lo que-ia hipd-
: tesis ey Falsa, :
1«0,1+0=1>0

Corolario: Como 1 EN y 1 € P entonces si xEN > x& P

Sial > 0le aplicamos el posiulade 5-3 aditivo sumandole la

nnidiel o cada lade tendremos: 1+ 1 > 0+ 1 y por sustitucion

2> 1, aplicando e mismo  postalado ‘a este resultado y  asf
sueesivamente a o que resulte, tendremos un orden establecido para los
clementos de N justiticado por el postulada transitivo: :

0<clc2<3<c4chc<.,

Si después de comprobar unos cuantos casos nceptnmbs que
N C P es decir, que todos los n@meros paturales son mayores

que O y que por tanto sus inversos serdn los nﬁmeros enteras

IlBgathDS O menores que 0.

w—d < -3<c-2<-1<0

Razonamiento +Qué tipa de razonamiento estamos empleanda? debemos recordar
matematico que con este tipo de razonamiento las conclusiones no son necesaria-

mente vilidas pues es un razenamiento inductivo, por lo que después’

e demostrar que se cumplen en un caso particular, para un nimero
n € E, habrd que demostrar deductivamente que se cumplen para el
siguicnte nimero #t '+ 1, para entonces sf aceptar como conc]ustfm que
-se cumplirén para todos los elementos de £, :

A este procedimiento se le llama mducciéu'matemiﬂcu o también

criterio de la lnducch')n'y su aplicacién g;quiqr:'.'m__u__c_:ha mé; experiencia

"de parte del estudiante que la que hasta aqui haya obtenido. Por lo

pronto sceptaremos que N C P

2.2 Nameros racignales. Densidad

En la Unidad III del texto anterior hemos definido al conjunte de
ndmeros enteros y una razon para amplisr este conjunto fue que ningln
entero multiplicado por 8 da 4, podemeos observar que eso significa
que los elementos de E no tienen un inverso para lz multipiicacién o
reciproco en el mismo conjunto, por la cual £ no es un conjunto cerrado
para la multiplicacién, de modo que aunque E es un conjunto ordenado,
10 €s un campo ya que sus elementos no cumplen con Jos postulados de
cerradura e inversos. Un conjunto mucho més “rico” que E, cayos
elemenios si cump[en con los postulados de campo. es el canjunto D de
los ndmeros racionales.

Definicion:

Nimero racional es el que se puede representar por el cociente de
dos enteros, denominador diferente de 0.

={xlx=2,0b€E b+0} DCR

Este conjunto es, entonces, un compo y el teorema. . . ... PPN
320 (-':; = % < ad=bc) junto con los dos siguientes nos permitird orde-
nar sus elementos, con lo cual D formard un campo ordenada.
Teorema58. x,vEE, y # 0% =0®x=0

El enunciado para este teorema podria escribirse como sigue:
“Una fraceidn es igual a cere, si y séle sk su- numerador es cero”

Este teorema adquiere gran importancia en la solucién de

ecuaciones con fracciones, y puede hacerse extensivo a los nﬁmems reales
si consideramos x, ¥ € R,

Definicién de la di-

Demnsteacion: Fwmpe y-0=x
¥ o 0= “visi6n {observe que
: =X es doble implica-
% =0 x=0 cién.

El teorema siguiente condiciona que los denominadores de las
fracciones sean nfimeros: positivos. Podria condicionarse que .ambos
denominadores fueran negativos con el mismo resultadoe, pero de ningtin
medo pueden tener signos diferentes, :

Teorema 5-9 W, X, Y\ 2 E_R,‘ ¥z 2.0;_;_-). % #xz > Wy

Los nimeros
racionales si
forman un
campo

Una fraccion es
igual & cero si...’

Los niimeros
racionales
forman un
- campo.

ordenado

33



racionalfes.
Ejemplos: Establecer sentido de desigua]dnd entre:
')21 17 . 21.3 =63 17.4 =68
43 21 _ 17
4 T (—4)5 = =20, (=13 = —2I
-3 5 7 . o =20 > -2 :
_—4__ 4 T =1 _ 1 —--4>-—7
-3~ 3 7 3 575 -5 - 3 5
: 4 S 7
-3 5
Estos teoremas, 3-20 3- 8 y 39, ]ustlﬁcnn que podemos mfenmos al
conjuntu D como un campo ordenado, edemds entre los elementos de
este conjunto existe una proplednd muy importante a la que ]]amames
densidad. . :

Y
Preparatoria | st o Tk
abiertaonline | wwpsmateracm [t o

Una fraceion es mayor -que otra si y sélo si, el producto en cruz de
numeradores y denominadores da una desigualdad en el mismo sentido,

Las fracciones mencionadas pueden interpretarse como nimeros

~ Densidad . Definicion:

34

Entre dos nlimeros racionales slempra hay otro flimero
raclonal .

El nimero conoc:du como promedlo de dos o como medla
aritmética es una prueba dela propiedad densidad.

: b
Medin aritmética: a, b CD::> a -|2_ €D
Ejemgplos: : -
a)Entre 5y 6 la media aritmética es 5_+6_ — H
ST 2 -2

2
: , 2
yse puede contmunr :ndeﬁmdnmente lucnllzando un nfimero entre S5yla

media aritmética que resulte;
El problema .3 de los 51gu1entes Reactivos de autoevaluacién

b Entre 3y 112 media aritméticaes . . 5 4 —1-1
-2 - = 21/4

presenta simbélicamente cstn prnpledad a la que haremos referencm en .'

el tema “Graiﬁcn deun con_]untu numénco

&

REACTIVOS DE AUTOEVALUACION /

Ordene el siguiente conjunto de ndmeros de menor a mayor (<)
7 3
{52, -28, - '—z'_?’a'Tﬁ}
Ordene el’ siguiente conjunto de nimeros de mayor a menor {>)
{1, 0, 01, 1, .12, .123, 012, .1235} .
a+'b
2

Siga> b, demuestre que g > > b Esta notacién represents la con-

N +
juncién a > 5—-;—-3 ytrt?

> b, que demuestra Iz prcpledad de los -

nimeros racionales llxmada densidad, * se llama Ia media aritmé-

tieade g v b.

_ 1
Demuestre que: 7°< % <1

Encuentre la media aritmética entre:
a)- 2y7
b) -3y5
e} -36y 25
1 3
d-3v7
2

el =y3

3

- .Demuestre el Teorema 5-9. w,x, 3,z €ER, 3,z > 0

ELaMae
SxTex>w

- Llene el espacio entre los niimeros con el simbolo que haga verdadera

la proposicion, escogiendo entre <, =, >.

a) =7 0 o) 0

b) 1301 13001 ) 3 H
) S B 2 =
@ -1 -4 b =3 ¥

i) -3002  -3020

a5
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Médulo 3

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al terminar de estudiar este médulo, el alumno:
1. Seftalard en gué consiste una recta numérica,

2. Explicaré la orientacién positiva y negativa de una recta numérica.

3. Explicard cudles son fos lamados nimeros racionales.

. 4, Dudu una serie de puntos, determinard sus coordenadas.

5. Dadu una serie de coardenadas, graficard los puntos correspondientes.
6. Mencionira en qué consise ¢l valor absoluto.

7. Obtendrd valores absolutos de diferentes puntos de fa recta numérica.
8. Definird el concepto de distancia entre dos puntas

9. Resolverd problemas relativos a la distancia entre dos puntos.

ESQUEMA RESUMEN

Representacién geoméirica de los nmeros reales:

La recta numérica
Orientacidn positiva sistema coordenado lineal
Orientacién negativa

Valor absoluto
Distaneia entre dos puntos en la recta numérica.

Definiciones de valor absoluto.

acCRyc>0

la| = ce>a=céda= ¢
[a] > c=>a>chba< —c¢
[a[ < ce>—c<a<c

37
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3.1 Representacién geométrica de los niimeros reales

Hemos utilizado ¢l criterlo de Induceién o mdueclén matemética
para establecer un orden entrelos elementos del conjunto £, que a su vez
nos ha servide, junto con los teoremas 5-8 y 5.9, para establecer un orden
entre los elementos del conjunto D, Si consideramos que una linea recta
€5 un conjunto de punios que cumplen con una condicién y llamamos a
ese conjuntoA, podemos establecer una correspondencia _bitinivocn entre

los elementos de R y los de 4, empezendo por establecer la

cotrespondencie entre un elemento de 4 y el elemento 0 ‘de R.

Podemos escribir los niumeros enteros en el orden definido, es-
cribiendo el une & la derecha del cero o a la izquierda del cero antes de
establecer la correspondencin; en el primer caso, decimos que sg le da

otientaclén posltiva y en el segundo caso, orfestaclén negativa. La orfen. -

taclén positlva es la acostumbradn y serd la que consideraremos nos-
otros, de modo que los nfimeros posltivas quedan a la derecha del

una recta cero y los nfimeros negnﬂvns & In jzquierda y cualquier nimero a la
derecha de otro es mayor que él.
() (4)
.. 3 1 1
R={ -4, -3, -2, 2 -1, "2 0, 2iv2 2 am "a...}
Pt o 8 ottt ottt 4
A={= - T —8 »}
T o -

Los nimeres
irracianales en
la recta

38

Las cabezas de flecha indican lo mismo que los puntos suspensivos
en los conjuntos, es decir, que se sigue hasta infinito.
Si dividimos el espacio entre 0 ¥ 1 o entre dos enteros consecutivos

(TPt

cualesquiera en “*q" divisiones igunles, podemos establecer 1a correspon-

dencia entre un punto de 1n recta A y cualquier nttmero racional, £ Y
o ‘ T

siguiendo esie procedimiento nos encontraremes de que sun con la

propiedad densidad de los nfimeros racionales, nos quedan muchisimos
“Huecos™ en lu recla, a menos que tomemos en cuenta 2 los elementos del
con_]untoD Jlos lrmc:unnlr.s, que vendrian a “llentr esos huecos” como se
ve en la gréfica anterior con los nmeros irracionnles V2 2,y 7

Al conjunto de puntos que forman lu recta {4}lo llamamos recta
numérica y al punto en congspo;:denéia:con el ntmero 0, por habernos

servido de base para la correspondencia, lo llamatos origen, De este’ . .
' modo caalquier punto P, estnré en correspondenc:a con un nﬁmero ny

clemmos deellos lo mgu:ente

1<2<3

*'Pes l1a gréfica o represeninmﬁn geométrica del nfimero 1 o tumblén

que‘'nresla cnm-denndn deP” le. cual simbolizamos  P(n), que_se Jee.

: "Pen nr o

Ejemplaos:
M(3), se lee M en 3 y significa

m M que J es Ia coordenada de M o

Az € —t At también que M es la gréfica

0 3 del 3,
b) La coordenada de T es ~ i:-
3
entonces T'(-?) T
A '= L1 1 Y
-2 -1 0

c) & (\/5) El punto B se. puede situnr peométricamente como se
muestra en el dibujo. '

A=

Todes los niimeros reales pueden escribirse en su forma decimal
(los irracionales tendrdn una parte decimal infinita y no periédica), y
esta forma nos permite localizar, en forma aproximada, la posicion de la
grifica de cualguier nfimero real sin necesidad. de construcciones
geométrices dificiles y engorrosas. Por lo anterior, podemos decir que: A
cads nimero real le corresponde uni punto en Ia recta numérica y a cada
punto [e corresponde uso y solo un niamero real,
Ejemplo:

Localice n = 2.743..., mimero iracional

a8



Sistema
Coordenado -

Lineal

Valores
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26 < 27< 28

2
27 < 274 < 28 i
274 < 2743 < 275 - EIEXT 25

Se puede observar que la exactitud de la gréfica de 7 depende del
niimero de subdivisiones que hagamos y consecuentemente.del tamafia
del dibujo, el error entre 1a prifics y el valor exacto de la coordenada
puede hacerse tan pequefio. como se desee, escogiendo la escala lo
suficientemente grande

Definiclén:

nada mayor para testarle la menor y obiener un resultado siempre
positivo. se ha inventado un término que aclara la situacibn: valor
absoluto; el simbolo para representarlo son dos lineas verticales una a
cada lado del nfimere o de la expresién que lo represente. Ejemplos:

a) lxi se- lee el valor absoluto de x.
B) (&) — (-=2)I se lee €l valor absolute de la restd.

c} 1{-2) - (6)! se lee el valor absoluto de la resta.

La definicién del valor absoluto de cualquier admero real nos dice
que es el mismo nimero cuando éste sea positiva o que tomemos el
inverse-del niimero en caso de que sea negativo o que es cero si éste es
cero. En pocas palabras, el valor absolute siempre es positivo; las
disyunciones gque establece la definicibn las simbolizamos con el
corcheie = { 5

Ejemplo: x=4-1 X csipusl a Svesiguala
3 doesiguainl

Definicidn:

A ests correspondencia urio & uno ¢ biunivaca entre los puntos de A y los
elementos de R le llamaremos slstema coordenndo lineal.

3.2. Valor absoluto :

En larecta numérica las coordenadas de cada punto nos lo sithan.a
una determinada distancia de! origen, a 1a derecha, si el nimero es
positive o a la izquierda, si es negativo, por ejemplo: La grificn del
nidmero 6 estd 6 unidades a la derecha del 0, en cambio Ja grifica de
= estd o b unidades 4 la izquierda del 0, En embos casos decimos gue Ja
distancia entre cualquiera de los dos puntos y el origen, es de 6 unidades
¥ aqui ne nos interesa el signo, que sélo nos sirvié para saber en qué
sentido medir | distancia, en otras palabras, al hablar de distancia.nos
interesa el valor sin considerar el signo, o también podemos decir que nos
Interesa que ¢l valor slempre sea positivo; Ia coordenada nos da enfonces
el valor de In distancla al arigen y no tomamos en cuenta su Slgl‘lO pero
cuando consideramos la distancia entre dos puntos cuglquiera, Iz resta

absolutos en la cansiderar el signo. Ejemplo: La distancia entre A(6) ¥ B(~2)} nos Ia

recta numérica

40

dala resta, (6) — (-2) =8 & {(-2) — (6) =8, en donde el valor
es 8. Para evitar ¢l inconveniente del signo o- el de buscor Ia coorde-

El valor absoluto de un nitmero rea) x,es X si el ndrmero es positivo o &s—x
st el nﬁmero es negativo o esy si el nfimero es el 0.

x>0
—5six <0

*ER, x| =
: nsix=20

_de sus coordenadas nos) proporciona ese valor, pero tampoco debemos -

Ejemplos:

a) |31 =3, porque3 > 0 _
b} 1-31=-(-3)=3, porque -3 < 0 tomamos su inverso

x—i, 8-> 0

) Ix-ll=—4 —(x-1)s(x~-1}<0
0, s fe-)=0
d) Silx!=3entonces x =3 6 x = =3 por incisos a) y b)
anteriores. _
e}  lx=1l=5 = x-l=56x-1=-35
T Tx=1=5 =2 x=6
x-l=-5 => y=-4

Ix=-11=5 = xX=6 6 x=-4
f) Ix1>7 = x>76x<-7, La segunda propoticién
de la disyuncién (x < —7) la desigualdad est4 invertida jpor qué?
Ver teorema 5-1

Ef vaior absoluto
de un niimero
@s...
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@ R k<l =
- De los ejemplos anteriores podemos deducir las siguientes defi- |

niciones:

a, ¢ € Ry c > 0 (Recuerde que g, L‘pueden ser expresiongs algebraicas)
lal=¢®a=c da=-c¢ :
lal>ec®a>ec da<-¢

el e®-c<ax<e

C<a<cesuna fnrmn de escribir la conjunclén de 8> ~C

: ya<e :
. Usando In définicién de valor absoluto diga si la 51gulentc
@‘ proposicién es falsa o verdadera y explique. | x | <= i

33. Distancia entre dos puntos en la recta numsérica,

La dlstnncm de cualquter punto P(x} al orlgen sérd x| ya que
Ix 0t=lxI '

‘La distencia entre dos puntos cualquiera A{x)y B(y)sert el valor
nbsululo de la resta de sus coordenadas en el orden que se preﬁera,
lx—pl=ly—xi. — . ‘

El concepto de valor ahsolute nos emn inconvenientes con los signos
en el manejo de la distancia en -el sistema coordenado lineal.

E Ejemplos:
"a)  Distancia entre A(6) y E(-—3) _
AB =1(6) - (-3)I = (=3} - (8)]  La recta sabre las letras AB

= l6+3l=1-3-5| significa o fepresenta: longitud
= 191 =1 -9l del segmento- de recta entre’
= 9 Ay B
b) Distancia-entre C(— —) y D(~ =
P i 1y Lo, 1 -s+22 1 11
D =1-7 - ot _sl-_l_.-_ﬁ"'ll_] b=
@\ ‘ REACTIVOS DE AUTOEVALUACION

l.  8i las coordenadas de los puntos 4 y B son respectivamente- 2 y 6 de-
muestre que -la coordenada del punto medio P, es la media aritmética.
de las coordenadas de los extremos, (Tnmblen se le llama prornedm)

A(2) y B(6) = P(4) .

*Por dehmcnén mngl’m valor absoluto es uegntwu, de donue |x}.< -1 es una bropu-_ o

sicidn falsa,
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Encuentre las coordenadas de los puntos medios entre

a) 3y-3 . - b)) 21y =51 c) Ty34’

Eseriba el valor numérico mis simple para x. '

a) x=—112| © b) x=1-121 ¢) x=-1-12|
S | 5

d) I—'———I E) X,—-ig!—l—'é'l

Demuestre que para todo s ER, —lal< & < ta |, Indicacion: Use la
definicién de valor absoluto. : :

Escnba con sus palabras la mterprelacmn geoméirica de las siguientes

expresiones:
8) x>y Soluclén: Geométricamente o lo que es lo mismo sobre
’ la recta numérica x. es un mimero & la derecha de I

"b) la-6l=1 ¢} lal>5 d) la-21=4 e) lal < 5
B 314 <7 <305 g) la+ 31> 1 hy a>0

Demuestre que lz + 51 < lal + 15|

. Efectiie les operaciones indicadas.

g) 5 +1-3] b) 161 +14] c) l-4l+14-35)
o) 1-31.1-4! e) |71 —1-21 S

Determme el valor de x en las expresiones: -

) Ixl=2 b) Ix-21=5 ¢) 13-xl=¢

d) Ix+51>12 e) lx+5]l <2 ) 13-2xl>5

g) I5x+11<2

Determinar las distencias entre cada par de puntos dadas sus coordenadas.

a) 4 (3), B (7) b) M (=2), N (4)

o) o) 07(2) o(3)

' A 8 31
e) 4 (5), -2} -2, _2
leJ.(.)_B(’ 4) JM( 7) N( 4)
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Médulo 4

 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al terminar de estudiar este médule, el alumno:

Explicard qué es un intetvalo, :

Explicard a qué se le llama intervalo abierto,

Explicara a qué se le lama intervalo cerrado.

Graficard conjuntos numéricos.

Diferenciard intervatos abiertos y cerrados después de resolver una lista de desigualdades
Explicar4 la diferencia entre intervalo ablerto e intervalo cerrado,

Identificard en un gréfico un intervalo abierto y un intervalo cerrado.

Indicard un intervala cetrado utilizando los conceptos de igualdades y desigualdades,

ESQUEMA RESUMEN

GRAFICA DE UN CONJUNTO NUMERICO

ABIERTO

INTERVALO

CERRADO

45



Intervalo

. X < 6
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41 Gréfica de un cnniuntd numé_rico

" Hemos du:hu que {a graﬁcu de un namere real es un punto en el
sistemn coardenado linenl, por tanto la gréfica de un conjunto de
nitmeros serd un conjunto de puntos, ;

Algunos. conjuntos numéricos pueden expresarse s:mbéhcamente
utilizando el valor absokuto,
Por ejemplo:
a) 1x| =3, seinterpreterd como el canjunto de puntos que estdn a
Junidadesdeorigen. |xl=3+®x=3 ¢ x=-3
Solucidn: {3} U {—3} ={3, --3}
Gritica
et 0 .3
b) lx % 1| =5, se puede interpretar como el conjunto de pun~
tos que estdn o 5 unidades de ~ I lx+1ll=lx~(=1t=5
flx+1l=35 #x'i-I—S nx+1-——5
Solucign:

fx11x - (—~])I —'5}—{x|x+1 -5 bx+1 ——5} {f,—ﬁ} _

| GUEfICE ettt it
T o a4

Definiclon;

A los intervalas como el del ejemplo c), que no incluyen los extremos se
les nombra Intervales ablertes, ya que por la propiedad de densidad

siempre encontraremaos ptro niimero entre el 6 y el menor més proximo g

6 que ze nos pueda ocurrir, lo mismo sucede en cuanto &l extremo en—8.

| A la grafica de un conjunte numérico expresado con el valor absoluto y

menor que, o st conjuncion eguivalente, se' le- llama un Intervalo,

e} lx+ ¥l <7 . seinterpreta.como el conjunto de puntos cuya

dlstnncm al punto-de coordenads -1 es menor de ‘7 unidades.

{xllx—~(-—l)| <7
Ix+1ll< 79 =-T<x+1<?
@*-8<cx<h Postulade 5-3

Solucnbrr Zl-Bex<6)={x1-8<x}N {xlx< 6

_El conjunto es infinite, incluye a todos los ntimeros reales mayores
que -8 en un caso, y-a los menores que. 6 en.el otro, pero no mcluyen a

esos ndmeros (—8 ¥ 6)

-Gréfica
- -8 . 0 '_5 - .
o- —— x>

Los puntos cnrrespond:entes al -8 y al 6.se dibujan’ “huecus” para

mchcnr que no forman parte del cun]unto de puntos.

d} |x~21< 3 Recuerdeque < esladisyuncién < 6 = . Esta
proposicién se puede interpretar como el conjunto de puntos cuys
distancia a 2 es'menor oigual a 3 unidades. {x11x — 2| < '3}

Ix-21<3%x-2<3 y 2>-3
® x<5 y x3»-~1

Solucién: {xlx.'gS yxz-l}={xlx<snfxlx> -1}

Eneste casb los extremos del intervalo, el 5y el 1 sf estédn incluidos

por el 51gnn = yen la grifica aparecenin "lienos"

Graﬁca
——— x5
XZ-I‘L‘ -
- — % & -

A los intervalos como el del ejemplo d), en los que los extremds estdn
incluidos se les nombra intervalo cerrado,

Los conceptos intervalo nbierto, intervalo cerrndo adquieren un °

velor extraordinario en el estudio del cilculo en unidades posteriores.

REACTIVOS DE AUTOEVALUACICN

~ Intervalo

abierto

" Intervalo -

cerrado

‘]._ Determine todos los valores posibles para x en las expresiones mgmenlas,

escribalos comio conjunto solucién y grafiquelos.
ca) lxl=10 ) ilx-11=3

@lx+4i<1 € 13-xi=6.

c) fx+41>1
fil12-x1"< 2-

2. Determine los conjuntos sofucmn 0 de verdad de los conjuntos que se

 dan y dibuje sy grifica en la recta numérica. Conside
de reemplazamnento mdlcado en cada prob]ema

e el conjunto.
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) [x€EEI~-3<x< 1} Respussta. En el conjunto so-
x€Elx> -3 y x<1} = {-2,-1,0} lucion stlo tendremos . ente-

ros por lo que solo hny 3

- . L elementos en el conjunto.
3 -2 -1 0 I

- c) {xEEI—%<x<%}

e} xERIx>-1d%x<3}

d) xERIx<26x <6} )
£) {xERI|x+3I < 1}

f) xERIx>3 yx<-1)}

De acverdo con las definiciones dadas al final del tema valor absoluto,

emplee los postulados y teoremas sobre desigualdades para resolver -fas -

signientes desigualdades. Diga si la prifica es o no un intervalo, en caso
afirmativo si es cerrado o abierto.
a) 12x + 61 > 4
c) 13 -2xl <1

b) I5x — 11 <9
d) 15+ 3xl <3

Use los postulados de orden, definiciones y teoremas necesarios para
resolver las siguientes desigualdades. -

Grafiqgue en el sistema coordenado lineal el conjunto solucidn que en-

cuentre, no es necesario justificar.

a) —2x > 4. b) 3x+5<7x + 4 c) 3Ix-3< 4
d) 3y-5>4-(p-1) g) 6(z—-2) > 2z - 4)
f) lx-11>8 g) ld-yi<6 Ry 1>2H7

BIBLIOGRAFIA DE ESTA UNIDAD

“ALGEBRA" Recs. Sparks. Ed. Reverte. 1973.

“ALGEBRA". Florence Lovaglia, Meritt Elmore, Donald Conway. Ed. Harla.

1973.

Paneles de verificacién

MODULO 1 - VALIDACION

Si o>0yb>006a<0yb<0=ab>0

a>0y b>0 Dado a<Q0y bl
ab>0:b Postulado 3-4 b< 0= -b >0 Teorema 5-]
ab > 0 - al-b)Y< 0{-b) Postulido 54
' —ab<
ah > 1] Teorema 5-1

'

GaER ya# 0= a >0 Cualquier nimero real diferente de .0 multi-
plicado -por si mismo da un produgto positivo.

a€ER Dado

a>0d8a<0 Tricotomiz ¥ a & 0 _ -

a>0 Hipétesis 2< Hipétesis
a-a>0-a . Postulado 54 a-a>0-a Teorema 5-4
a >0 : 2 >0

a) 9-6€EP69-6>0 d) 8<5
D) (1) - (HEPS (1) = 550 &) —1< -3
¢) -4<-12 ‘ f} 7<14
a) 6 -9€P : _ d) 5> 8
b) (=5) - (-1)EP &) —3> I
¢) -2> -4 0 1457

a}  Definicion de nimeros negativos.

b)  Definicion de nimeros positivos

¢) aFbye<bh=a>h Trcotomia

d) Teorema 5-2 o definicién de “mayor que”™.’

e) S < 3y5%F3=35053 Thcotomia.

f} x» 0yx < 0=x=0. Tricotomia.

g}  Postulado 5-2. Transitivo.

h} Postulado 54. Multiplicativo.

i}  Problema 2. La conclusiéh obtenida en este problema se puede enun-
© ciar como sigue; “El conjunto P es cerrado para: la muluphcamon’-
j)  Postulade 5-2, Transitivo. :
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. Teorema S4. a> by e<0 = ac< be

a>be<D Dado
c<0=->10 Definicion de nimero neganvo 6 Teorema 5-1
a(-¢) > b(~c) Postulado 5-4
~ac > —be Co
ac < be Tearema 3-1 -

Teorema 5-5, a> b, e>d=a+c>b +d -

a>b . - Dado
ga+c> b+e Postulado 5-3
e>d .. Dado
b+e> b+d Postulado 5-3
a+c>b+e>b+d
Postulado 3-2 transitivo

a+ec>b+d

.Te:omma'S-G. a,bcd€EP a>be>d = ac>bd

a>bc>0 Dado

ac > be * Postulado. 5-4
¢>db>0 Dado
be > bd Postulade 54 -
ac > be > bd C |
ac > bd , : Postulado 5-2

2x,+ 1 > 3 Resuelto en el texto.

_1 4+ 2
2x > > 3x+3

1 1 - 2y . 1 1
(2x — -2-) + 3> (3x + E} + 7 Postulado 5-3

2> 3 + 2 _ Postulado 5-3
2 + (=3x) > (-3x) + (3x + ) '

—x > 1 ' '

6 . . 'Teorema 5-1
x<-2 "

%.( 1
-3 % > {~3) 1 Teorema 5-4:
k47> -3 :
@ + 1) + (-7) > -3+ (-7) Postulado 5-3-

3x > =10

(He> () -10) Postulado 5-4

10 '
x>—-—-
3

12,' —ax <+
x4 (-30) < (<3x) + (3¢ + )
-Tx <1

Chems -4

x> -1

Postulado 5-3

Teorema 5-4

13.

Postulado 54

x + 10k > 10¢ + (~10x + ) Postulado 53

MODULO 2 - VALIDACION

1. Empezamos por ordenar separadamente los negativos y los posxtwbs, des-
pués de escnbulos en’ forma de fraccin.

28
-28---!-6,76 10'52—E
28 12 12, _ 1 18 7 - 12 3
BT "3 71 T3 TF S Tw
(-28)5 t (-12)10 (-—12}2 P75 (282 1 (=110 (- 172)4jT (—3_)5
"140 < —120 -24 > -35 —-56 > ~-70 ~-48 < —15
4 s_z 6 7 :zs 12 3
TS TS TS <%
12 3 1
Solucidn —~?, 2.8, < 4,3,52,76}
=1 o 1 _ 1 _ 123
2 1 =5 01 =10 A2 = e 123 = 1000
012 = 1235 = 123

won e . 10008

.51
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Siempre que sea prictico Osese un comin denominador antes de comparar.

1235 120 1230 1200 160 1000

10000 ° 100600 ° 10000 10000’ 10000’ 10000 _
Solucion: {1, ,1235, .123; .12, .1, .012, .01, 0}

a>b=a>"”>b=a‘>"—;’by";b>b-
a>h Dado u>b
ata>ath Postulado 5.3 at+b>b+b
% B IS % (g + &) Postulado 54 - %-(n+b) >—;— - 28
g+h . a+d
> = . E] > b
13 1 .3,3
7 <5 <1 2<4y4<'l
1 <2 - Orden de los enteraos
%-l<-§-2'- . Postulado 5-4
1
;(l
7 < 3 < 1 Problema 3 anterior
s ]
~'~<3<1
2 2
L i
2 4
a) 2<1—:2<7
media aritmética ~— 1 = 2
2 2
-3 45 _
b)_f‘"""i'___l
; -3.6+25 _ =11 _ 11
¢ 2 T T 20
1, 3 -2+3
d) m-'*i*;: A =1
2 ? B
. 1
e) ;+3_=_—§:=_1_1_
: 2 1 6

. Teorema 59. wx,y,zER y,z > 0; 1‘; > —z“f- “@xz > wy

§>?‘",y.’z>0 Dado 7
yez>0 » Problema 6 inciso i) de los Prablemas V-]
yz - i— >yz ot Postulado 5-4
xz: yw
xz>yw, yz>0 Dado

' LI

»z > 0 e 0
()—l, . ;‘) > 0. Cerradura de P
11 1

zd( - 5) > OwH(; - 3) Postulade 54

X —>

=

>

R |-
~lz

a) :—:>0 porque.{-;"- =;s"-E.Py%——O=%EP

b) 1.301 > 1.3001 porque 1.3010 - 1.300] = 00009 € P -

¢} 2 < -2 porque (-7)4 = -26 < (=92 = -18, =18 - (-28) = I0E P

2

d) - 3.<- 1 porque (1M = -4 < (-13=-3, -3~ (-4) = |EP

3

-5 _ ) .
e 5 <0 porqueTs-_-__j_ y 0_(_%);%ep

N 2>2 porque 5-5>7-3,25 -2 =4€P

8 o5 = I porque (-16)3 = - 48 = (~4)i2

h) fg > :7—5 ' porque :—: =% y % = (- %_) =(-;- +-_5;),EP
i) -3.002 > - 3020 porque ~3.002 - (-3.020) = 0.018 € P

MODULQ 3 - VALIDACION

ler. Método ‘ Comprqbaclién
16 : AP = BP por ser P ¢l punto medio

2<2:°<6 AP =1241=2

2

2<4<6 BP =16 ~ 4l
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2. Método ~ A TF=2-=
AB=12-61=4 o l2-xl=2y 2=16-xI
;-ZJF‘—-*% 4=2 {x|2-x=262-x=-20 N {x|6-x=266-x=-2)
xlx=06x=4}N{xlx=46x= 8}-
-+ - {04}0{4 8} '
0 A(2) P(x) EB(6) {4}
2<x<6 x=4

Comprobacmn f2-(4)1 =2 y 2 =16- (4)I

2.‘ a) A(3) y B(-3) L oox = 3—"';—'3—) _ * Problema 1
Sea A(x) el punto mediu ﬁ% =0 “Teorema 5-8
Solucién P(D). Compruéhela ' '
b) Py o x= 22D problemat
o =30 3
. 2 2
Solucion P{- %) :
c) P(_x): - s x = 1+23.4 - 1e2.4 = §2
Solucién, P(5.2). Comprigbela '
3. a)x——12 H)x=12 ' ¢) x=-12
g 1-5 4, _ 4 - B =1 _5__4&
d) x—l-—-a-—'-|—'—*3*|—; . e)x—3f3— 3
4. -lal s aglales'ln conjuncién —lal g aya<lal

Para estz demostracidn usamos casi exclusivamente la definicion de valor
absoluto en donde tenemos a ER = lal > 0.

Demostrar; a < la|

la.. parte
0> 0=a=la _ Definicion de valor absoluto
2a. parte ' -
alj:_ O-y lal> 0
a<0<lal R .
a<lal " Postulado 5-2

Cunélusién:_Pm;_todo-a € RI, a<tal -

54

Demostrar: — lal < g

1a. parte :

1302 lal=ay -a<0 Definicion de velor absoluto
~lgl=-a
-{al<0<a :
-lal<a ’ Pastulado 5-2

2a. parte _ 7

ga< 0= lal=-a Definicion de valor absoluto
-lal=a :

Conclusion: Para todo a €R, ~lal < a

a) Resuelto en el texto.

b) la—~61=1, La distanciz entre a y el punto de coordenada 6 es 1.

¢) lal >'5. o es un punto cuya distancia al origen es mayor que 5.

d) la—-2!=4, la distancia entre 2 y el punto de coordenada 2 es 4,

e) lal <5, 7 es un punto cuya distancia:al origen es menor que 5.

f) 314 < 1< 3.5 # es la coordensda de un punto entre los de
coordenada 3.14 y 3.15.

' g) la+ 31> 1. La distancia entre . vy -3 es mayor que la unidad.

h) @ > 0. a esun punto & ln derecha del origen,

" Demostrar: ba+ b1 < lal + b1

la. parte
De acuerde con el problema 4 antenor
-lals g glal
- -1l 5 <lbl :
~(lal +1bt)y<a+b<lal +1n1 - Teorema 5-5
2a. parte

Por deﬁmcnon de valor absoluto debernos demostrar las dos posﬂnhdades

_a+b20ya+b<0

ga+b>0=la+bl=a+b o
“la4+bl <isl+ibl Primera parte de esta demostra-
cion y sustitucién de Ia jgualdad

ath<0= la+bl=—-{g+h)

—(lal +1b1Y<a+d - Primera parte de esta de-
) -mostracion
“lal +1bl> ~{a+b) Teorema 54
la+bl< lal+ bl Sustitucién de ln igualdad
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541-31=5+3=8 . b) It +14t=6+4=10

-4l +14-5t=4+[-t1=4+]1=3 )
[=31-1-41=3.4=12 ’ E)_ f71=1=-2=7-2=5
Ixl=2=>2x=206x=-2

{-2,2}°

lx-2l=58=x~-2=50x-2=-5
x=7T06x=-3
. {—3'7}
f3-xl=6=3~«x=603-x=-6
’ x=—-346x=9
{_3|9}
Ix+5l>2=2x+5>28x+5<~2
x> -3d0x< -7 .
‘ xERIx>3b6x<-T)
Ix+5l<2=x+5<2 y x+5> -2
Cox<-3yx>-17
[x€ERI-7T<x< -3}
13-2x1>5=3-2%> 563-2Zx < -5
Co ~2x>20-2x < -8
Cx<—ldx> 4
[xERIx<-1dx> 4)

I5x+1l<2=5x+1<2y 5x+1> -2
Sx< 1y 5x>» -3
1 El
Yy yxz-oy
{xERl—%gxs-;—}
AB=|71-3|=|4l|=4
N={4—(-)| =[44+2]=6
5 15 I‘__]Iiﬂ—? I_zs‘_za
T o7 21T T 14 T 14
_S__‘ 2 3'1_ —8—9"_$ 17| _ 17
S R T e - R B T N B T
— 3 —3-20 23
B=] | =i | = —
-5 = =5
— 3l 8 Y B 185 183
MN =| ———| — = =t =] = - | = —
’ 4 ( 7)’ | 4+7‘ l 28-\ 28
MODULO 4 - VALIDACION '

Ixl=10 {xlx = 10 6 x = - 10} = {10, - 10} ~=- s —

b) Ix~-1t=3 {xlx—l_=36x—_—]=—3}={x|x§46x=—2]"—"[4.—2]

5 >
¢) Ix+al>1 {xlx+4>16x+d4<=1Y={xlx>-36x< -5}

—O—— O p——

-5 -3 . 0

d) Ix+4l <] xl-T<x+d4<1l={xl-5<x<-3}

o
i} + \ ount

. e
-5 -3 o

@) 13-x1=6{x13-x=683-5x=—6l={rlx=-36x=9)={(3,9)

-t

-

-3 o 9

D 12-x1<2 ] -2¢2-x < ={x] 4 <—x< 0}={x14 5 x5 0]

- Lo e —————— -
0 " ‘2 3 4

2. a) Resuelto en el texto

b.) xXERIx<2Zyx<b El copjunto solucién .esr infinito, por.lo
que queda definido por las condiciones.

[xix< 2} N {xlx < 6) X< ) - —0
X< 6 - - 0

{xi'x<2}-<—.—_._~_4_rﬁ.r} .. o

e PR -

7 ;9

c) {xEEI—;-:x(-“-}

7
x>~ 2, x€E) Nixlx< 2, x€E) = (-3, -2,-1,0,1,2)

-7r'11 LTI
- ——{—# & & 8 - +—+ Fl

-4 -3 0 2

d) xERIx<2dx<6)

¥

X<2e—— 0o
X< 6- O
{xix < 6) o r————C)
: 5

Y

20 2 4 8
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xERIx>-10d02x< 3}7'

x< 3 = —0

. [s! _ L x> -l
R ot gy ' ’ . -
: e 1 2 3

x€ERix> 3y;c<—1} Elx>31Nnxlx<-1Y=4¢

x < —j~a—0 O—-——-—h x> 3
D T S A
xeRIx+3lg 1} Conjunto solucién infinito

fxl-l<x+3<i=kl-4<x<-2}

12 +6l>4

%46 >4 +6<— ‘ No es: intervalo
S2éx>-2 ) < =10 {xlx>-16x< -5}
x>-1 &6 x«< =5

-9 8i. es-.inten'alo y es cerrado

B i mix<ayxa-d
-5 ex<2)

I3—2x|<.1 .

I -k <]ly3d->-1.

“x <=2 =% > -4
x>1 'y x<2

Si es intervalo y es abierto
xix>1yx<?2}
fxll<xal}

15+ 3xl<3 : -
S+ Ir<3 y5+3x> -3 Si es intervalo y es abierto
Ir < =2 x> -8

2 - B
X € - = -
3 ¥ x,> 3

. ‘B 24
.{x-l -3 -_c.x_«: - ;}

a} -2x > 4 . b) 3Ix+5<Tx+ 4
! 1 S lx-Tx <4 -3
- ){-2x) < (- =}4
CPEW<EPa B
' x < -2 - 4x > 1
fxeERIx < =2} \
. x> -
q
-2 -1 1 [xx>4]

C) 3):—354 - * V 1
W<4+3 : . ¢ 3 b
tg% d) 3p-5>4-(y-1)

; I-3>4-p+1
lx <3) ty>5+5
4y > |0
UL 5
SNBSS y>3
o- 1 2 3 4 s
{}’EJ’>;)
e) 6(z~-2)> 2z ~4) ‘ .
6z—-12 » 22 -8 -— R
bz -2z > -8 +12 - oy zan
4z > 4
75 1 B Ix-11 > 8
{le;l] x-|>3 6 x—|<—8
- ' . x>0 & x< =7
xERIx>9 U xeERIx< -7}
oo 2 3
'mg}‘-' " ') l"!m'

g) 14-ylg 6 T 0 ’
4-y < by d4-y>2 -6
-y <2 “y> —10 h) 1> ”3”
oyl y< 10 35> 3 +7

ERIy>-21N{yERIy <0} 3-7> 3x

‘ ' ©o3x < -4

4

- & $—» x(—;

-2 nr 10 - IxERIx < - 43}
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UNIDAD VI

' EXPONENTES Y RADICALES
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Introduccion

"

En I Unidad IV hablamos de potencias y definimos-al exponente come un “nimero de
veces”, eso o limitaba a ser un nfimero natural y limitaba también la flexibilidad de las
operaciones con potencias. En esta unidad, extendemos la idea de exponente hasta les .
niimeros racionales, y conseguimos establecer In correspondencia uno a uno entre las potencias
con los mclonales como exponentes ¥ los radieales, mediante el lmmurﬂsmu, facilitando asf las
operaciones y la simplificacién de expresiones algebraicas.

El concepte de isomorflamo ha side de gran utilidad pare la misma matemdtica
simplificande operaciones como en esta unidad lo presentemos ol conseguir operar con
potencias en lugar de radicales cuando gsi conviene; también se ha conseguido aplicar la
matemética en otras Areas del conocimiento, algunas comoen la misies, en donde no se vela
relacidn alguna, graciag al estudm comparativo delas estructuras que establece el concepto de

- isomorfismo,
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Objetivos generales

Al terminar de estudiar esta unidad, ¢! alumno: ‘
Simplificar4 expresiones algebraicas con exponentes mediante la aplicacién de las leyes de

los exponentes.

Simplificard expresiones algebraicas con radicales,
Resolverd operaciones con exponentes y radicales, utilizando el isomorfismo de dos

" conjuntos,

64

Resolvers operaciones de sema, resta, multiplicacion y divisién con exponentes y radicales.

Diagrama tematico estructural

" Potencia

" Exponent

es enteros

Leyes de los

exponentes

aC R=>ua*>0

Radicales

Raiz principal

Isomorfismo

Modelos
ratematicos

Exponentes racionales

Leyes de los radicales

Simplificacion de radicales

Operaciones con

radicalest, -, », +}

Racionalizacign
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Glosarlo .

Potencia. Es Iu representacién de un producto de factores iguales y se mdica XX, x..._ X"

Base. Al factor que ha de multiplicarse por st mismo.

Expanente. Es el nimero-de veces que ha de-multiplicarse el factor cuandoes positivo y el
nimero de veces que hade muitiplicarse el reciproco cuando es negativo.:

Exponente -cero. Una. forma - de potencia- para representar 2 la unidad x° =1

Radical. Es el simbolo ¥/ que nos representa la operacjén de obtener una rafz enésima.

Raiz enésima. 81 7 es un entero positivo y'sia y b€ R y satisfacen la ecuacién 2% == b,
entarices se dice que aes una raiz enésima ded, :

Ralz enésims principal, Se dice gise a s 12 ralz endsima prlnctpal debsiysblosiat = b ysi

neEN

Indice del radical. Es el m‘xmero que indice Ia rafz que hay gue obtener del factor o expreSiém.
Radicando. Es Ja exprestén o factor que'se encuentra dentro del radical.

Sistema matemdtico, Estd copstituido por un conjuntu de elementos ¥ 1a definiclén de una o

mds operaciones con esos elementos. :
Correspondencia biunivoca. Es la felacién uno a uno entre los elemeritos de dos conjuntes.
lsomntorfismo. Cuando existe :urrespnndem:la biunivoca entre los elewentos de los conjuntos y
esta correspondencia se conserva al efectuar una o mas operaciones entre los elementos {sin
‘que deban ser las mismas operaciones), se dice que esos dos conjuntos tienen la mism forma
o existe isomortismo entre ellos para esas operaciones,
Modelo matemdtico, Es una representacién por medio de simbo]us matemdticas abstrnctns de
un fenémeno fisico o de una relacion de ideas cualesquiera,

66

‘Médulo 5

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al termmnr de estudiar este médulu, el glumno:
1. Obtendré ndmeros reales mediante la aplicacién de las leyes de los exponentes.
. 1 .
2. Aplicard las definiciones a" =1lya® == enla ohtencién de expresiones algebraicas
enteras.

3. Aplicard las leyes de'los exponentes en la- slmphﬁcamén de expresiones algebraicas.
4. Apllcaré_ las leyes de los exponentes en la evaluaciébn de expresiones algebraicas.

_ ESQUEMA RESUMEN

.' EXPONENTES ENTEROS Y EXPONENTE CERO

Dgﬂn!ciunes:

Paratodo e € R, 0 #0,a° =1

Paro todo 2 ER, a # 0, a-n =# '
LEYES DE LOS EXPONENTES:

Paratodo g, 5 R, 270 ytedo mon € Ry bases diferentes de () para exponentes ne-
gativos o cero. :

A) gMma.gn =gm-+tn

B) (amyr=gm-n
C) (a.b)ﬂ = gfl . i

g’
D) a_n=gm-n
- a :ﬂ'
E)‘ GY = &

.67
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5.1 Exponentes enteros y:exponente cero.

Leyes de exponentes.

En el tema Multiplicacién de expresiones algebraicas de la Unidad
1V, definimos una potencia (#"}come la representacién del producto
de un factor repetido (a), al que llamamos base de la potencia y al
nfimero en la parte superior derecha (1), exponente de la potencla que
nos indica Jas veces que se repetia [a base como factor

Ejemplo: .
=x.x,{@+3)={+3)(@+3)@+3)

Obtendremos muchas ventajas si el nimero natural del exponente lo
consideramos un nimero entero cualquiera, n € £, y probamos que
fos teoremas demostradas para multiplicar y dividir potencias; (donde
n € N).se cumplen. iguslmente al tomar n € E. Recordemos la
parte del Teorema 4-4 que dice '

am
——=1 sim=n, a-=#0

y si la escribimos en la forma tradlcwnal de las implicaciones. Si
mosn o= —a"‘-":a“-——la:,éO
a
esto o es posible ya que M no puede ser ignal a 71, pero podemos usar esta

relacién y 1a ecuacion para justificar las siguientes definiciones:
ar-* -

Definicion: Para todo e € R, a # 0, a* = 1

Definicion: Para tedo 2 €R, a +#0,n €E g = 1—"
. : g

Esta segunda definicién nos sefiala que el signo negativo en elExpo-
nente, es una forma de indicar que se-debe tornar el reciproco de esa

potencia.
Ejemplos:
g) S'=1; Qo) =1; (#4+2)" =1
12 1 I
b) ¥ =2 — = (2 = —r = ——
, = () @0F 8
. -1 1 l
) (43 = e (3 = —
+3) x43 (_ ) (3x%)2 'y
: 1 1
d —xt = — e, (—x) = = —
) o—x o (—x) =il

Con las dos definiciones, las cuales sonconsistentes con respecto a
nuestros postulados y definiciones anteriores podemos probar que
fuestros teoremas acerca de multiplicacidn y divisién de potencias se
cumplen y aun se simplifican al considerar 1, m € E

Teorema 6.1, Leyes de los eiponentes.
Para todo @, b ER, a # 0y todo n, m € E y bases dife-
rentes de O para exponentes negativos o cero.

A) gm-aﬂ.:amﬁ'?:t‘

B) (am)n = gm- n'

Q) {g-bp=at.bn

am _
D) 'a—n—ﬂm n

n Gre

Lz demostracién de este teorema al que llamamos Leyes de los
exponentes, puede hacerse usando las definiciones de potencias de la
Unidad TV y las dos definiciones aqui presentadas. En. los ejemplos
siguientes se expresan las potencias eliminande exponentes cero o
negativos, identifique con cuidado fo que representa a la base en las
potencias, sobre todo cuando hay signos negativos para que no se
equivoque al obtener el ndmero.

Ejemplos:

) xex=x, () OF=@)r=

-

). (P =xt, ()T =xt = }1_

Leyes de los
exponentes

<

; ! i 1
c 12 = q3piyt — apt (YeIyl-1 = V-1y=tpy-1 = =
) (3xy*) Fxiy xyt, (%) 2-2xty ixty dxty?
. 1 3 : 1 I y . 1
d L::_z: L: -5 = -3 = — b= 2(1) — =
R xogr =YY y"xy Ly ()_y
En la manipulacién de lus expresiones algebraicas unas veces es Exponentes
desenble escribirlas usando exponenies negativos ¥ cero para que 1o negativos
aparezcan fracciones, pero vn otras acasiones convendrd mds usar sblo Y cero

exponentes positives aunque tengamos que vérnoslas con las fracciones;
la experiencia ¥ habilidad en ¢f manejo de fas expresiones algebraicas ¥
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las leyes de los exponentes, nos seflalardn la forma més conveniente de:

usar estas ideas en cada easo.

Ejemplos: Simplifigue las siguientes expresiones y escriba los resultados -

sin exponentes cero o negativos.

1) Sx2y-?
3x-2

(Usaremos dos métodos, el alumno escogerd el que le parezca mds. -

prictico seglin el problema).
ler. Método -
Sx’y-’ . Sx:—(—:)y_-a

el Ley D
= ax! n=1y |
LR .
3 .y'ﬂ 1 hy D
_ Sx*
I
20. Método
5xzy..='_5x 77 =1
T g L T
xl
5x2.
.
)
=
_ st st
. J” 3
_ 5x* ‘
= ap? . Iﬁv A

Cunlquiera que sea el método, el resultade Pnal debe ser el mismo y
en ambos, al aplicar e definicién de 277 = pe cambinmos &l nfimero
del numerador al denominador o viceversa, sblo que debe observar que
esto es vélido finfeamente con factores. El cambio simultineo de un fac-
tor al deneminador y el signo de su exponente no cambian el valor de la

expresidn,

K
]
g
L
o
K
L
b
1]
H[x-_
1N

- | {Recuerd, si el exponente es cero
3 ( y—l) o negative Ia base debe ser
diferente de cero.

ler. Método

-

- (3
-1 y
= 2,:3:‘ Leyes By C =
Y (F)
= x‘j _1
2y _¥
T
- =
v T
=55
— I‘_
TH

En ¢l ejemplo siguiente se pretende resaltar el hecho de que cambia-
mos. de numerador a denominador "o viceversa, solo [factores.

L EE

le: x4yt Xty

_Ejemplo Iy #+ e

Desarrollo:

: B | x4+ .
gz + y- x_’+)7_ ©y  _ xt+y xy pLamapty 1

ra+y==_l+1"x+y T Xy xty xy 3ty

x ¥y x '
’ x? +y1

7
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@ - REACTIVQS DE

AUTOEVALUACION

Evalfie cada uno de los problemas siguientes. Use las leyes de los exponentes para obte-
-un nfimera real sin exponentes negativos a cero.

1. 2 7. 4 13. (%)_:
2. (=p B (10 o
‘ c 4 2y-3g14q=s
3. )y 9, x¥-x'y i4. (_5) ("1'_)
4, (~4x) 10. (4-109(3.10-%) (6109
-k
5. (e 11, 3+ (-3)7 : 15. 2_,)
Ixiye 12, 5°. 57 ‘
En los problemas siguientes escriba una expreﬁén equivalente sin usar fracciones.
nplifique.
5 1 , 18 Bx*
16. P 17. 3 P
1y-2 ' . prtl ] ‘am + 3~
19. %2:’_;; 20. it 21. pr—

Simplifique las fracciones que se den en seguida de modo que en el resultado no existan
ponentes negativos o cero. Factorice cuundo sea necesario.

. . -1 _ py-2
2. '+ b 8. @t A H
xn —yn 2. ab-? + a-*bh
x'n — yin a' + b

‘Evaltie el siguiente problema. Encuentre el numera| que representa la expresion.

)l G

2. (x+ 1)

para x =2
Jpa+q I
3pa4p

U p-l 2. i
L{'_xjiparax;a

29. para p =

30.

3a® (—2a4)7

2. s

pare a = —2

5yg=3

Modulo 6

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al término del estudio de este médulo, el alumno:
Explicar cudl es 14 raiz enésima de un n@mero, :
Explicard por.qué no se pueden obtener raices cuadradas o pares de nimeros negativos.
Explicaré cual es le raiz principal enésima de un ndmero positivo o negativo.
Sefialard de una raiz cudl es el radical y su indice, y cudl el radicando.
Mencianarj la utilidad del valor absoluto en operaciones con radicales.
‘ Obtendrd la rafz principal de una serie de expresiones dadas.

AR

ESQUEMA RESUMEN

RAD]CALES“DEFINICIONES Si a, b €£R

Si nes un entero positivo y sia y b son € R y satisfacen la bcvacién o™ = b,
entonces se dice que @ es una raiz enesima de b,

n EN}‘ a = b :a es la raiz enésima de b

Sib € Pextste otro nlimero positivo dnico “a" tal que @" = b . Este. niimero se llama la
raiz prmc:pal enésima de b ¥ se representa eomo:

- Whb=a

Si b< Oy n es impar, existe otro némero negativa finico “a" tal que @" = b
Ese ntimero se Hlama la ralz principal enésima de b, se representa camo \/____ a» donde
tanto a como b son negativos,

a s la raiz enésima. principal de & si y sélo si g = b ysinE Nyes par entonces

a b P
nENy b'=a<=> a=by (nespar=>a, b P)
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6.1 Radicales
En ol madulo anterior . ampliamos nuesiras definiciones de
exponenies a exponenies negativos y nulos; ahora las generdlizaremos o
expunentes racionales, ya que como hemos visio antes los nlimeros reales’
tienen diferentes formas de representarse. Las exponentes racionales nos
cpnducen a una de ellas, llamada forma radical, muy generahzada y su
" utilidad se manifiesta para representar los nameros irracionales. El
términe ralz tiene un significado muy especial en matemﬁtlcus como
pademos ver en la signiente definicion.

_Definicién:
Sl n es un entero positivaysig y bson € Ry, satisfacen Ia ecuacifn

= b, entonces se dice que @ es una rafz eneslma de b,
RENyan =b=a eslaraizenésimaded

De acuerdo con la definicién anterior podemos decir ques
2* = 4 yel exponente 2 € N, entonces 2 es una raiz cuadrada de 4
pero, (—2)‘ = 4y el exponente 2'€ N, entonces-2 también es una raiz

cuadradn de d.

‘En la misma forma 'pudembs considerar que siendo 3* = 81.y
{-3)* =81 entonces 3y-3 son ambos raices cuarins de 81.

:Qué nlimera elevado a ig sexta potencia nos da 647

; Cudles serdn entonces las ralces sextas de 647

222.2.2:2.2:2=64 (-2 =(-DEDEDEDED D) = 64 .

;Qué nfimero elevado al c_uadradb nosda-97 -

El teorema 3-13” (—a){—b) = ab nas dice que el producto ‘de dos.

negativos o de dos inversos de dos ndmeros es positivo o el pruducto de -
los nimeros respectivamente, y fos otros teoremas de esa seccifn nos
llevaron a lo que lamamos las “reglas de los signos ‘en la.

muitiplicacién”.; Qué conclusiones podemas deducir como consecuencia
de In respuesta a la pregunta jqué ntimero real al coadrado nos da-97

3 =9 (=3 =9

No hay niimero real qﬁelmultiplicado por si mismo o elevado al

exponenie sea par, el resultado es positivo por lo que no podemos -

encontrar raices cundradas (indice 2) de ndmeros negatives.

@ . - jCudles la raiz cibica de-B?, es equivalente a preguntar g,culil es el

74

niimero que elevado al cubo nos da-87 Respuesta:-2

Porque ~ (-2p =(-2)(-)(-)=-38
(Y la raiz chbien de-647 (—4)
-4y = (-4) (-4) (-4) = ~64
Por todos los ejemplos anteriores y la definicién de raiz enésima de
un nimero concluimos gue:

De un numer_o positivo se obtienen dos rafees reales o sélo una,
dependiendo de que 7 sea par o impar respectivamente ¥ que de un
niimero negativo se obtiene una rafz negntiva o ninguna dependiendo de

que /7 sea impar o par respectivamente,

) Ejemplos

8 Sen 64 € P, las ralces cuﬂdradas {n par) serin 8 y -8 porque
_ 8 =1(-8) = 64.
b) Sea 8 E P Ia rafz cibica (nrimpar) es 2 porque es ¢l (njco némero
réal que al cubo da 8.

o) ~27¢ P lu Gnica rafz cibica es ~3 _porque (-3 =.-27;
3 27 :

d) —64 € P, la rafz cuadrada no existe en el conjunto de los nimeros
reales (n par).

En pgeneral se puede decir gue existen exactamente n rafces
enésimas de cunlquier niimero real, sélo que no todas son nimeros reales
¥ queden fuera del campe que estamos estudiando; por lo tanto es muy
canveniente que cuando esté trabajando con nGmeros reales fenga
muy presente la sigeiente:

Definicién:

Si b € P existe otro nimero ﬁmco “a" tal que a7 = b Ese
nimero se Hama la rafz prmctpa] enésima de b y se representi como

‘ Vb =a

cundrado dé un nimero regativo, de donde se deduce que siempre que el

Ejemplo: V1 . Larafz prmc:pnl currta de 16 es un nfimero positi-

vo que elevadoa Ea cuarta polencin da 16, es decir 2, Cuando-32 se eleva .

a la cuartn polencia también da 16; pero siendo un niimero negativo ng

-lo podemos llamar la ratz principal de 16, de ese modo cuanda USaAMmos

radicales representamos a nitmeros dnleos.

Definicion:

Si b < 0 ynesimpar, existe olro nimero negativo dnico 2" ln[ que
n =

a b Ese nimero se llama ralz principal enésima  de b,
se representa como Up = a, donde tanto o como b son negauvosv

Raices de
ndmeros

positivos y

negativos

&

Raiz
principal

_ Raiz
principal
enésima
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Ejemplo: {/—27 — —3 que es lﬂ raiz pnn’cipq] de =27
Ya vimos antes como siendo b negativoy n par la ralz enésima de b
na existe.
@ _ (¥ no existe cuande n es par y b < 0).
Ejemplos: : :

I.  ¥=27 es el nimero que e]evud‘% al cubo da —27 es decit {-3).
V-21 = -
" 2. ¥Y—16 no existe entre los elementos de R ya que n es par.
“Tado lo anterior se puede sintetizar diciendo :

Definicion:

@ es la talz enésima principal de b si oy $6lo si @ =h y si
n € N yparentonces 4, b E P, '

meNyUp=asam=by {n es par = a,BEP)

Endonde v sellama radical.’

Al ntimeéra n se le Vama indice del radicel y no se acostumbra
eseribirlo cuandoesel 2. ’

A b o alaexpresion debajo o contenida en el radical la lamamos
radicando. '

" Ejemplos: . : . .
@ a} V9 = 3, se lee raiz cuadrada (7 = 2) de 9 iguai a 3.

b) 81 =3, raiz cuarta {(n = 4) de 81 igual a 3.
") V=4 no existe, rafz cuadradz de -4 no existe. |

. d)  ¥-B= -2, raiz cibica de —8 igual -2.

Como consecuencia o conclusién deducida de nuestra definicidn de

raiz principal de indice par, en el sentido de que ésta es siempre un

niimern pasitivo, situacion similar a 12 del valor de una distancia parala

que se introdujo el concepto de valor nbsolute, pademos emplear ese

concepto para asegurarnos de tomar la raiz principal euando usamos
“liferales. Consideremas la definicién de raiz endsima de b. ‘

Yb=aean=by(nespu=abcP

Podemos deducir que cuande b = x7 la doble implicacién queda
en 1a forma siguiente:

Yxn=geagn=xny(nespir =ax€EP)

9 Voaxt = JEey =

De la igualdad de potencias a? = x# concluimos que las boses
son iguales @ = X, solo que sizz es par, ;jcomo asegurarnos de que se

cumipla con: (n és par = 4, x € P)? Sabemos que x*E P porque n

€. par, jpero el némero x?

Una forma de asegurarmos de que se cumpla serd ascnblr
2 =|x | yentonces .

Gxn =1x|
Ejemplo:
x=-~5=x=(-57=125
‘X EPperox g P

Entonces \/(-—5)—’ =|-51=5

Ls rafz cuadrada de -5 al cuadrado es el

valor absoluto de —5

‘ : x stx>0
SeanR‘:-\/_F: -x, s8i x <0
0,six=0

En otras palabras &% =1x!

Ejemplos:

a)VBla? = 19z, de este modo # puede representar un niimero posi-
tivo 0 negative y de cualquier modo nuestra proposicion es verdadera.

) Ve +tu+1=Nagri1r=le+1l

No fue necesario tomar ol
valor absoluto ;por qué?

d) Vet l)p=x+1 Este es un caso semejante al
: ejemplo anterior; siendo X? un

- niimero siempre positivo por su
EXPONEN{E Par, NO €5 Necesario

considerar al valor abseluto.

e) Sisuponemos que Vx* =x (sin tomar.el valor absoluto), para todo.
x € R, cuando x = -I tendriamos: '

V(—lj‘ =1 es decir V(=13 = V1 (=1) = V1 = -1

entonces tendriamos dos raices principales para 1;-1 y | 1o cual es falso
pues contradice nuestra definicién: n es par =g, b € P, aqui
=-1y-l1 & P.

77



Preparatoria s, o Fika
ablertaOﬂhnE www.prepa-abierta.com @

f \/(a—3)’-=la_—'_3-l yllt.zf-jl #a-3

. para alglines valores de ‘a.

Médulo 7

£) a.> 3, v(a -3 =a- 3 Una vez condicionados los va-
- lores de @ de modo que. o- -3
- Sea pOS_lthO. no es necesarm
tomar el valor absoluto,

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al terminar de estudtiar este médulo, el alumno:

h) Yxi = x
) V2450 =245
Do Voe-pr=Ilx-2l

Definird lo que es un sistema matemAtico,

Explicar4 a qué se refiere el isomorfismo de dos conjuntos,

Explicard qué es un modelo matesdtico.

Explicard e] concepto de-exponentes racionales.

Explicar le amplincidn de la Jéy de exponentes.

Aplicar4 el conocimiento sobre exponentes racionales, en la obtencién de expresiones- alge-
brajcas equivalentes con radicales. :

* 7. . Simplificard expresiones algebraicas con exponentes racionales y radicales usnndo lns leyes

S e B

| @ REACTIVOS DE AUTOEVAI_LUA_CION

1. ;Qué Entlende por la raiz enésima de un numem'? LY por la raiz cus-
drada? Y por la ciibica? ]
2. ;Cudl es la raiz enésima prmc:pal de un numem? Explique.

de los exponentes. '

En los problemas del 3 al 22 escnba la rniz princlpal de la expremén

que se da. Recuerde que es un nimero énico. ESQUEMA RESUMEN. |

3. V16 13. V= —TIsomorfismo de dos conjuntos
o : ) 1 —Modelo matemético )
4 4 14, V-27x? - - —Exponentes racionales
) 25 ’ .15 “Jed . e .~ =—Ampliacion delaley de los exponentes
5. V27 - 16. Vxip ) | Para tado a b CR a, b A0y manCD
; \/T L 1T N2TE e . '
o 1 C Y _ L o A o
64 . . 18. ’_—n‘kbik’_ k E N . ) . B . a-m . an — am n
TV ' 19. Y-gakb%ck, kEN . | (@M = amn
8. 64 . ) . s ' | A B
64 o S 200 V(e -2 ,.‘x > 2 ‘ o {ab})n = anb".
9. Y-32 21 VE-2F,x<2 B
. o ] am = am"
10, V164 ‘ - 2. o + da+4,a€R - S ' PR
1. Y16 ' SN S e ' \n
' V)0 b
128 2 \
a
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~7.1 Isomorfismo de dos conjuntos. kxponentes racionales

Un conjunte de elementas y la definicién de una o més operaciones
con esos elementos nos sirve para constituir lo gue se llama un slstema
matemitico; existen infinidad de sisiemas matéméticos y a muchos de
‘gllas se les ha encontrado una aplicacién préctica, ya sea en la fisica, ln
qufmica. 1a economin, la linglistica, la informdtica, etc., aun en las
artes hay aplicacién de los sistemas matemdticos, y a eso se debe I
importancia de estudiar la estructura de esos sistemas mateméaticos ¥
poder as{ establecer comparacién con los conjuntos de fendmenos fisi-
cos o de elementos aitisticos y de ahi el descubrimiento de cotrese

pondencia entre los glementos de esos conjunios y los elementos del

cenjunto de nfimeros reales. Asise descubrit que'a cada sonido le corres-
poride un nimero y viceversa, por ejemplo af sonido Dele corresponde el
nomero 256 que son las vibraciones por segundo que nuestro oido
registra con esa nota musical. Dos sonidos simultdneos como el De 'y el
MI se corresponden con el nimero -% vque es la relacién de sus
frecuencias. Del mismo modo se establecié una correspondencia entre fos
elementos de la pintura, ¢! color b{i,sicamenie, y los nGimeros reales, pues
a cada color le correspende una frecuencia, sélo que ahora {n. percibe 1a
vista en lugar del oido. : :

Definicion: -

Cuando ecxiste correspendericia bluniyoea o uno a2 uno enlre los
elementus de dos conjuntos ¥ esta correspondencia se conservi al etee-

tuar una o més operaciones entre los elomentos, (sin que deban ser fas

mismas operaciones), se dice que esos dos conjuntos ficnen ln misma
forma para esas operacicnes o que existe isomerfismo entre ellos fara

csas gperaciones.

Lo anterior significa que un conjunto cuyos elementas son faciles de
manejar en una operacion nos puede servir coma madele del otro en el

.que la operacion correspondiente pudiera ser muy difici! o inclusive,

pudieta ser imposible provocar la operacién a voluntad, por ejemplo:
podemas trabajar con nfimeros reales y crear arte, pues las operaviones
vilidas que efectuemos con, los nimeros tienen resultados que se
cumplen en su conjunto isomorfo sea milsica o pintura’y decinios que
trabajames con un modelo matemitico de una -realidad drtistica.
Esto hace de las matemdtieas instrumento fermidable para el fisico
que en muchas ocasiones no puede producit un modelo real-para
comprobar una teorla o tiene que esperar aflos a gue fa naturaleza fv
produzea, en cambio los medelos matematicos SO pricticas, econdmicas
y accesibles. o
Aun entre los mismos sistemas matemdlicos ¢l isomorfismo de
diferentes conjuntos nos permite. simplificar [as operaciones en un

conjitnio, efectuando otras més simples en un conjunto lsomorfo, {en el
tema Representacién geométrica de los nilimeros reales, sin sabcrlu--

aplicamos el isomorfismo entre R'y.A4 para “visualizar las operaciones

fr:.ﬁcalindo!as -4.9-3.10 .1 2 3 4  La8soperaciones con potencias o
adicalés presentan muchss dificultades y es conveniente buscar el

lsomorfisme con otro conjlinto que nog permita simplificar el manejo de_

esos elementos. Consideremos pues los siguientes conjuntos:

E:  conjunto de enteros.
M= {.x=2 x2 x, x9, xi,x2, x8,..}
R N I
E=1{.-3 -2, -1, 0, 1, .2 3.}

Analizdndo la corréspondencia bjunivoca entre los elementﬁs de
My Ey dos operaciones definidas en cada und de ellgs, podtemos
gstableqer 5i existe isomorflsmo entre ellos. '

Enel conjunto'M estén definidas dos operaciones de acuetdo con el
teurgm-a Leyes de los Exponentes, la multiplicacién ¥ la elevacién de
putencias, x™ . x* = gmn, (yR)n — ym-n (mop, ¢ F)

) . ) . N (] L .

L_a eleva?xén de potencias la simbolizamos con * {léase estrélla) de

modo de eseribir (x™ )" como x™ # x" — xp —ymn (m, n €E)
— y Thy

M es cerrado para esas dos operaciones.
xt.x-? =x*; (xi,: = x¢- )
Como ya sabemos E es cerrado para 1a suma ¥y la multiplicacién,

ob.
SETVEMOS e‘:ntunces que hay correspondencia de esas operaciories ton
las dos mencionadas para M.

X1 x? = x--‘

M= {._..,x-’,/x—=, x?\-xf */x’ . '.\

, X, xt) 2 Xex, x5 e,
$ 3 ¢ 3 4
E={.-3 -2, -1, 0, 1 3, 4, 5
1 ? 1 ] ) ¥ 1 |"“}
-3 4 2'-:=§—<1//I , /’6 '-

3=

M: conjunto de polencias enteras de x, x un valor indeterminado

81
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Es decir que la operacion de sumar enteros corresponde a 3
Ja de muitiplicar potencias enteras -de una misma base. +E
Y Ia de mubtiplicar enteros, corresponde a la de elevar a * M
i potepein enterd las pptencias enteras de X, $
E

Sabemos por el estudio de Iz estructura del conjunto £ que las '
operiwioites vistas cumiplen con todos los. postulados de campo, ¢xcepto -

el de inversos para Ia multiplicecion, rozén por 1s cual se amplié este
conjunto, formando e] conjunto D de los ndmeros racionales con cuyos
elementos siempre son posibies las-cuatro operaciones fundunientales,

Entonves ampliemos también nuestro corijunte M, considerando ahora -
" expanentes racionales para las potencias de x y formando asi el conjunto

a .
que Hamaremos { = {x? la, b € E}. Verifiquemos si se conserva el
Isomorfismo entre los conjuntos [y ) para las operaciones ya discutidas.

Ambos conjuntos son campos porgue siendo J de la misma forma
que D'y Dun campo, entonees [ también lo es, y para cadn elemento
existe un inverso en las operacignes cotrespondientes.

En D n+(-n)=0;‘n--i-=1-nEID,n=#0
. 1
Eni xn.xn=xt xpexnz=x' n€D nF0

1
Elelemento inverso para la elevacién de potencxas(*) esx® de

modo que siendo estrella (*) una opernclén conmutntwa {fesan cnmpo)
podemos escr:bu- '

1 1
XM % N o= xn % ¥n
3 1
es decir xmow xn = (x1)'=x

1
“

x" elevado a la potencia # nos da x".

.por la definicion de *.

Comtpate Ia expresion anierior con las definiciones de raiz enésima.
*2 elevado a la sexta potencia da 64" por lo tanto 2 es |z rafz sexta
de 64, '
' 2= Y64 - .
“gelevado o la polerciz 77 nos da ™, por lo tanto, @ es la raiz

Complete. usted la siguiente implicacion: . . ' @,\
. 1 , _

“Sj x# elevado a la potencia # nos da x, entonces...”
. : ' 1
" De su conelusion podemos deeir que el ndmera X7 cxiste, es real v
s @nico y que wilizando ef isomorfismo podemos codsiderar las
operaciones con los elemeéntos de [en lugar de las operaciones con fos

radicales. . . . B

enésima de b T

Definiciones:

1 - ' .

xn =Vx, xER nEN ysinespar=x3 0

xn =~f7n—(~\)m Rl %EDy sinespar =x >0
Ejemplos '
a) 27 =27 =

b) lIG% =16 = 4 que o estd delinido ‘porque siendo 11 un‘ '
PR nimero par la base dela potencia o radicando -
¢} (=-16) = v-16 cs negative. -

= Y64 = (2

Come los némerns racionales tienen un némere infinito de repre-
sentaciones que podemos conocer o encontrar aplicando el teorema
39 E= x—j), debemos tener cuidado de cumplir exactamente con las

b o ) L

a3
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definiciones, cn el senlido de que I base de la potencln debe ser un
nimero positiva para poder aplicar el teorema 3-19, ya que se corre el
riesgo de cometer errores al cambiar la representncmn del expunente
como se muestra en los gjemplos sipuientes:

|
# {16y’ . = (- 16)" El numerador del exponente cambif de 1mpar '

a par. siendo la base un nimero negativo.

V=16 qué no existe. Correcto
Y=ty o (¥=16) '

Y256 aintmero que no existe)’
4

0 no existe ese nimero real. {ncorrecto

L . 2 /6 . .. .
% (=277 "7 = (-27)""*. 'E! denominader cambib de impar a par,

siendo la base negativa.

(-27)
oyt = VeI e (YEIy .

= J-27 = ~3. . ) Correcto

il . El
~ {néimero que Tio existe)

Y729 -

3 i) no exisie ese nimera real. Incorrecto

Podemos ver entonces que la aplicacion, del teorema 3-19 al expo-
nente nos conduce de una respuesta finica, a una disyuncion en fa que
no se dice cudl de'las proposiciones es fa verdadera y en ocasiones la

disyuncién es falsa como en el ejemplo 2,
Una conclusién gue podemos deducir del isomorfisma entre los

conjuntos / y D, es ln ampliacién de Jas Leyes de los Exponentes o
Teorema 6-1. considerando a 771 y 71 niimeros racionales en lugar de
elementos de E,

Para todo o, b ER, wb 0 y mn€D

agm . gh = gm+n
{am}yn = gm.n
(ab}yr = anpn

am .

F = gmn-n
LRY: . an

" =

Al igua! que se indic con los exponentes negntivos y cero, en el
manejo de expresiones algebraicas unas veces es conveniente el uso de
radleales y otras su eguivalente con exponentes racionales, equivalencia
demostrada con el isomorfismo entre los conjuntas / y D,

Ejemplos:

Cambie la expresién de modo que no tenga exponentes fracclonarlos

o negatlvos y encuentre ef valor més simple para ella:

LY 1
) @y” =2 ==2~~=§

1 i .
) @+3P =Vr+3=Ja+E=VEs
) : -
NOTA: (2 + 3¢ = (22y + (37F
Cambie la expresién de modo que no contenga radicales.

H V=g

i 5) v81a = (8],1:)% = (81)% (a;):l."= 32%"

6) Ve b =@ +b9)"

7 e ) =@+ BT = (@ + b (c=)= = (¢ + b’)’

- Cambie la expresiém de modo que toda sea un radicando de! indice
que se dn. Considere solo valores positivos para las variables.

8) Indice2
8) 2 = (?.x)' = (2x)’ = \/(Zx)’ Vax

b) 3?2 = (3ri% = 4 (3:")l = 9r’
¢) st 4+ (26f =[5 + (Zx);]; = \/ [$x% + (2x)§]='

= J?Sxé)’ +4 2(51.%) (Zr)m +. [(_21’)’” ]1

EE I @ T (0§ (B

—

= Br ¥ 7057 (D) 20® 207F F B0 = /255 + 208 V2° + Bx®
o 8
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d) a+2-—.'(a-_l-2);‘=\/(q__+2)’.= \_faf+4_a+4

9) Indice 3 o
a) 3a= (3a)§ = ¥@Ba) = V270

o o= @ = Jadr =X

. _
Q) x+2=(x+2 =¥+ =V +ar+12x+8

@“ | REACTIVOS DE AUTOEVALUACION

Escriba en' los problemas ‘del. 1 al 6 u_'n_a.'expr?sién equivalente usando
radienles, toda la expresion debe ser rdicands. . '
1. ¥ 3 PRI o '.\.( 5. (27a*)
2. 3 e @yt 6 (@se

En los problemas del 7 &l 11, escriba una expresion equivalente que no.
contengn radicales ni fracciones. ' '

110, Ve - 4

1. Ve VB
BN E . ¥y
- .:!ky:

9. x4+ j‘

En los problemas siguientes, efectie las cperaciones"indicadns y simpli-
fique usando las leyes de los exponentes ya generalizada a exponentes raclo-

nales. Considere que todas las varisbles son nimeros positivos y no debe

dejar exponentes negativos, cern o fraccionarios en la respuesta,

By . : darx\" 7
o Sy 1. (E’) |
13, (o e e

100)° ’ . 11
ey 1, 1

20 17. £

86

18.

19.

s r
-
X

(162 b* ¥ {2a™)

Lz
{2x71 b c)?

{a* - b7){a* +b?)
(a3 = h-“)([:; +a';' b§ +b§)
(VIFY) (x+y).

(41T (0 + 1P e+ 1y
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Médulo 8

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al terminar de estudiar este médulo, €l alumno:

- Demostrard algunas leyes de Jos radicales,
Utilizard Jas leyes anteriores en Ia simplificacitn de expresiones con radicales.
Resolvers multiplicaciones con radicales simplificando el resuliado.
Definiré las condiciones para fa simplificacién de radicales.
Resolverd divisiones de expresiones con radicales, simplificando el resultade,
Racionglizard denominedores en cualquier fraceién stmplificando Tos resultados.
Obtendrd expresiones equivalentes .con indices propuestos a expresiones con radica-
les dados. E
Simplificar4 el indice de radicales dados.

9. Resolverd sumas y restas de expresiones con radicales, simplificando ef resultado,

&

ESQUEMA RESUMEN
LEYES DE LOS RADICALES

A) '\Vb_"‘z b ‘

B) %F: (ﬂb)iln = ailn plm — \’yﬂ_\’yb_
L = —-\/E; b—#d

b

D) =

Condiciones 1. Todos los factores con potencias enésimas exactas o multiplos de 11, deben

n

C).

parala etiminarse del radicando.

simpliticacién — 2. El indice del radical debe ser el minimo posible.
de radicnles 3. No debe haber fracciones en el radicando, es decir que su denominador
debe ser racionalizado. '

Suma
OPERACIONES Resta
CON RADICALES Multiplicdcién
: Division

89
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LEYES DE LOS RAD]CALES
Si g, hbCR, nEN Y mngun radicando es negatwo si 1 es par:

n
A b= Demostracic’m: o = B como — = |:>b1 — b

B) vab = W'%Demoslfucién}_ vab = ‘(ab)_.‘”I = g'" b = \/a_\%?

C)\/f—

1/n aim va
T opun b

) Ve = \/— Demostracion: R
o -\/ a = (al./n)llm = glmim — al{mn _n_s\./a_

A cantinuacian las ieyes de los radlcales 5 usnn en casos numéricos para observar su fun-

Llthl!l!lLllll)

Ejemplos:
A} </3T= 3; ‘4 (_'[J"I" y'n‘)l — .‘-'_' + yﬂ .
Vie=1)? = jx — 1 H!cénrdﬂr.deﬁniciﬁn de valor absoluto en la

Unidad V Médulo 3 y su relacién ‘con los

radicales en csta unidad ot final dej Mbdulo 6,

-'B) /54 = /27 - 2—\/_\/__3\/_

C) \/(r+1)‘ VET I _ D™ gD

-2 Vo2 ‘__ty—;)“ﬂ*f— (y—2)°

D) NVE =V |
.;./\,-.1/—._.': .(xa)T.vn-_l):. —_ ({;-)1,..1;-._‘..: W L

90

8.1. Leyes de ios radicales. Simplificaci on de radicales. °
Mulﬂpllcamén y divisién

Lus expresicnes dela forma ¥5 nos representan aun niunero finler: g,
al que Numamos radz principal enésima de b ¥ como se menciona antes
huy casos en los que es mds ventajoso expresar Ja cantidad con un radieal
in lugar de usar exponentes fraccionarios. °

Lus leyes de tos radicales se desprenden de las leyes de los exponentes
{Teorema 6-1) ya generalizadas, y s necesario tenerlas presentes al

trabajar con radicales. Recuerde que
: 1

Iy = .
b = pn ysinespar==54>0
Como una actividad complementaria proporciona las justificaciones

“en las demostraciones de las leyes 8, Cy D,

Aprovechando estas feyes de los radicales puede cambiarse Ia forma
radical cie las siguientes maneras:

#) Quitnr ded radicando Ias poiencias rnnfliplu del indice, parn o cual
netorizamos antes.

¥32, se factoriza Y7* st separan los factores que seancubos perfectos
VY22 -2' y se aplican las leyes B y 4.
B =YF T =Y VT = 204

2. Y8lxty7 =33y = VP Vay =37 Yy

b) Reducir el indice del radical, sin olvidar que ¢f radicando debe
ser positivo.

V15xs = V(5x) = {5x’)"' = (Sx’)’ = ¥5x2. Un segundo método

podria ser:

¢) Racionnlizar ¢l denominador. Racienalizar significn reemplazar la-
expresion pnr una Equi\'nlcnte sin radical en donde se mdlquc.

L. ’—9-—£ ey C

AT
Se busca un factor (2) tal que haga que el radicando en el denominador
tenga un exponente miiltiplo del indice del radical y usando el teorema

Z = 2 seefectiin el producto.
¥ z '
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NEE f6=_\/3__6
2 ‘ _
\/ _ ‘/axﬂ L Vaxt Ve
x‘" T E T T

Bt b

AT

V8 b

mplificacién
 radicales

32 -

Slatyr b (?a’ y') (2xb?) V14a’ b xy?

xbt Wb 24xh* Yy

\/ 14a°b* xy?
2xb?

En algunos problemas lo conveniente puede ser fa racionalizacldn del
numerador para lo cial seguird el mismo métedo, buscando entonces

que'sean las potencias en ¢l numerador maitiplos del ndice. La racio-
nalizaclon, ya sea del numerador o del denominador nos simplifica una -

divisién de radicales, pues s6lo se busca una raiz y se efectéa la division
¢n Jugar de buscar dos raices y luego hacer la divisién.

Decimos qu.e un radieal estd en su forma méis simple o que ha sido slm-

plificado cuando se cumplen las sugmentes tres condiciones:

1. Todos los factores con potencias enésimas exactas o méltiplos dez,
han sido eliminados del radlcando como en los ejemplos del inci-
s0 a) anterior. ;

2. El indice del radical es el minimo posible, simplificindolo como

" en el ejemplo del inciso b,

3. No hay fracciones en el radicando, es decir que sul denominador fue
racionalizado, ejemplos en el inciso 0.

Una vez gue los radicales estén en su forma mis simple, s¢ procede a
efectuar las operaciones con ellos, aunque no es condicién-indispensable
habertos simplificado. ‘En las operaciones de muldplicar y dividir
radicales se consideran dos casos: 1) redicales con igual indice, 2) ra-
dicales con indice diferente. ) '

Multlpllcacmn case 1,

La operacién se efectiia aplicando la ley de radlcales B. @

Ejemplos:

Vab = Ya ¥

a) (2J’)(3J_) 2. 3\/'J_6—eﬂ—6ﬂ—s 4 =24
b) V1sax® Vasarxy' = V(15ax?) (452* xp?) =
= (1515 .3) (a-a) (x'.x) (") = V(I5") 3(_a=+2) (1) ") =

RS

= VA5 3ady = V15 23y =
= (15¥2 . 2y \f3d' y* = 15 . xﬂ\/aaﬂy

Mulllphcncmn caso 2.
La operacion se efectda aprovechando el !snmnrﬂsmo, con los expo-
nentes racionales y sus leyes para cambiar a radlcales con indices Iguales.

Ejemplos:

N Y LA | -
2) F5JVTis =5t =5, ¥ = Y258 = $200

b) . \/E(T m = (32)(3)7:' (22 Rl y! )? = (3,2x!)m (21 x4 y: ):1&

=¥Y@E- 2wy Y xyy
= \6/33,21 x!? y.a T
2 V S4xtyt

1§

Division caso 1. :
Esta operaci6n se efectfia usando la ley de radicales C.-

" .
a _ \/E T x
nf5 = %= vy se simplifica usando el teorema - = .
Vb yo»

Femplo: 695 . _ & f5 _3.f53 _ 3 Y& _ gz
23 2 N 3 | i

Division caso 2.
Al igual que en la multiplicacién buscamos cambiar 2 radicales
con el mismo indice, usando los exponentes raclonales. -

Ejemplos: o
3 s 2 .

a);/ii SR g -186_:@
2 71 2%
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b) 3¢ _ @eF . G  _ /3w 3a _
Y 48a (48&); ‘{48&}”" EER IR T 712 2,._,
. : . _ 43, _ .:.l_ \’/51—
-2 2

El problema de la raclonalizaclon de rudicales en una fraccién puede

ser en alguncs casos bastante cumplzcadu y s necesario que vea en

seguida algunos prnblemus de lns tipos de racionaiimclun mds

frecuentes.
. Ejemplos: _ ]
Famg.nalilz:clop a)' 4 El'factor que agreguemos debe ser tal que la
& radicale 5.3 potencia del radicando iguale.al indice, pero

que no deje otro radical en el otro término. En

@ o este caso usamos los binomios conjugados.

‘ -(5—\/_)(5+\/')_25-5
4 _ 4 5+V5 -4{5+~/“) _ 45+VE) _ 5445
5-V5 5~ 5 S+v5 5-(5p 25— 5 5

b) .__1_.
. \5{»2\/5

) Ji+2\/§_ V2-2V3 . (r-VaY ' 2-4.3 -1
\/x+-1 ‘

c)
l+vVx+T.

- Vx+1 L 1=V x+i - \/'x+l;{\f);+l)= - \/x+1—(x+1)=
Levxel =VRE - () 1=(x+1).

CVx+l-x-—1 -

=X

B.2 Sumayresta de‘ra'dicales

Radicales Sedice que 2 o mds radicales son semejuntes, cuando tienen el mismo
semejantes indicey el mismo radicando. '
La suma algebraica de radiciles se reduce cumbmar tndus lns;-.
rnd:cales scmejnnles en un selo términe.’

PR BN R 2 SN, O SN, BN A

EjJemiples:

jante, por lo que debemos cambiar su

a) V1B + V50 - V72 Ninguno de estos radicales es seme- ; '

: forma o simplificarlos.

C=v0.2 # V252 —V36.2 = 3V2 + 5V2 - 6V2
(3+5-6)V2
V2

b) 4vi2+5VB-V30-TV48
4V4-3+5V4.2-V15.2-7V16-3

il

| 5v2 - 2033
c) \/§+\‘/ﬁ4\/§7+5\’/§_ | : o
=V3+ Y273 -v93 453 =3 +3¥3-3V3 453
| e 2V + 893

d) Wi‘—e/i%hﬁ/l _
-V YL e s Y

6¥1-5¥1+ 12
.(6’5‘“21[)‘75

[

_5
=3 ¥y
@ REACTIVOS DE AUTOEVALUACION
Demuestre la ley de- radicales C.
nfa Vo Vb #0
CEE T -

2. Demuestre la ley de radicales D.

W—;é e

sf+1of 5v2-28v3.
10v2-5v7+8v3-28v3
(10-5)V2 + (8-28)V3
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En los problemas del 3 al 16 reduzca el radical a la rorma mds simple. .

lerde que: Vx* =|x|

Y30 s ¥ - s ofwe 6 V3
V191w ' 8. VeIz x? y* 9. 1,1
o o VI
Védx' y - 11, 2 Var +6a+9 12, X=2
S : : :,\/;1»5

1y — 367y + 27y* ’ 14. Vantingsne gnea

gvaY 6ab? - 16. 'x’ o dx

ctile las multiplicaciones y simplifique el resultado.

Va¥2s 18 Vyy Vxoy 19 (Ve +VH(VE-2V3)

Wx+Vy)y o 21 Yox $arx 22. Vx¥x¥x
. (2f\’/§)(2~\’/§) 24, (Vx+y-2) (\/x+y;z)
ctie las clivisiunes. y simplifique el resultada.
5 4v/28 ’ 26 108
VT L5V
7 V3+4v2 -5v8 NOTA: ("z_"'Y = % + l) 28 Rorr
V2 T " Y
;. J&F ! 7
Jarb
cionalice los denominadores y simplifique.
S 2v3 3 2 C ;3
4\/§ : 45 ' 2+v3
i [+v72 34, X B '35. 1 Ver el Proble-
1-v7 : ’_”‘/5_’ Yx+ Yy ma de VI3

36. —x-“—x—- (a+b+c = [a+b]+c) 37, avb -bVa
1+Vx+x av'b +bVa

38 -— L _ 3g 1-Vx+l '
V24v34+5 AN

. Convierta los radicales dados a otros de indice 12. .

4. V3 41. Vxy 42, Yar 43, YIx
Simplifique el indice de los radicales dados.

4, Yo 45. 'V8a*p* 4. Yoty +y

Efectile las operaciones indicadas y simplifique

47. 38 + 218 48. Y81 - V24 49. 5vV2-¥6d +2V32

500 Y2+¥16-¥58 51. Va(x+y) - 2v9(x+y) + 3Vx+y
52. ¥Ry + BVENy - 6wy '
§3. 2\/1——— 3.\/E+ 4 54. \fa’bc; + Vab' et + Vbl
; b PR = |
55. .\/%_*%\/108—% 56, — 4 4 3
' , 23V5 5425
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Paneles de verificeclén

MODULO 5 - VALIDACION 7
. ! - 1' ‘ —...l_ = —1..
17 32- | 2. Bx» 3. 4y 4, Caxy = o
Loy g Zee a1
2y~ 2 y'ys - 3y $ 64
8. (1000) = 1 C9% X 10, 4.3.6-10° = 7300
. 3 — -3 = 18, = 7 . - l - l
11, & = 3. (-3) —‘3 3.‘-_3 12. 1 5 = g
13 Sy . B QL3 g,
B.Gr=45 4. Q@Y= S5 =2=-5
15 () = 1 1
15 (4) 2,74 37
16. 5% 17. 54 18. 4y 19, 430y~
20, pirn-Gm3) = pra = pinen) TR
C 1,1 ah : - 1
2. 2tv = S 2. a+h.
11l yx
M, XY _ Xy =y -x?
N
x,yl xly)
25 xn . yn - 1
N (xﬂ__yn)(xzn +xnyn +y2ﬂ)' 'x2n+xnyn +yln
_a_ :+l_|:l 2+ b .
2 Y& _ab _ peb ap = (@+b)(a*~ab +b") (ab)
1,1 a+h ' g+p @b (a+b) '
a b ab

_ @ =gh+b

27, 941 _ 9GP _ 9.9 __ 81
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1 Ja-

2 f__ -1 2 ———— —_——
3c* (—2a) H3a—2a ~ a 2“__
8+e¢ .~ 84a - B+a = B4a

3
—— (=2
2‘( ) 3 1

T81(—2) 6 2

Pa+g 2p Irgiqedp ’
3 . 3 = — 3iva+q+2p) - (pe+pilq)
Jra+p 3% - Jra+prig

= 3mg — 33 — 32 = §

e (1 ._1+4._L)= x4(x;4): b=

x xR

. =9(03+4) =

MODULO 6 - VALIDACION

Se_entiende - por -raiz enésima de un nimero, otro nimero tal que ele-
vado a la potenciz n se obtenga el nimero dado. La rafz cuadrada de
un nimero es otro nimero que elevado al cwadrado da el primero y la
raiz ciibica es otro nimero que al elevarlo al cubo da €l primero,

La rafz princlpal endsima de un numero es, como se define en el pro- '
blema anterior, otro nimero que. elevado a la potencia # da el primer

nimero sflo que si el primer nimero es positivo, 1a rafz principal tam-

bién lo es y si es negativo, la raiz principal slo existe-cuando el indice

es impar, y también es un niimero negativo.

= . - i:.z. 7 lH-=
V16 = 4 4. \/2: g : _ 5. V77 .3

3%1&: % 7. W=|_4[=4 8, -84 No existe

BRATEEY! © 0. Vi6ar =ldal 1. Y16 =2
Eg: = % : 13. -4 No existe. 14. ¥27x* = -3x
a .

15..
18.

19.
21,

10.
12.
13.
14f

16.

17.

JEax* = 8x* iy = Iyl 17. ¥Tabe = 3ab?

Jarkb® = |gktk!  (Se toma valor absoluto porque k puede ser im-
par ¥ b negativo)

Y-Batkhiketk = —Inkbhek
V(x—2P, x <2 =Ix-2I

20. V{x-2¥, x 22 = x-2
22. Var+4a+4 = V(@+2y = g+ 21

MODULO 7 - VALIDACION
x = Ux 2 =B
4t = 4at = (@) = Yo = Y3560

(2b)%= Yy = V3w - (272%) = (27a=)5 = Y272

(256)1* = (256)'1— Y256 7. Yo Vo = ot

) = 2 :. . / v ‘-} ._ 1 (x:.,,y:) '}
S L e T e
1 : Yy -1
141 = (g1 =43} 11. ,,____.V_. x? )’{ny’) 0
Vi -4 = (@ -4) oy (x'y
8,1 27_275_%/5?_3
(5‘7)’=T)’-——j——7\/::—2
83 g
: 1 oo 1 - 1 _ -1

1
(00p _ 1 5. (4xY2 ax’)'T (x)i_ 1
n 2’_£ ax 4a'x @’x’ N7rge
13k 10311 Fey
X x_?,xi_ xi"":_’s = X1 = Jx»
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R G L
18-__1——5 _‘— _5

. .-'..n
- jon

]9. (8r'a4}(2r;':fgl) = lﬁrl‘?s‘u: = 161.%!-4 = 16';/‘['_'

20 3 B e S
Y I

2L 4xi- 3o axo - Sxt == - L
X . ) X

22, (lc_smb-);'.(zhﬂ):(4=a=b-)%(2a-=j = (4ab*)(207) = 8D = -3"—.
2. (2:_{‘ %béc)‘az.-';-fbﬂc'; ﬂ’% |

4. @ —b%) (f’%--‘” b) = @) - ®) = a-b

25. (a%;h%)(a§+ﬁb%+b%),= '(af)‘l; b%)’; a-b

26." Vxay (x+y) = (x4y) (x+y) = (x+y)-'= = Vixeyy

27. (x2+1y =(x=+1)o(x=+1)= =

gt +l) (x’+])'%= 1

‘ MODUL08 VALIDACION

T L
_.tl"-' = gh'm
=TT
bR e
. :aml’l

3. Y80 = V810 = ¥2.10 = 2\'/ﬁ "4, 5v/243 =5V279=5¥3.9= is-??

5. /9%t = f3ibecic = 3ab=c\/". 6. V31 = Jz' = 2\/'
1. Visiow = J_(z-a=b-)(3-ab)_ = s Vim

102

13, VTze3ew yr 42Tyt = V3(Axi-12xtyt +9y*) = V3(x-dy) =

‘*1)"’ S e '_16. Yooy = Lx=[x=(x=)?1?}?-[xwx’ PP =l

8. Yalzxy = JErox y‘)(3zy’) = 3ty Yy '

1, 1 +9' 153
9 T3 T 13

10. Yeaxrys =V (4= X Yo )X = 4x y" i 11, 2ava +6a+9 =2aV(a+3p

=2dla+3i

x=25 _ (x—IS}(\/;'S)_=_(x—25)(\I/x_—5J = ;j;,5 ‘
Vx+s (x5 (Vx=9) . x—25 '

12.

?(ﬁ‘-3y’)ﬁ;2x’-3y’ >0 .

. . ’ o —
'14 Yanbincmrignet = (aﬁb’"c’ﬂ”dﬂ")ﬁ = gh'c?endd” = gb’c'd Ved:

15, ST = e = Yeibr

: 1y
313

= {x*- X' }: = tXI }1 - X’_’-= U/;;

. Metodo Alterno

Vxis x‘ = \/\Tx‘_;‘__ \/\/x'_\/—_- J\’/"F? = x/\/.;“

) 333,‘ \/’;u
17, Yavae ="V e Y723 = 23

18, Yoy Vaoy = V{xyliey) = Vixey)(xoyF = Ixoyl Vasy

19. (ﬁm) = 6-2V18 V1B =232 - VIB= =31

L0, (arvyr = ey ey
11, {/Q—X'{Eﬂ; = (Qx)%.:(fix.t)% = (9'74)%(27}1']% - \‘@_’{27#) = {/(3,?(.}3 -

3
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24.

23,

26,

28.
29.
30,
3,
32.

33.

34,

35,
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\/I_d/iif wami—n A A = va —mva
(2+¥3)(2-¥3) = (2 - @By = 4- 5
(Vaty = ) (Vxry +2) = (ory) = (@ = xay - 2

*J f24a*b 4/ 24ah 4 /3a’ 1 m
Y8ab Bab? b

VB @) | @) foe = \"/E = \"/—— av-1
.V'qib (a=5)§ (@) " - ‘. e -
3235 a5 Vs
4\5 4345 4.5 10
23 _ 23¥5 _ a¥T _ I

4¥5 4Y3YE 4.5 10

_ 3 .32V o3e-v)
243 . (F-(V3Ir . 4-3

M=M_=_ \/2_1
V2 ey

= 3(2-V3) = -3V3

X . X(x=vy)
x+\/; R -y
' L LI |
1 1 (X’-xy +y) _ X -xlylay?
1 2
‘ﬂ*"/;, (x5 +y7 YKy +y) SRy

VB _ 4VBT _ 4VET _ 427 _ 8
37 3.7 3.7 3.7 3
10V6 _ 5 /6,55
VA R _
YEraVIo3VE | VEeaN-5VE | VI VBeavA- S
V2 V2 V2 2
o _ Ve, 1
= 7+4 ]0—5

Vi-6

6.

3.

38.

39:

x+\/§'_ x4V _ V(10 -Va] | xt eV
1+ Vx+x (l+x)+f (14+x) — (Vx)? (1+2Zx+x)-%

- x’+\/;
‘ i I+x+x?
avb-bva - (m/E—b\/;)(a\/E—b\/;) _ a+b'-‘2\/z'zg
‘_aJB+b\/E (a\/g)’—(b\/a_)’ a—b
Rt (¥ 737 ot B Y-
VisV3+Vs  [(VI+VRVEWIeVE) VB (V24 VBR (V)
\/_+\/_ f \/_T'l+\/_ \/T) 1J~ l\/— \/3‘0
Ve 2.6
1-Viel | (I-VEFI) _ 24x-2VK+]

o l+vx+l d=(x+1) ' -x

40,
42.
. 44,
45.
46.

47,
48,

49,

50,

51.

52,

V=55 Y65 4L Vay= (o) = () = Yy
w
Yo = ot = g = Yl

B=@f=3=v3

43. ¥ = (20) = (207 = Vigw

El

Y b‘ — (2: a bs)l_; ‘= 'l!:'ﬂl‘l Bl

13
2a'h = Y2ap?

[=

-

\/x’+2xy+y = \/(X-i-y)’ = (x+y)' = (x+y)“ = \/-—; '
3vVB+2VIB= 6v2+6v2 = 12V3

Y8l - Y2 =31- 293 - 3

5V2- Y64 +2V32 = 5V2 - VB + 2V32 = 5VI- VT + 82 = 11V2
V2416 ~V5a = YT+ 8 2- VT2 =¥+ 293 - 335 = g
J4(x_w')-2\/9(:¢—+3;)+3\/3c+_y=2\f§"+_y—6\/§;+3~/x7 =~ Vaty
2a¥27xy + 3b¥8x¥y — 6c¥ X7y = 6axdy '6bx</; - 6e(-x) ¥y

= bx{a+b+c) ¥y
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=--2-\/ﬂ_—§\fa_b+—1s/¢5=(2“_'3b*4)\/jﬂ'
b a ab ab

54, Ja’hc’ + Vb7 ¢? + Virbe = acVabe +b2eviabo + a*b? Vabe

= {uc® + b3c + a‘ﬁ‘) Vabe

5. '\/%—+%M—\‘/_=-%J?:«r%-ﬁ\/i—ﬁ:(%-rg%l)\f_:%iﬁ

. 4 .3 42-V3) | H5-2V5) 4=V + 3(5-2v5)
24v5° 542V5 -5 51-20 - U
o _.=—3+4\_/’5+.35§~/§__-
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Introduccién

En las unidades anteriores Hemos completado nuestras nociones fundamentales de la
estructura del conjunto de nfimeros reales y de la manipulacién de las expresiones algebraicas
que los representan. Es muy importante que se hayn adquirido suficiente habilidad y destreza
en la manipulacién de las expresmnes algebraicas antes de iniciar estz unidad, para poder -
concentrarnos en los temas que aqui i tratatemos.

En esta unidad presentamos qmzé. 1a parte més dificil en 1a solucién de problemas, el planteo

‘en lenguafe algebraica.

Veremos como traducir el lenguaje ordinario que usamos al proponer los problemas o las
situaciones reales, al lenguaje matefnético que nos facilitar4 la simplificacién o 1a solucién de

-dichos problemas; las expresiones algebraicns resultantes pueden ser lo que Mamamos -
- ecunciones o inecuaciones. '

Los veactivos de autocvaluacitn se agrupen Segn el tema considerado como problemas
sobre mediciones, digttos. comercia]es, de mezelas, de movimiento, trabajo, etcétera. yenla
misma forma se presentarin cuando vayamos a practicar con nuevas técnicas algebraicas o
nuevos conceptos matematicos, procurando mantener una relacién lo més estrecha posible,

.entre los temas abstractos y su aplicacién a la realidad.
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Al terminar de estuchar esta umdad el alumno. S

1. Traducird g expresiones ulgebraicas las cuudwmneé de pmblemas planteadns en lenguaje

comiin. - : SRR
2. Resolverd ecuaciones de pnmer gradu ccm urm mcogmtn
3. Resolverd desigualdades queé contengan una vunable
4. Resolverd ecuaciones fraccionarias que contengnn una varisble.
5. Planteard y resolverd problemas en términos de’ ecliaciones,

110

. Diagrama temético

estructural

Conjuncién de
Proposiciones nbierias

Postutados de campo

Antméticay Lenguaje Algebraico
‘geometria elementales 4 £

Propiédndes . )

‘de laigualdad . . Ecuaciones

" Postulados i ‘

" deorden Desigualdades

Ecuaciones fraccionarias

Problemas de planteo |
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Glosario

1dioma o lenguaje matemético. Conjunto de simbolos y reglas que sirven para Expresar propo-
siciones.

Traducir a fenguaje mntemético. Proceso por el ciial se pasa del lenguaje ordinario al lenguaje
matemitico.

Ecuacién, Es una expresién algebraica que tien una 1gunldnd condlcmnada para ciertos va-
lores de la variable.

Resolver la ecuacién, Proceso de despejar ta variable b incognita.

Grado de ln ecuacién. Es el mayor exponente ai que se encuentra clevada la vnrlab]e

Desigualdades o inecuaciones. Son los problemas que al simbolizarse a]gebrmcnmente con-
tienen simbolos de mayor que, menor que o diferente a. :

Solucion de inecuaciones o desigualdades. Es el proceso de encontrar el conjunto solucién, el
cual generalmente es infinito. o ’

Ecuaciones fraceionarias. Son las expresiones algebraicas que tieien por lo menos en algiin
denominadot a la variable cuyo conjurito solucitn se estd buscando. -

Minimo comin mltiplo. Es el nfimere minimo que tiene como factores a todos los denomma-
dores de una ecuacién fraccionaria,

112

Mébdulo 9

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Alterminar de estudiar este médulo, el alumna:
1. Traducir4 al lenguaje matemético expresiones del espafiol.
2, Reescribirg problemas utilizando lenguaje matemética,

. ESQUEMA RESUMEN

LENGUAJE COMUN —— LENGUAJE ALGEBRAICO

ESPAROL —— ALGEBRA

Ejemplo:

" El doble de un nitmero

es 25

2x=125
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9.1 Planteo da problemas

Una vez comprendidos los postuledos de campa y de orden, y después -
de haber practicado su aplicacién asi.como I aplicacién de.Jos teoremas -
. que se derivaron de los postuludos, el trabajo con los elementos del -

conjunia R, es decir con los nimeros reeles, empieza o meéunlzars_e ¥

como en los deportes aquellos que més practiquen llegarén a dominar

mejor esas mecanjzaciones. Liega un momento en que se preguntan
. Para qué me sirve esta habilidad en el mangjo de los simbolos y. de las

expresiones algebralcns? +Cémo aplico esto a a vida real si-en ella.no -
encuentro esas expresiones-algebraices producto de la mente humana?-

Bien, para contestar & ¢stas y otras preguntas de guienes’ estudian
marerias abstractas cunsideru_rnos las siguientes reflexiones: .

Hemos aprendido un nuevo Idlnma, ofro [enguaje; el.de la Ciencia

Matemaética; nos servird para desarrollar mds esa misma ciencia si eso

- nos atrag; pera también wiilizaremos en las demés ciencias esta fa_rma de -’

-expresarnos; el razunnmienlb matemdtico nos conduce sin_ dudas o

- desviaciones a'la vardad Y esto es muy importante aun en los problemas
de la vida diaria; pues es necesarlu tener la certeza de que, aphcandu o

correciamente iestros: postuladus y tearemas, flégamos siempre o una

~conelusién vilide o verdaders; perd los problemas de las ciencias

experimentales y los de la' vida-diaria los encontramas o los planteamos
en ¢l lenguaje urdmarm y-aqui estd realmente ¢l problema mds difici,

necesitamos traducir al idioma matemdtico para ‘poder usar- nuestros:

conocintientos y habllldades mntemdtlcas ¥ encontrar con certezﬂ la
verdad.

Comoenla tmducclén de un 1dmma a otro cualqmeru es necesario, en
primer lugar, comprender totalmente. la  proposicidn, mterpretando

correctamente los-términos y mod:smos que- pudieran otilizarse; en

segumlo lugar, deheros estar Familiarizados con las formas de expresion
y madismos del otro Idioma para traducir correciamente.

_ Ejemplo: Debemos interpretar cotrectamente la oracién en inglés -

what is up? Pues ld traduceidn literal no nos dice gran cosa en espafial,

sobre todo no dice fo que realmente se pretende decir. Es necesario

conncer "ambos idiomas para darle fa. forma mds ficilmente compren-

sihle. Lireralmente serfa ;qué estd ariiba? y [a tradiccién correcta es
aque sucede?

Lo mismo tenemos que hacer para traducir del espafiol ai lenpuaje’
matemdtico; primero debemos asegurarnos de comprender las condi-

ciones.de un problema para después: escrlbtr Eas expresiones nlgebraleas
que “du,an" Io mismo,

Ejemplos:

By

ESPAROL

Eﬁcuntrn.r dos nfimeros reales,

El doble de un niimero es 25.

La surnﬁ de dos ntimeros.

La suma de dos niimeros dividida entre

su producto.

" Un nitmero es ef triple de otro.

El triple de l suma de dos nidmeros.

El perimetro de un cuadrado es 20 (n'qui' _

50N necesarios conocimientos geomeétri-

cos ademis de algebraicos para interpre- -

tar'e] término cuadrado).

! 4rea de.un r_ectﬁngu_lo es de 25 unida-

- des cuadradds (igual que en el aiterior,

. 1)

rectingulo debe estar definido como el
irea de esa figura geométrica),

El cinco por ciento de un niimero,

Las dos terceras partes de una cantidad. -

' La parte menor de 50 si la mayor es x.

El producto de dos mimeros es como

minimo 230.

" Lasuma de dos niimeros es mayor que 12.

La panancia méiximn es de 20} pesos,

" Unniimero es 8 unidades menor que otro, -

En un re_cténgﬁ]o ¢l larpo e5 20 unidades |

mds que el ancho,
(Cuanto coestan a1 articulos de 20 centa-
vos cfu? (Aqui es necesario conocer las

unidades monetarias)

4Cudntos pesos cuestan n articulos de 5 -

centavos cada uno? .

Seanx,jvE R.
9% =15 L dej espafiol

x+y

ALGEBRA

Traduccion

al lenguaje
matemitico
xty

x=3y.

3x+3)

dx =20

x-y=25'

EO— X6 OSx

0 -x

xy =230

'x+y'>12

<20
x=y-8

L=a+20

207 centavos

" .05 1 pesos

15
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s} El precio de un articulo-si dos artfeulos 25
cuestan 25 2
t} - El precio de n artfculos si tres articulos 15
cuestan 15 I
u) Dos nimeros que sumen 50 : x50 - x

Como puede ver en los ejemplos anteriores las expresiones en espafiol
se pueden traduclr a expresiones algebraicas _en'donde es o ser se traduce
como=, cemo marimo se treduce <, como minimo se traduce 2', una

cantidad ¥ ofra se traducen x—y, etc.; pero.lz traduccidn en muchos -

casos no es posible hacerla directamente de la expresién verbal o escrita

que nos dan y es necestrio cambiar la- forma o aplicar otros -

conocimientos para interpretar correctamente esa expresifm, y en
algunos casos tendremos que reescribir las condiciones de un problema
pata poderlas comprender y después traduclrlas al lenguaje simbdlico o
matemético. g .
Cuando un problema es fécil y 1a condicién o condiciones son claras,

nos es posible traducirlas a simbolos mateméhcos sin vacilacitn.

Efemplos:

1. Encuentre dos cantidades cuys suma sea 13 y cuyo producto seq 24,
ESPAROL . ALGEBRA

Dos cantidades... | - C x,' ¥

-.Cuyasumasea 1d... x+y=13

..cuyo producto sea 24 N x.y=24

2. Encuentre las dimensiones de un terreno rectangular con un perimetro
de 540 metros, si sabemos que el largn mide 30 metros més gue
el anchu

ESPANOL ALGEBRA
Encuentre las dimensiones de un terreno ree- largo = x
tangulnrcun : : ancho =y
..un perimetro de 540 metros, : 2x + 2y = 540.

sisabemas queel largo mide 30 m mas que el _

ancho x=30+y

{el conocimiento del término rectangular, nos diee que tiene dos dimen-
siones) (Conocimiento de perimetro)

En los dos ejemplos unteriores las condiciones son proposicienes muy
claras y es posible traducirlas de inmediato a simbolos matemiticos. En
tos casos mds dificiles las proposiciones no dan con mucha claridad las
condiciones y es entonces cuando se necesita el conocimiento del idioma -
espafiol para concentrarnos mds én el significado de Ins proposiciones -
que en las palabras mismas y asi poder reescribir el problema utilizando
otras palabras, términos o modismos que sean ficilmente traducibles a
simbolos. Ejemplos: '
1.*Encontrar un- n@mero entero menor que 100 que sea 12 unidades

mayor que 3 veces |z suma de sus digitos, El cuadrado de la suma de

sus digitos es 39 umdndes menor que &l trlp]e del entero inmedidto

mayor,
ESPAROL ALGEBRA
Encontrar un entero menar que 100
Se reescribe: '
Encontrar un gpiumero de dos diglloﬂ x digito de las decenas
como mixino y digito de las unidades
El nimero es... - 1 +y (valor de posi-

cion de los digitos)

12 unidades mayor que 5 veces la

suma 'de sus digitos

Se reescribe: ‘

5 veces Ia suma de sus digitos TSk )

mis 12 unidades CSx + )+ 12

nos dan el niimero Sx +y)+12=10x +y .

El cuadrado de la suma de sus digitos

es 39 unidades menor que el ‘mple del

entero inmediato mayor

Se reescribe: ‘ :
El entero inmediato mayor, (10x + ) + 1

ires veces S Wl +y + 1)

menos 39 unidades ik +y+1) -39
nos dan e! cuadrado de la suma de sus x+yp

digitos (10 +y+ 1) -39=(x+ )P

2. Encontror ¢l lado de Ja base y la altura de un prisma recto de base
cuadrada, si su superficie tiene un 4rea de 96 em? y su yolumen és de -
60 cm® '
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x — lado.de Ia base
¥ — altura

 ESPATOL

Encontrar el lado de la base y la
altura de -un prisma. recto de base
cuadrada §i-su superficie tiene un drea
de 96 cm?

Se re—escnbe' '

LETE

ALGEBRA

Los conocimientos geomé-
tricos nos permiten *visua-

lLizar” la figura, observan-

do que tiene dos bases y
sus lados son rectingulos

El drea de ung base’ x?
* mds e! de In otra base. x?
y el drea de cads uno de los 4 : 4.
Indos rectangulnres (ancho porlargn) dxy ‘
08 suman un xirea de 96 cm? 2x? + 4xy =96
Su vnlumen es de 60 cm
Se re-escribe: :
El drea de una buse x?
porln ultura xy
nos dan un volumen de 60 cm x*y =60

~ Los ejemplos nos dan una idea de lu traduccién del espafiol al len-
guaje simbolico o matemitico y, podemos ohservar que no es facil;
s6lo la prictica que obtengamos nos ayudard, y coma sucede con los
idiomas. que si se. abandona la préctica, se olvidan fécilmente los vo-
cablos y modismos, asi la faltn:de prictica hace que se nos olviden

los simbolos y expresiones algebraicas.

o nskxc*rlvos DE AUTOEVALUACEON

resniver problemas; sélo plantearlos.

'11_a_

2 ur_ududf_:s mds que 5 veces un cierto ni’tmerci.

Exprese.- las slgmentes pmpomcmnes en sunanus algebrmcos 1o se mtenta 3

B pe P W W

12,

i3.
14,
15,
16..
17

18.

T,

24.
25,
26.
27

28.

29,

3o. -
' minuye en un metro y se pumentan 3 metros al largo, ¢l drea serd de

La parte menor de 100 & la mayor &5 x.
Las dos partes que forman 100.
Tres enteros consecutivos,

‘Los dos nimeros cuya diferencia es 10.

Cualquier mimeto impar.

“Tres-nfineros impares consecutivos.

La cantidad que 5 veces un nimero excede de 60.
La cantided que 75 excede de tres veces un nimero,

Si 2n representa al primer nimero entero (COMO represents al tercer *

mimero entero?

Si 27 representa al primer nimero entero, ;cOmo representa la suma
de los primeros custro nimeros enteros? -

El nimero de centavos en pesos.

El cuadrado de cualquier entero.

Tres veces el entero inmediato mayor,

Lo qie excede ¢l cuadrado. de un nfimero a su doble.

La diferencia de los cundrades de dos enteros consecutivos. _
El costo en centavos de n articulos si tres se adquieren con 10 centavos.
El costo en pesos de n atticulos si dos valen 15 centavos.

La- fraccién cuyo denominador es 4 unidades -mayor que el doble del

~cuadrado del numerador,

El perimetro de un rectangu!o st un lado es 3 ¢m mds corto que el triple
del otro lado.
El perimetro y el drea de un rectangulo s un lado es 4 metros mayor

- que el doble del ofro lado.

Los litros de alechol contenidos en un tangue 4 que tiene x litras de
una mezels de 40% de alcohol.

Fl total de litros de alcohol si juntamos los-del tanque 4 del problema
anterior 2 los de un tanque B que tiene y litros de mezcal al 20%.
La suma de dos niimeros €5 2] y un nimero es el triple del otro,

El -producto de dos enteros consecutivos es 72.

La suma de un nimero y su reciproco es 34/15. ‘

Hace 10 afos Juan tenfa cuatro veces la edad. de Memo: ahora fa edad
de Juan sélo duplica la de Memo.

Plante¢ la expresion que nos lleve a Ta solucion.

Un papd ‘es 24 afos mayor que su. hijo. Dentro de 8- ados el papd ten-
drd el doble de afos que su hijo. Escriba una expresion que nos lleve
a la solucién. .

Cuando 'se aumentan 4 metros a cada lado deun drea cuadrada, el area
aumenta 64 metros cuadrados. ;Cudles son las dimensiones del drea
uriginal? Sélo plenteélo. ‘

La longitud de un rectangulo es el triple de su ancho. Si el ncho se d:s—

119
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72 metros cuadrados. ;Cudles son las dimensiones del rectingulo ori-
ginal? Sdlo planteélo,

El perimetro de un tridngulo isdsceles es de 84 centimetros y Ia longitud
de.uno de sus lados iguales es dos tercios de la Iongnud de In base.
Encuentre la longitud de la -base del tridngulo.

‘Médulo 10

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al terminar de estudiar este mbdulo, el alumno:

Definird el término ecuacién. .

Despejard Ja incégnita que se sefiale de cuslquier formpla:
Resalverd ecuaciones de brimerrgrado con una incgnita.

ESQUEMA RESUMEN

SOLUC]DN DE ECUACIONES:

1. Despejar una incbgnita.
2. Resolucion de.laecuacion.

3. Férmulas.—Ecuaciones gie expresan una ley,

121
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Las ecuaciones
incluyen

- simbolos -
de igualdad

A+ 6=20+18=2x+6=18

10.1 Solucién de ecuaciones

En In traducclin del idioma ordinario al lenguaje simbélico, hemas
visto que el planteamiento nos conduce con frecuencia o expresiones en
lus que se incluye el simbolo de In lgusldad. Estas expresiones las

definimos en el tensa de fa Unidad 11 con el nombre de ecunclones; :
difimas que una’ecuaclén es una igunldad condiclonada para clertos -

valores de In varinble. Encontrar esos:valores que forman el conjunto

solucidn es el proceso de resalver la ecusclén o como también se ke llama, -

el proceso de despefar la varfable o incagnlta,

- Como recordaremos, ¢l proceso de resolver una ecuscldn o despejar

una Inedgnltn consiste en ir paso a paso transformande |a ecuncién dada
en olra equivalente, utilizando para ella las propledades de la Igna!dad,
postulados y teoremas ya demostrados, Por EJempEu.

deloigualdad) -

Con la misma propledad aditiva de In igunlda:l pudemos tmnstormnr .

* lu expresién

X H6=15=dx 4 6=12x + 18

" {Agregamaos 2x a cada lado de
la igualdad)

Es decir que podemos usar la doble implicaclin

S122

4 +6=2 + 182 +6=18.

-por lo que ambas expresiones son equliralentes o significan lo mismo .
¥ por lo tanto podemos estar seguros de que tienen el mismo conjunto o

solucitn para x, -
Z+e=18e H=12 .0 {Agregando —b)
B=1lex=6 (Propledad multiplicativa—y

-teorema deda divisién)  *

por lo tanto k6= + 18_'# x=6

- Regla.de Inferencla de la cadena

=

Comprobacién:  4(6) + 6 = 2(6) + 18 ..
oo
4+ 6=12+18
30 =130

{Agregnmos —2x' 0 cada lado

Por supueste que la mecanizacion del proceso, nos permite saltar -

mis o menos pasos de acuerdo con la destreza udquirida en ¢l mane-
jo de las expresiones algebraicas.

El nombre despejar la incognitn prov1ene principalmente de Ia
solucién de ecuaciones literales, es decir, ecuaciones en.las que ade-

més de Iz variable se utilizon otras letras para representar nimeros

renles, de modo que la solucifn no es numérica sino una expresidn
glgebraica y la letrn que representa a lo variable de la expresion pue-
de cambiur en cadn ocasién’ que se usa esa expresién, dependiendo de
las cantidades que se conozcen; a esas expresiones se les conoce en
las diferentes especialidades con el nombre de formulas, y son ecua-
ciones que expresan una ley, una regls o un principio peneral,

Ejemples: a)./=ma;esta formula expresa unaley fisicaen donde
representa el valor de una fuerza, m elvanr deunamasaya representa

el valor de upa aceleracmn

La farmula se lee: Fuerza igual a masa por aceleracion y cuando se
conoce el valor de m y de g, se sustituyen para encontrar el valor de F;
pero algunas veces nos interesaconocer el yalor dea ya que conocemos

los valores de F y m, por lo que a ey ahora a varinble o incognits y
debemos resolver para a, o despejara -

. D |
F= Mo = 4= 5 : (Pmplﬂl_iﬂd multlp‘ll?iff:'lvﬂ mn
: -m . y Teorema de la division)

F
otambitn F=ma <> m=

H[2ﬂ| +(n — 1)d]
-2

Esta férmula se usa en las progresiones aritméticas en donde §

b Sp=

(S indice #) representn ln suma de # términos de una prugresic‘m ay.

representa ¢l valor del primér término y d la diferencia comiin entre
términos consecutivos de una progresion; se lee, la suma de 1 térmi-

nos de una progresion es igual al mimero de términos n porla suma -

del doble del primero, més el nimero de términos menos uno, por
1a diferencia comiin, todo dividido entre dos.

Supongamos que conocemos los valores de S, ny d, en tal caso,
la incOpnita serd a1 , ¢l primer término y debemos despejar a1 o resol-
VEr para a1 ’

n2ay + (n— 1)d] -
2

Sp=

=
7

Sy =121 + {(n -~ 1}d]

Despejar
la incognita

123
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25, _ (Multiplicamas ambos lados por
n 2a, + (n - 1)d el reciproco de %)
25 {Agregamos el inverso de
T =2 ( - 1d)
25, - n(n - 1)d ' (Efecteamos la resia en el
. " — =1a miembro izquierdo de la ecua-
cién) | :
. = 28, —nin - 1)d {Multiplicamos por el reciproco -
' 2n . de 2 y Ia propiedad simétrica de
la igualdad). '

Ahora sabemos el valor literal de g, y ser4 cuestién de sustituir los
valores de las demds literales para obtener un valor numérica,

Algunas veces las ecuaciones pueden contener fracciones y.en tales
casos es conyeniente principiar la solucién con los pasos que nos lleven a -
una ecuacién equivalente sin fracciones o quebrados y para eso; podemas

aplicar Ia propiedad multiplicativa de la igualdad usando como factorel -

minimo comén mtiltiplo (MCM) de todes los denominadores y luego
proseguir en 1a forma ya explicada,” ' T

I MaM=4

EjJemples: a) 4x -9 =
4ax - 9) = 4(3)
16x ~ 36 = x
b) - 3—%x,=x—% MCM:35‘_

35(3- 9= 35 - 3)

_105 = Tx = 35x - §
% a+4 _ ar2 _
°) ER aa R o MCM = 6
i a4y g e2
85 -5 =66 -39
4a—3a + 4) = 36.~ 30 - 2)

W oo gL o

REACTIVOS DE' AUTOEVALUACION

al 11

12.
13,

14,
15,
16.
17,

18.

19.
20.

2.

22.

e+ H=3x-1) o 46?

-2y - 1) =4 +2)

Cy+3=Ty-10.

7xfl-\/_§'=2
9-2g-3ag—-4)~5l=1-5@-2)
3+ixi=4 ' |
5-lx+3l=6"
{l4x - 971 =~ 8

I3 -xl=6"

V(2 -x) =

Ve ap =1

- En las férmulas _s_iguién_tes resuelve para lg varisble que se_'mdica.

A =ar, despeje r

Resuelva las ecuaciones y compruebe la solucién en los problemas del I

F =-:— °C + 32, despeje °C  °C se lee grados centigrados y °F se

‘ lee grados farenheit
P =2a +2b, resuelve para b

A= % (b, + bs), resuelva pira b,

V = IR, despeje R

d =Vt + 2ar', despeje a

Resuelva las siguientes ecuaciones que ahora contienen fracciones.

g+ U=2x-7

2=
s .

o e

R CROR IR

ig_a+4=6_n-1'

125
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92 +1 _ 2

15 3
r-1 _1-2 r+3 _
2 3 3 =0

7y - 4) - %(y—ﬁ) =l%(‘y.":6)_
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Modulo 11

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al término del estudio de este modulo, ¢l alumne:
Resolverd desigualdades e inecuaciones que contengan una viriable.

* Graficard en la recta numéfica el conjunto solucidn de ura designaldad.

Resolverd ecuaciones fraccionarias.
Explicard can sus propjas palabras qué es una ecuacitn fraccionaria,

ESQUEMA' RESUMEN

o : o Conjunto solucién
Desigualdades o :
. Grifica en Ia recta numérca

. Solucidn
-Ecuaciones fraccionarias =

Comprobacion

127
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11.2 Ecuaciones fraccionarias

Las En el tema anterior nos concentramos en la solucién de ecuaciones Hems resuelto ecuaciones que contienen fracciones, pero un tipo
inecuaciones para poder resolver los problemas gue al simbolizarse contienen muy especial de éstas son las que tienen por lo menos en algdn
incluyen iguatdades. pero como vimos antes del planteo de los problemas. resultar denominador a Iz variable cuyo conjunto solucién se esté huscnndo, las

desigualdades

&

también expresiones que contienen deslgualdades o combinaclén de
igualdades con desigualdades. El proceso para encontrar el conjunto

solucién o sencillamente Ia solucién para expresiones con desigualdades,-

también llamadas inecunclones, es muy semejante a} que hemos
empleado pera la ecuaciones; solo qiie ahora Ias justifleaclones para las
transformaclones san los poltuladus de orden y los teoremey sohre
desigualdades ya demostrados en el tema de 1a Unidad V.

En la Unidad V vimos la diferencia en las groficas del conjunto

solucién, cudndo se trataba de una ecuacién, y cudndo se trataba de una '

inecuacion; en la ecuacién, el conjunto solucibn puede ser vacto o tener
varios valores, por lo que su grifica es ningtin punto o varios puntos. En
la inecuaclon o desigualdad, el conjunte soluclén generalmente es

infinito y si e conjunto de reemplazamientq o universo son los niimeros *
reales, Ia grifica de los niimeros sucesivos es un segmento de la recta -

numérica lamado intervalo que puede ser cerradp o abierto, segnn que
sus extremos estén o no definidos respectivamente.

Iltamamaos ecnaciones fracclonarias,
En este tipo de ecuaciones algunas operaciones no dan ecuaclones

equivalentes. Por ejemplo:

3 x -3

)
! —-(x-—3)- (x - 3)

l=x-3-2x+17
x=3

. . . 1 oy 2x =17
Sea la ecuacibn fraccionaria ponriihe ] - 2o

elMCM =x - 3 a-g(x

estas ecuaciones no son equivalentes a la original, porque el conjunto
solucibn es {3} para ambas, pero no para la. ecuacién original gue
entonces serfa ¢ .

1l = -3 -7

x-3

' Sustituyendo tenemds — . - ¥ vemos que
Ejemplos: a) 4x, +5% % +9 , _ . 7 - 3 ' (?) 3 {
Solucion:  2x + 5> .9 (Agregamos —2x en ambos mlembms) con ese valor para X los nmeros quedan indefinidos:-
x> 4 (Agregamos —5) 1 ; -1
x>2 (Agregamos el factor % Que es mayor que 0) 0 0
' En otras palabras, podemos decir que en las ecuaclones fracclo- - Universo ds
. narlas el Universo para la variable ya no son todos los. ndmeros reales y las ecuaciones
Grifica 1 : o. 1 o _deben excluirse sguellos valores que hagan que un denominader fracclonarias
' ~- _ t t ?e L—b : cuglquiera sea 0; en nuesire ejemplo excluiriamos ol nimero 3

B) 2x+7<5x-8

- escribiendo la ecuacién como sigue:

1 : 2x -1 '

" =1~ . xlx #3

Solucién: -3r + 7 < - 8 (Agregamos ~ 5x) T3 =l 53 { # 3}
Bl ° (Agrag wmos ~7) ¢ n lo que indicamos que ese valor no puede pertenecer al conjunto
__l: {Agregamas el factor — % que por ser slucién; generalmente al plantear la ecuacién no se excluyen nfimeros
-1 i e ol cantidn d . ¢ su conjunto de reemplazamiento, considerdndose tentativamente que
3 < 0 obliga 2 Camblar ‘ SBH'[IC!O te «on todos 'los niimeros reales y ya obtenide un conjunto solucién, se
la desigualdad de menar quea mayor que), " prueban sus elementos en la ecuacién ongmnl excluyéndose los que no

x25 e L satisfacen a la ecuacién. Ejemplo: :
= PR A S 6n para X,
2.~ 12 3 4 5 & Encontrar el conjunto solucién para -1l | g
| | x-2 X - 2
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N P _ o7
(x.-—-2)(xi2)—(x—2) (l“m)
n-1l=x-2-()

Preparatoria
abiertaonline

H-=x-9
x=11 =-9
Comprobacidn: -0 o7
@-2 . @-2
. ——7'_—:1_1
0 0

Con el elemento 21a igunl'c]ad tiene un valor de verdad indefinido v

siendo 21a Ginica solucién encontrada , la solucién a la ecuacién original -

seni{ }m : S

| @“ | REACTIVOS DE. AUTOEVALUACION °

Resuelva lus desigualdades o Inecuaciones siguientes, graﬁqne. en Ta recta numérlca el

conjunto selucion y diga cuando se trate de un Intervalo si éste es abierto o cerrado,

I.

2.

130

5x -7 < 9%

e +3)> Hr—1) + 6

“Ix~-6< 44+ 17x-35)

£+£<H_l
4 I 3 [
2 1 5 .
= I
5 3>Ex
. i
l,_1 -4

T3 ~1) > 4 + 5(2x + 1)

a-31, 1-aq
5 - q
la + 11> 3

[22 + 11 < 3

En los problemas siguientes resuelva las inecuaciones en conjuutelén o disyancln,
Recuerde que a<x<h e x>a yx<b :

I Sa>a+2 6 3a+1>8
12 5x+7<2.y Ix-4>8"

13 -1l<x+2<6

14, =3 < 3x+2 <1
.'15. 5x+7<2 6 Ix-4>8

Encuentre el conjunto soluclin de los siguientes problemas:

‘ 1 _x x-5
6 x-3 =% -3
at4 ._'__a+2'
ARt - T=3 -0
s 1 _ 1
1B 2w ™1
1 1 1
19. ;+§—x—1
0 L=g-2
-y ¥
1 4

A - =

22 2.7.‘-‘!- 1 - 1 _ 1

24lli..5=_§__

NOTA: Algunas expresiones son polinomios de 20, gradoe, sin embargo, los problemas
estén disefados. de modo que 1a solucién es posible con los conocimientos hasta. aqui

_adquiridos. . ‘ :
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95, Myt2 _ -5 3 INDICACION: Antes de factorizar
T2y -1 y+1 2p? + 3y -1 para buscar el MCM déle a las ex-
' presiones |a forma polinomial.
% 3 4 — ' '
Tk +k-6 3-5k -2k°
J-x _  1x -4 x -1
2. T 3-2x-a? x* +5x + 6

.xl+x_.2
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Médulo 12

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al terminar de estudiar este médulo, el alumno:
Plenteara problemas en términos de ecuaciones.

Resolverd los problemas planteados.
Aplicard los conceptos subre problemas de planteo a diferentes dreas de la ciencia,

ESQUEMA RESUMEN

PROBLEMAS DE PLANTEO:

Una cantidad es igual a 1a razon por la base tomada

C=Rx8B
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12.1 Problemas de planteo

Yz hemos visto y practiendn Ja forma de plantear un problema real
en lénguaje algebraicoy también, aprendimos yna resolver los diferentes

upos de ecuaciones o inecuaciones que nos presenta el lenguaje

algebraico utilizando en ello los postulados de la igusldad, de campoyy de -

orden, -asf como los teoremas que nos han permitido una clerta

mecenizacin en los eperaciones o manipulacién de las expresiones

tlgebraicas. Completaremos lo anterior concentrindonos ahera en la

solucién de los problemas propuestos en el lenguaje ordinario usandn las
técnicas algebraicas,

Existen en el Jenguaje ordinario expresiones que—utilizamns con

- mueha frecuencia y que se refieren & una fraccién o razén, la cual es muy

-importante que sepamos identificar. Me refiero a términos como el de:.

velocidad que se refiere 4 In fraccién . k_llnh";:m ' :;1::‘;:
mencionamos como kilémetros por hora, metros por segundao, etc, dando
la apariencia de- un producto. Preclo unllnrlo. que se reﬁere a
pesns © cenfavos
witiculo ! Larticuln

eic. y que

. ete. ¥ que: ]eemns COmo ‘pesos por un articulo,

CEntavos por un nnlculu,etc o tamblén pesos por kilo, pesos por litro, etc,

Pera el tratnmiento de los problemas en donde i intervenga algtin tipo.
de razén podermios utilizar como una formula Ia siguiente proposncldn

Una cantlded es ignal a Ia razén porla ba&e tumnda C=R¥XB

. Ejelﬁplus

a) Cantidad de kilémetros=razén en kilémetros por hora X las horas
{distancia) (v:lu::ldud) (li:mpo)

B Cantldnd de dinero=razén en pesos por unidad x las unidades

(Casto) {precio . umlnrin) ’ {unidades)

¢} "Cantidad de trabajo desarrollado razén en trabajo hecho cada dia
X dias trabajados;

En Ia solucién de los problemas de planteo vamos a considerar los

siguientes pasos:

L. Interpretar correctamente ¢f significado de la expresién hablada o
escrita, asignando a las varinbles o lncégmtns las filtimas letras de}
alfabeto (x, y,2).

2. Eseribir la expres;lén 0 expresiones algebraicas procurandoe referi
todas Jas variables 4 una sola que pudiera Hamarse x Esta restric-

cibn ey temporal mientras aprendamos a - resolver expresmnes con

-mds de una variable),

3. Relacionar -la. informacién ya mmbollzadn para establecer una
ecuacion o una ineceacian, :

4, Resolver Ia ecuacion o inecuacién. o
S.. Interpretar la solucién algebraicn en términos del lenguaje ardinaria
comprobiando que satisface los condiciones estipuladas.

Ejemplos:
1. Encuentre las dimensiones de un terreno réctangular con un perime-

tro de 540 metros, 5i sabemos que el largo mide 30 metros més que el

ancho. Este es el efemplo 2 del tema Planteo de problemas, sélo que
ahora debemos simbolizar usando solamente una variable),

Largo mide 30 metros més que €l ancho ~largo =x ancho =x -~ 30

'y el perimetro es de 540 metros

penmetro = 7 veces el largo + 2 veces el ancho  2x 7+ Ax - 30)_= 540. :

Ecuacién: 2.x + 2{x - 30) = 540
Solucién: ~ 2x + 2 - 60 = 540

: 4x = 600
L . x =150
lnteri:retacién: . - '
. large = 150 metros ancho = 120 metros -
Comprobacion:

Perimetro. = 2(150) + 2(120) = 300 + 240 = 540 metros

i Si-la suma de dos nfimeros es 21 y un nGmero es ¢l triple del u?ru.
- jCudles son esos dos nGmeros? :

Dos niimeros cuya. suma es 21 ' x, 21 - B
uto es el triple del otro ‘ (21 -x) = 3
Ecuacién: - 2-x =3
Solucidn: o 2 = 4x
: oy
*= 3
- : - 21 _ 63 .
Interpretacion: un nimero = 1—; y el otro = (3) = &
Comprobacion:
4. .4 4 '
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< LI Gigito de Jas decenas de un cierto nfimero de dos digitos es 4 uni-
dades mayor que ¢f digito de las unidades y es una unidad menor

Para qﬁe A alcance a B tiene que recorrer un kitbmetro més de lo
quelleve B es decir, la diferencia es de 1 km o una vuelta mds a la pista,

que el doble del digito de las unidades. ;Cudl es ese namero? . ‘ _
_ distancia tecorrida por- Aj distancia recosrida por 8,= 1 km

Dipito de las decenas ' _ X

; d= Vr Vit - /Y =1
es 4 unidades mayor que el ) :
digito de las unidades ' x-4 L, 1, MCM = 30
el doble del digito de las unidades 2Ax ~ 4) . 3 10
menos 1 es el digito de las decenas x-4)-1=x

S PO
30(21 - 1) = 301

Ecuacién:  2{x—-4) -1 =x 5t -3t =30
Solucidn: x-8-1=x 2t =30 |
Zx;x=9 t = 15 minutos
x=9 Comprobacién

- B
E(IS) = 15 km

i distancia recorrida por B en 15 minutos dy
Interpretacién: digito de las decenas = 9

digito de las unidades =9 — 4 = 5
Nimero 95 .
Comprobacidn: x es una unidad menor que el doble de 5
25)-1=10-1=9

15 _
distancia recorrida por denls .mmutus dy %(15) == km = 2.5 km

6. Un obrerod efectfia un trabajo eﬁ ddias y un obrero B tarda para el
mismo trabajo 6 dias jen cuiintos dias hardn ese trabajo entre los

dos? )
4. ;Que bonificacién recibe un empleado si cobra 5§ 1,496.00 después Formula: C=R x 8
de deducirle 15% de lmpuestos? :
" Bonificacién x Aara:
: Cantidad de trabajo desnrro]]ado—' traba]o hecho cada dia X nmero de
- Impuestos J5x "
{a bonificacion menos impuestos da 1,496.00 as. _
x - .I3x = 1496.00 Sillamames x al mimero de dias cuando trabajan juntlos yla caxé'tidad de
100x - 15x = 149,600 trabajoes 1, Aque tarda 3 dias traba_]aa razén de 3 (R = F) yB
85x = 149,600 ‘ arazénde 1 5
x =180 _ 96000 , L
- 85 _ . La razén R trabajando juntos serd, 3 t e
. ' 3. Dos corredores recorren una pisia circular de un kilémetro en 6 y 10
minutos respectivamente. Si arrancan al mismo tiempo del mismo C=Rx B o
lugar y en la misma direccién jen cudntos minutos pasard el mds rd- o i L _
pido al més lento? : Ecuacién: 1= ('5 + E) ¥ C=R x5
: . . .
C =R x B, ¢n este caso la formula serd: Solucién: . 6.1 = 5(% + ;—)x‘ 1= (3' + E) "X
dlstancmd:_vell/omtdad x tiempo 6=12x +x
“ = x = 2 dias
El més répido serd el que hace menas tiempo'y lo lamaremas A,
suvelocidad — distencla _ 1 km =1 . ey .
thmpe — e mi T4 = 3 km/min. Comprabacién

g ) .
. lem . fecttim: L x 2 = 2 del trabajo-
El més lento lo llamaremos By su velocidad g = '1—10 km/min. A efectia a3 :
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B efectia: % x2= %-'= del trabajo

X
3
2 1 . .
5 T 5 =1 tabajo terminado
7. ;Cudntos kilos de nuez criolla que cuestn § 20.00 el kilo, deben mez-

clarse con 30 kilos de nuez de castilla que cuestd 5 38,00 el kilo para
obtener una mezcla que se vende a $ 26.00 el kilo?

kilos de nuez de costifla® . 30
kilos de nuez criolls x

kilos de mezcla resultante 0+

Formula: C = R x A que ahora nos representat

valor total = precio unitatio X numera de unidades -

Vaior de nuez de ‘castilla = 38 - 30 = 1,140.00
Valor de nuez erioin - =20-x = 20x
Valor de-la mechu 26 - (30 + x)

H

Ecuncmn Valor de nuez de cusnlla + valor nuez criolla = valor ‘mezcia
_ : 1,140 + 20x = 26(30 + x)
Solucion: o 1,140 — 780 = 26x - 20x

X = E—:—‘l =60 kilos

Comprobacidn:
30 kilos a 38.00 kilo = 1,140.00 -
60 kilos o 2000 kilo = 1,200.00 +
90 kilos a 26.00 kilo = 2,340.00
@' REACTIVOS DE AUTOEVALUACION

PROBLEMAS SOBRE MEDICIONES =~

L.
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~Sial aumentar 4 metros a cada lado - de un ‘cuadrado el drez aumenta -
64 metros cuadrados jeudles erin lag medidas del cuadrade’ original?

El perimetro de un. tridngulo jsdsceles. es de. 84 centimetros y In longi-
tud de uno de_los lados iguales es dos tercios de la lungltud de la buse
Encuentre In !ungltud de la base. : .

Si la lectura en grados fahrenheit de temperatum equivnlen a 5— de los -

grados centigrados mis 32, LA que temperatuta las med:cxones o lec-. -

turas serdn 1guales” T

PROBLEMAS NUMERICOS ABSTRACTOS

4.

El numerador de cierta fraccidn tieme 5 unidades mds que el denomine-
dor.. ;Cudl serd esa fraccién si al restar 9 unidades al numerador y su-

mnrle 1 al depominador 1o freccién resulta ser -,;"

La suma de dos nimeros es 37, Si el mayor se divide entre el menor
el cociente es tres y ¢l residuo 5. Encuentre esos nlmeros.

La mitad de cierto nimero es 10 unidades maynr que - L de) mismo.

LCual es ese numero?

PROBLEMAS CON DIGITGS .

1.

La suma de los digitos de un niimero de dos digitos es 10. Si los digitos
se ‘escriben en orden inverso el nuevo nitmero es una unidad menor que
el doble del nimero original. Encuentre el nimero ofiginal.

En un nimero de dns dxgxtos el de las decenas excede en 3 unidades,

ol de las unidades y la suma de los dos es L del nimero que fnrman

'LQué nimero forman?-

PROBLEMAS COMER CIALES

9.

10.

11.

El Sr. Pérez invirtio $4,000.00; una parte al 5% y el resto al 3% de in-

. terés simple. Al aflo recibié un total de $168.00 como pago de miereses

;Cudnto invirtid- al 5% 'y cudnto al 3%?

Si a un comercionte le cuesta un mueble §1,200.00 y es su polmca ofre-
cer un 20% de descuento sobre el precio de lista. ;Cudl debe ser el
precio de lista de- modo que-la utilidad sén con el descuento sea de 25%?7
La recaudagién totnl de.una pelea de box fue de $9,778.00. Los boletos
pera caballero se vendieron a $15.00 y los de damas 2 $8.50. ;Cudn-
tos boletos de coballero y cudntos de dama se vendierun si en totsl
se vendieron 755 boletos?

PROBLEMA.S; SOBRE MOV)MIENT 0

12.

13

14,

Dos automdviles 4 y B separados 280 km promeaian velocidades de
0 y 40 km,fhr ‘respectivamente. Si a las 3:00 p.m, empeZaron a acer- -
carse ;o qué hora y lugar se encantrarin?

Un automévil vigjando al Norte sale al mismo tiempo que un avidn que '

viajh al Sur. Si la velocidad del avion es 2 —I veces la del sutomiovil y des-

pués de 1 hora 15 minutos los separan '?10 km l,cuules son las veloci-
dades de cada uno?

Una lancha de carreras que alcanza 60 millas por hora persigue a otra -
lancha que corre a 32 millas por hora. Si a los 45 minutos la lancha mds
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ripida sobrepasa a la mds lenta jcudntas millas Ia adelanta 15 minutos
después de haberla alcanzado?

FROBLEMAS SOBRE MEZCLAS

15,

16.

Un tanque contiene 20 litros de una mezcla de’ aIcohol y agua con 40%
de alcohal por volumen. ;Cudntos litros de mezcla deben sustituirse por
agua para que la mezcla resuitante tenga 25% de alcohol?

Dos cantidades de minerales contienen 40% y 25% de menganeso (Mn)
respectivamente. ;Cudntas toneladas de cada mineral deben mezclarse para
obtener 100 ton de mezcla con 35% de manganeso'? Los porcentajes
S0 por peso. : :

PROBLEMAS SOBRE TRABAJO

17.

18.

19,

20.
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Dos obreros 4 y B trabajando juntos terminan uns tarea en 6 dias. A

" trabaja dos veces mds ripido que B.- ;Cudntos dias tardari 4 en hacer

el mismo trabajo? ;Cudntos le tomaria a B?

Una persona cobra durante su turno $18.00 por cada hora que trabajs .

¥ 33.00 por cada hora que pierde en irasladarse, ;Cudntas horas perdié
en trasladarse si después de 40 de labores cobrd $540.00. \

En la apertura de una carretera un tractor pequefio niveld un ki]émétroi
en 6 dias. Usando un tractor mds grande-se redujo el tiempo por el
mismo trabajo a 3. dfas. ;Cudnto tiempo les tomerd el mismo trabajo s

'se usan ‘los dos tractores simultdneamente?

Se usen tres tuberfas para llenar un aljibe 'c'og agua. Con la tuberia méds

grande sola se tardan 20 min. si se usa la mediane sola se leva 30 mi
nutos y si s usa la mds pequefia tarda 60 minutes. ;En’ cuintos mi-
nutos se llena wsando las tres tuberfag? = =

10
1.
12,
13,
14,

13,

Paneles de verificacion

MODULO 9 -VALIDACION

Consideramos que x es ése cierto nimero
5 veces cierto nimero serd: Sx

"y dos unidades mds: ix + 2

La parte mayor x
Las dos son 108

La parte menor serd: 100 - x

Las dos partes que forman 100
una puede ser x, la otra serd: 100 -x
de modo que ambas x + (100 - x} = 100

Si el primer entero es ¥
el segundo serd: y + 1
y el tercero serd: y + 2

Uno de los niimeros es x, el otro serd x + 10

NOTA: Recuerde que las soluciones o respuestas no son Gnicas, su res-
puesta puede ser diferente y ser vilida. Compruebe,

M+ 1, n €E porque siendo n entero 21 siempre es par ‘uego al
sumarle 1 serd impal

La diferencia entre nimeros impares consecutivos es 2.
Si 2x + 1 es el primer impar, entonces los tres serdn
e+ ], 2x+ 3, Ix + 5

Si el nimero es x la respuesta serd 5x — @0

Si el nimero es # la respuesta serd 75 — 3n.

2n es el primero, 2n+ 1 el segundo entonces 2n + 2 serd el tercero.
B+ 6 () + 2+ 1)+ (2n42) + (2 +3)

1 peso = 100 centavos, entonces x pesos = 100 x centavos. -

Si el entero es x.  x?.- ) ’

Si el entero es n, el inmediato mayor esn + 1, por lo tanto 3(n + 1)
es la respuesta. '

El cuadrado de un numero: x?

4



16.
17.

18,

15,

20,

21,

22,

4.

25,

26.

i42

. Un articdlo cuesta -’—39 centavos luego n artfculos cuestan lT
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El doble de un nimero; ?.x
respuesta: x? - 2%

5i un entero es y el otro y + 1
—'(}’-+ 1): I} 0, + 1)1 -y
- -1 y+1

" centavos.
Un artfculo vale % centavos luego n articuloz valen '—525 centavos pero

15n

1 centayo = —'0 pesas y X centavos = uu pesos =5 centavos serén

150 3 15n
2 ' 100 z00 POROS:

El numernd'ur es x, el doble del cuudrade del numerador 2x? - -
El denominador4umdades mayor que 2x! es: decir 2 + 4

La frnccxén estr
S+ 4

El- penmetro es la sumg de los cuatro lados, s un lado es n cma, el

otro serd (31 = 3) ems. y el perfmetro 2n ++-2(3n - 3) =2+ 61-6.

=8~ 8 cennmetros

Perfmetro = 2n + 2(2n + 4) = ﬁn + 8 metros
Areg = n(2n + 4)

x litros de mezcla 'al 40% (porcentaje por volumen)
Cantidad de elcohol en el lanque A= dx ~

‘Alcohol en tnnque A = dx
Alcoho!l en tanque B = .2
Total de alcohol = 4x + 2y

51 un nimero es x el otro serd 3x y- la suima;
x + =21

Un entero.es n'el otro es n + 1 y el producto:
on{n +1) =72 )

Un nimero #, su reciproce nl_y la sume:

1 34
+1 =20
n n 15

71,

28,

29,

30.

31.

Sea x la edad presente de Memo y 2x Ia edad actual de Juan de maners
que hace 10 afios: ’
La edad de Juan = 4 veces [a de Memo
2x — 10 = 4{x - 10)

8 afios desphe’s:_
(x+24)+8=2x+8)

Edad del hijo: x
Edad del padre: x + 24

Un lado del cuadrado es x el drea es x?

Se aumenta el lado a; x + 4 la nueva drea = (x + 4)°

El drea auments 64, es decir (x + 4)* —x* =64 y este Gltimo plantea
miento nos sirve para encontrar la solucion.

Ancho = x, x -1
Largop = 3x, 3x + 3
De la expresion (x - 1) (3x + 3) =72 podemos despe]ar X para encon-
trar las dimensiones originales.

Ara ={(x-1)(3x+3} =72

Si el tridnpulo es isdsceles dos de sus lados son iguales, par tanto si un -
lado de los jpuales es x y el lado desigunl es [a base, serd: B4 — 2x 'y

entonces tendremos x = % (84 — 2x) de donde podremos obtener el va-

lor‘de x y de ahi la medida de la base.
MODULO 10 - VALIDACION

2x + 3) = I(x — 1)7 Comgrobacion: .

2+ 6 =13 2(9+3)-3(9-1)
x-3x=-3-6 2-12=3-8
-x =-9 . M =24
‘ xr=9 . ' .
-Ay-1)=4@p+2) Comprobacion:
- +2=4p +8 O 32— 2[(-2)-1]—4[(-2)+?} .
y-4 =8-2 ‘ —-6-2(-3) = 4- ’
=6 . . —6+6=0
—.....6_-:— ' ’ 0=20
y=-g=-1 ‘ _
Zp+3=T-10 . Comprobacion:
=Ty ==-10-3 13 13
; =)+ = =) -
26 T
y:;‘_:. : Tti=S-10
26 |, 15 _ .91 _ 50
Tt 5
a_ s
5 5
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x4+ V3= : -
x¥VI=1 Comprobacidn: 7(2 ﬁ)-} \/5 =1
Tt =2-v3 [
L o2-V3 : C(2-V3)+ V3 =2
S _ 2=1

9-a-3a-4)-5]=1-5(a-12)
9-Ya-3a+12-5]=1-5 + 10

QA=+ T =52+ 1]
9+ da-14 =-52 + 11
da — 5 = -5 + 11
d0+ 52 =114 5
% = 16
o= 16
Comprobacion: .

9-2[2 “3(8 - -s]=1-5(E -9
: 16 _ 16 - 1_ B0
9~2(8 -y pnog=1-24

9-T AN =By

64 B0
KRR
64 a0
—9—5=11——9
54 _ 45 _#» _ 80
9 9 5 9
L
9 9
I+ixl=4 Comprobacion:
Ixl=4-3 x = x= -1
Ix1=1 I+111=4 341 -11=4
x=1] 6 x=-1 J+1=4 ' 3+1 =4
-1, 1} :
_ o x x>0
5“:)(13'_6 lxt= {-—x,six<0
-lx+3l=6-5 0,5ix=0
-lx+31=1 .
Ix+ 3= -1

Par definicién de valor absolute ningin niimero cumple la proposicién.

t1dx - 971 = -8  Igual que en el problema anterior no existe solucién.

144

9. Ié—xl =6 Comprobacian:
J-x=60 3-x=-6 13-{(-3)I=6 I3-91=¢
x=-3 6 x=9 : I13+31=6 | -6l =8
-39 E 161 =6
10. V(@2 -xy=4 Un valor equivalente al valor abseluto dijimos
que era como Sigue:
12-x1=4 _ ixl= Ve
2ox=4 6 2-x=-4
x==26x=6§

=2, 6}

1. vix-4y =-1 “No existe solucion de acuerdo con Ia definicion del proble-
ma anterior yo gue no existen valores absolutos negativas,

12, A =ar- : Esta es la formuln para el drea de un circulo de radio r.
’ A . .
1= .
r T !
N
"= N7 o

13. °F= % ¢ + 32 Formula -para convertir temgeraturas. Grados fahr-

o1 9 ‘
T3 = % o enheit 1gu‘f11 8z de los grados centigrades + 32
S eF-32)=5¢2
FF-3)=5G 0
SeF-m = .
- % F-32) Grados centfgrados.igual a % de Iz dife-
o rencia grados fahrenheit y 32,
4. P=2a+ 2 Formula para el perfmetro de un rectdngulo.
W =P-
b= P‘— 2a ¢ b= E -
2 2

15. A = %(b. + b.) Férmula para el drea de un trapecio donde K es-
la altura y by, b; las bases.

24 =h(b; +b:)
24

""'i".=b. +b;

b: =%."b:
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"Formula para electricidad

16. 14
R= T . Voltaje
Resistencia = .
Corriente
17. d = vt + Jar  Férmula para obtener distancia “d”

1
s Ear’ =d — vt

conocidos: V¥, - velocidad inicial

att = 2d - vt} { ~ tiempo

18, ax+'—3'=§x—7

%@ - vt}

g — aceleracidn

15(8 + 1) = 153 x =

MCM =15
3x - 105 |
= -105 - 55
160
. deo
11 -
160
'lll'l
MM = 6

120x + 55.=
120x - 3x =
7x =
S X =

L

iy oy _
9. 5 -3=2

2y ¥

65 -9 =12
dy-y=12-
Iy =12
y=4

{4y

0 7- %(ﬁx =3 = %(Zx +4) MCM = 6, pero los sumandos son

CT-F =S H10

miltiplos def factor ‘afuera del pa-
réntesis, luego el desarrollo nos da-

-l - :J.f =10-8 .Té enteros.
-ix = 2 ’ .
X o= = 2
_ 7
2
=31
2 owttogoazt o ygyog

148

b~ + 4 =36-3-2)
da-%-12=3-3+6

da = 54
_ 54 _ 11
ﬂ——a—"‘i‘,
27
{51
B 3-gx=x-g ©MCM =35
105—~7;t—35x—5
4% =110
L _ 55
*=a
55
&
n?ﬁ'=% | " MCM = 15
% + 1 =10
9 =9
a=
{1}

r-D-2r-D-3(r+3)=0
F-3-+4-3-9=0

= -8=20
r =-8
r=-4

-4}

5.t W-N-10-6=20-6
- . minos semejantes.
1 2 g 1o = '
.2.(33;_4)__3.(_};._-6)-.?01-6)—9
lay-n-Lu-60=0 mM=¢
Yy -4 -5 -6 =0
9y - 12 - 5y + 30 = 0

NOTA: Podemos reducir tér-
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MODULO 11 - VALIDACION

¥

5x - 7 < 9x .
Sx -~ 9x < 7 )
-4 <7 - “'1 E‘l_'_-: c" -
x> -2 '
4.
Ax+3)> x - 1) + 6
X+ 6>3x-3+4
-x > -3 - n t e x
x < 3 . 1 2 3
Tx-6< 4+ 17x -5
Tx-6< 4+ 17x-85 s
75 < 1 : : 7
4 - = t—lp—y g x
-"2-1% 2 3 4 6 T 8 9 10
x> B
=72
LAY R SN |
4 -3 3 g _
4+ 8<lx-2  —— —
-5 < =10 o0 1 2 3
x> 2 ' ’
11 5 ) : ) .
sF T3 MCM =22 .3.5 =120
48x ~ 40 > 75x S — .
—-40 > 27x ‘ 2 Fi o 5 -F
x< - 2 _
27
Ay o 1 =
7Y 254—;}: ‘MCM—G‘ -
y < - A T
<9

7. M3x-1)z 4+ 5+ 1)
Ax 27> 4+ 10x + 5
Ix > 16 I - e
16 e 1 1
29 ¢ “,f‘
g i, l-s MCM = 20
§ 4 ' 11/9
Ha-3) > 5(1 —a) - ' ' (o ]
42— 12> 5-5a _ -1 0 1 2
9 > 17
17
ﬂ'>?
9. la+1l>3 N .
atl1>3 dat+tl1<-3 4 3 2 101 2
a>»>2 = a<-4 :
10. 122 +11 <3 - 8i es intervalo y es abierto
2¢+1<3y 2at+l>-3 ey : &+ =0
a<| a>=-2 3 2 -1 o - 1 2
-2<a<l '
1. Sa>a+26%+1>8 1 7
da>2 a>1 2 : .3; o
' 1 5 z 0 1 7 :
a> & a> 3
o1
ﬂ>?
12 x+7< 2y x-4>8
Sx < -5 x> 12
x< -1y x> 4
-l>x>4 ‘ :
' No existe un valor que cumpla las dos
¢ desigualdades como lo pide Ia conjuncitn
13. -1<x+2<6 3 0 _;_’x
-3¢ x <4 P
Si es intervalo y es abierto
14 -3<kx+2<-1 -3
-5¢ 3x< -3 . - - o — X
-2 -1 0

-5
-Z<x< -
.3 f

8i es intervalo y es abierto
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Sx+7<2 08 3x-4>8 Lis desigualdades son del pmblemﬁ 12

x <=5 3x > 12. cambiando u disyuncidn, Ahora si exis-

x < -1 6 ° x> 4 te solucidn.

-1 v 4
1l _ x x -5 =
X—i—r_';— 2 MCM—S
B - 1=2x - d(x-5)
B - 1=2v - dx + 20
o 10x =21
a1
*= N
21
{3?
a:4.“7=3-ﬂ22 Mau-:zo
4o+ 4) - 140 = 60 - 52 + 2)
da + 16 - 140 = 60 ~ 5z - 10
9a = 174
a=m
9
174
{T‘}
3 1 _ 1 ' '
;_K--? . MCM—ZJ;
b-1=x y x%0 Esta conjuhclén es equivalente e la ecua-'
x=5 y x#0 - ‘cién original

‘ 51 - Juntos solucién’ como ya v:mus en. logics,
pero esto se va mecanizando y. en el fu-
turo ‘lo haremos rnentnlmente

1 _

Yo T35 C =(x - 1)2x.._-
Ax - 1)+(x—1)—?x y x#0,x#1.
I - -2+ x-1= IR
x = 3 y x#0, x =,ﬁ1 Ya sea que Yo interseccién
{3} se haga inentalmente o que

se. pruebe la"solucién 3
-en la ecuacion ongmal pa-
1. comprobar 5 es tam-
‘bién solucién de. ella, -

La solucion es la intersecc[an de los-con- - -

20,

21.

22,

24,

log-3 MCM =y
¥ y
& =4
' 1
y=7
1
4
6 1 _ . 4 TMCM = y(3y - 1)

-1 ¥ yay - 1)
-G -1=4y+0y+1

=3
Sy =
ay o _
x4l 1§ MM =(x+2(x-2)
x1 -4 x+ 2 x -2 A
Ix + 1 -1 1

x+2(x-2r x+2 -2
x+1-@x=-2)=x+12

x+3=x+1 Esta proposicion cs falsa.
0 =-1. - Una inconsistencia, un absurdo de-
= ¢ bido 2 que la expresion original
= . 1o es ecuacion, es decir no es vi-
{1 lida para ningtn ndmero real.
x +4 MM = (x-3)

x -3 x-3
3_lx.= 9+ 4(.\’-3)
“3x = 9 4 4x — 123

- = -3 ) .
Axl=3 y x #+=3
{1
21 5o 5
1y -8B iy - 12
- 5 —
2(:;_2) -5 = oW MCMl—G(v-4)
W-2)-Sl6p-N=2-5, yF4
Iy —6-30y +120 = 10
-2y =-104
B T
' ‘. {ﬂ
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' MODULO 12 - VALIDACION
B P =t oy MM =)+ | |
4y + 2 — -5 + 3 ' .
-1 Ytz {2y - N {y+12) 1. . Lado = x Area = x?
_ } =x+4 Nueva drea = (x + 4
+DE+D=(Y-5@-1)+3, y+-2 1 Nuoevo lado = x drea
W+ +)=-5Z-1 Y Tha Nueva drea — drea = 64
G+ 1y + 4 =4 -1y +5 43 (x +4) - x* =64
22y=4 x* + B + 16 - x? = &4
‘ 2 & + 16 = 64
y = T x+ 2 =8
2 Solucién  x = 6§ mts.
2 o |
2. Cada lado igual mide x cms.
La base medird: 84 — 2x cms.
3 : 4 . .
26. + =0 Al segundo denominador le damos la — 2 _
Kitk-6  3-sk-2k forma polinomial en k y cambiamos ¥ =5 B -x) , .
3 n -4 =0 el signo al numerador para que el 3x =168 — 4x - Base = 84 — 2(24)
k' 4k -6 2Kk 45k -3 p_ri.mer término ql_xede' ‘positivo, faci- Tx = 168 : = 36 centimetros
) : & litindose la fac;ornzac:on. ¥ =24 . :

(k+3)(k-12) + (z&-l)(k+3):U--
k- [H4Ek-D) =0 R
k-3 -4k +8=0 .

% = -5 . s |

3. "F=%=C+'32

°F = °C en lectura x esdec

. ‘ xF = xC
__5 1 ' _ ‘ :
k——;, k=#—3.;.2 _ ‘ . x=-:-x+32 x=_40u
- %} 7 : _ : o ‘ C5x =% + 160 —A0F = —40C
o : _ 160 .
T3
27 J-x — x-4 x-1 . ]
-2 3-m-x xPd4sats : ' S 4. Denominador = x LrHos - 3 MM =2x+ 1)
N ) : E : k4 .
“x-3) _ 24x-2) g _x-1 : | . 45
¥ 4xr-2 s kx-3) 2 tsx+6 _ : : Fraccién = - Ax - =x+1, x+ -1
-3 ax-y x-1 _ _ ol 14 , o
Crn k-1 Gt G0 T Eineiy AM=@E+)x+) & _1) _ - Fraccién = < : x=9
“X-NE+) =AU -DE+HDF x-Dx-1). : N , o ,
(' - 9)= —2x* - 4) + (x: “Hx+ 1) 5. E nﬁgfar% n:lenor =X, egtonce; elvdmayor es 37 -x
—xP 9 = 2 B xt -2+ _ ) | ﬁ%m=cuciente+5?ﬂ
9 = -2 +9 . i 1 . :'nsor ivisor
‘x=0,x#-3,-2,1 o ° ' I 7-x=3%+5 x#0 '
) x=28 .+ Los nameros son B y 29
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" Sea x el nimero buscado, - serd la mitad que es jgual a: S+l

x _ X ) -
E‘:—:“O MCM = 6
‘3x x + 60 '

30

Séa .« un digito, el otro serd 10 -x

Si el primero es el digito de las decenas el nimero que forman es:

g + (10 -x)
Al revés 10(10 -x) + x
El nimero formado al revés es ipual al doble del original menos 1

10(10 - x) + x = 210x + 10-%) - 1
100-9x = 18 + 19 °
‘x=§—3

El nimero original es 10(3) + (10 ~N=30+7=37

decenas = x x+(x-3)= %[10’.‘ + (x -3)]
unidades = x — 3 ; '

: ' =1 _a
nimero que forman = I10x + (x - 3) x ..3 - 7_(“x 3

Solucién 63 - o xX=8

Consideremos ‘que Ia cantidad invertida al 5% es x
4000 — x = cantidad invertida al 3% .
interés de la inversion al 5% + interés de la inversion al 3% = 168

05x + 03(4000 - x) = 168

: Para mangjar nimeros mds ficiles o con los que.tenemos mis expe-

riencia que son los enteros mu]tlphquemos la ecuacwn por 100
Jax + 3(4000 - x} = 16800
x = 2400
Solucién: al 5% — $2,400.00 ‘
- al 3% - '$1,600.00

Precio de’ lista x, wtilidad 25% del precm de venta

. Precio de venta x - 20x = 80x

154

Utilidad = preclo de venta — costo
25(.80x) = .80x -~ 1,200
:25(.80x) - .80x ='-1,200

B0x — (.25) (.Bo})

= 1,200-
80x (1 - 25) = 1,200
80x (.75) = 1.200
6x = 1,200
X F %99 = 2,000.00

Precio de ista $2,000.00

11. Sea x el niimero de boletos de caballero
boletos de dama- 755 - x

La recandacion total = recoudacion x caballeros 4 recaudacion x damas =

9,778.00 = 15x + 8.5(755 - x)
9,778.00 = 15x + 64175 — 8.5x

6.5c = 3,360.5 :
= 33605 _ 5y Boletos de caballero 517
6.3 - Boletos de dama 238

" 12. Llgmemos ¢ al tiempo transcurrido hasta encontrarse

Distancia = velocidad x tiempo .
Distancia recorrida- por A + Distancia recorrida por B = 280
300+ 40r =280 .
T0r = 280
t =4 horas

Se encuenfran a las 7:00 pm.
A una distancia de la posicidn inicial de A de 120 km 6. 5i se mide de .
la posicion de B sersn 160 km

Ae— 120 l;m ——-l-—— 160 km ——= 8
[ : |
{ b ﬂ 1
- e_m:x&mra ’
| 250 km - |
13. velocidad del ate =x como 15 min. = -:I hora
velocigad del avion = 2.5x t = 1.25 horas

Distancia = velocidad X tiempo :
Distancia que recorre el auto + distancia que recorre el avion = 210 km

1.25x  + ].25(2.5x) = 210

Muchas veces es mds rdpido operar con fracciones que con decimales
probaremos ahora '
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5 5,5 _
rd + ;(EI) — 210

2x + Ex =210

10x + 25x = {,680
x = 48 .

velocidad del automévil = 48 km/he, -
velocidad del avién = 120 kmv/hr,

La informacién de 45 minutos para que la lancha r;ripida aleance a la

lenta no es necesaria ya que nos preguntan la diferencia que se esta-
. blece en 15 minutos,

Distancia = velocidad x tiempo
Distancia de adelanto = Distancia recorrida por lancha répids —
Distancia recorrida por lancha lenta.

Tiempo = 5. minutos = % hora

Distancia de _adelanto % 60y - % (32)

15-8
7 millas

Sea x el volumen por sustituir de 40%

Volumen que queda 20 - x
El volumen de alcohol en los 20 litros al 25% es e! mismo que el de

la solucxon que queda al 40%

.25(20) = 40(20 - x)
- x = 1.5 litros .

Toneladas con 40% de Mn = x Contenido = Porcentaje x Tonelaje
Toneladas con 25% de Mn = 100 - x

Contenido de Mn al 40% + Contenido de Mn al 25% = Contenido to- -

_ tal .de Mn &l 35%

17..

166

. A0x + 25100 -x) - = .35(100)
x = 67 toneladas al 40%. 100'-x = 33 ton. al 25%

Para hacer una tarea A requiere x dfas mientras 8 necesita 2x d:’as
Tarea = rap:dez diaria x nimero de dias

Lampi;lez-de A= —; de tarea/dia

18.

.19.

‘Horas perdidas en traslado = x

La rapidez de B = 5!; de “tarea/dia
En 6 dias _
Tarea de A + Tarea de B = Tarea Total o terminada

Lig+ L.g=1
X

1x

I
—

6(; + 3;)

X 2x

X

I
=]
=%
|=v

I

o

A necesita 9 dfas
B necesita 18 dias

" Cantidad = Razén x base
Horas trabajadas =.40 - x

Cantxciad ganada en traslado + Cantidad, panada trabzjando = 540.00

3x + 18(40 - x) = 540
3x + 720 - 1Bx = 540
-~ 15% =-180

x = 12 horas

. Repidez -de trabajo del tractor pequefio = % km/dia

Rapidez de trabajo del tractor grande = % km/dia

~ Tiempo necesarie usando ambos .tractores = x dias

Cantidad de trabajo del tractor pequefio + Cantidad de trabajo  del

tractor grande =1 km.

1 1 _
E-x_ +. Ex--l
R
%=1
x = 2 dias

20. Txempo requerido por las tres tubenas = t minutos

En un mmuto una llena — de aljlbe (esta es Ia razon) otra 30 Y la-

mds pequeﬁaﬁ
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Cantidad = razdn x base

! | I _ -
ettt —t = aliibe.
30 30 = t l‘al‘ﬁbe.lleno
1 3 1
b —+ - + - =]
20 30 60

£t = 10 minutos.

"UNIDAD Vi
FUNCIONES, RELACIONES
Y GRAFICAS. -
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Introdurccidn

Los sistemas matemiéticos como el que forman los ndmeros reales sirven de modelo a sis-
ternas de 1 vida real, sean éstos los complicados sistemas sociales o los menos complicados

sistemas flsicos de nuestro ambiente, de ahi la gran importancia gue le damos al aprendizaje y
comprensién de postulados, definjciones y teorcmas, acerca de Ia estructura de los nlmeros
reales. o ] : :
En todos los sistemas se establecen relaciones entre conjuntos de individuos, objétas,
niimeros o ideas, segfin que el sisterna sea social, fisice 0 matemétice, por lo tanto hemos de

continuar nuestro estudio de los nfimeros reales con.los conceptos acerc de los relaclones entre -

los subconjuntos de nGmeros reales, de manera que su comprensién facilite el desarrolle de
conceptos y habilidades que nos conduzean 3 un mejor conocimiento de nuéstra sociedad asi

- como del uso y abuse de la tecriologid y de las cienclas en general,

La Revolucitn Industrinl se empequeilece ante la promesa de grandes y ripidos cambios en
nuestro desarrollo con la aplicacién del procesamiento de datos-y la computacién electrbnica;
aprovechamos los temas de la presente unidad para dar al estudiante una ides de los métodos y
técmicas de estus dreas del conocimiento que pudieran despertar inquiptudes que los inclinen al
estudio en esas direcciones de gran actualidad y futuro. ' '
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Al terminar de estudiar esta unidad, el slamno:

i. Diferenciaré entre relaciones y funciones de varios pares de cun]untos.

2. Doda la regla de cofrespondencia, determinard Jos elementos de una funcifn o relaclbn :

3. Utilizaré el sistema de coordenadas para graficar pares ordenados.

4, Dada la regla de cnrrespundenmm podrd gmf icarla en-un sistema de cuordenadn.s rec:
tangulares. : :

5. Dada una serie de instrugciones podré dibujar una carta de ﬂu_|n

6. Dada una carta de ﬂu_]o podrd mt:rpretarla.

162

 Dlagrama temético estructural

" Funciones

a

Reluclones

Rad]ca!_es
Valor absoluto

Dominlo y recorrido
. de relaciones

Notaclén de furiclones
yrelaciones .

Sistema

coordenado lineal

3

Coordenades
rectangulores .

y

Gréfica de funciones
yrelaciones

L

“Cartas de flujo
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Glosarie

Funcién, Es la correspondencia que se establece entre los elementos de dos conjuntos y asocia 8
coda efemento def primer conjunto (x) con un elemento finico del segundo conjunto
[y o f{x)]. _

6 Funcitn, Una funcién es un conjunto de pares ordenadas en el que dos pares distintos no
coinciden en el primer elemento,

Dominio, Es ¢l conjunte formado con los primeros elementos ¢ y se le conoce también come
variable independiente,

Recorrido o contradominio. Es el formado por los e!ementus dt:l segundo conjunto Yy se le co-

noce también coma varinhle dependiente.

Regln de correspondencia. Es In relacién que se establece entre el dominio {x) y el contrado-

minie (¥ }.

Pares ordenados. Es la relacién uno a uno que se establece entre los elementos def dominioy

los efementos del contradominio.
Conjunto de reemplazamiento. Son los nl’]meros reales-que al susmu:rlu en la variable £ hacen
verdadera 1a funcidn.

Relacidn. Es una correspondencia entre fos elementos de dus conjuntos que asocia a cada ele-

mento del primer conjunto X cor un clemento coalquiera del segundo conjunto Y

Sistema de coordenadas. Este sistema se forma usando dos rectas numéricas perpendicuia-
res enee sl, y gue se intersectan en sus origenes,

Modelo geométrice. Es la representacién grafica de un con]untu de nlimeros reales.

Origen. Los ejes x y y {abscisa y ordenada). Es el punto donde se intersectan las rectas del sis-
iema caordenado y coinciden con el elemento 0. N

Abscise. Es lu coordenada de un nimero real sobre el eje ‘de las x (herizontal}.

Ordenads. Ex Ja coordenada de un nlfu-nem sobre el eje y (vertical).

Proyecciém perpendicular. Es el proceso de trazar una linea desde la gré.ﬁca auno de los gjes.

Cuadrante. E5 el sistema coordenado, La interseccibn de dos rectas divide al plano en cuatro
partes siendo cada una de ellas los cuadrantes,

Diagrema de flujo. Es una representacidn esquemética de un cun]unto de operncmnes indi-
cando su secuencia én forma l6gica con el objeto de facilitor su visualizacidn.

Algoritmo. Es una lista de instrucciones o secuencia de operaciones que debe seguirse para re-
salver un problema, efectuer un elewle o tn trabajo, '

Informacion de entrada. Son los detos que introducimos en un alguntmo pard encontrar una
solucién del problema. .

- Simulacién de modelos. Es un prucesu por medio del cual se efectﬁfm pruebas dentm del la-

baratoria de fenémenas reales, cunssderando clertas vanables _—
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Médulo 13
'OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al términoe del estudio de este médulo, el alumno:
1. Definir4 el concepto de funcidn.
2. Explicard en qué consiste un par ardenada.
3. Explicara cudl es'el dominio y contradominio de una funcién.

4. Definir4 el concepto de relacién. :
5. Mencionard Ins diférencias y semejanzas entre funcién y relacién,
6. De ima lista dada de prublemas seinlard las expresmnes que sean funciones y las que

sean relaciones.
7. De una lista de ecuucmnes sefialard cuﬁ] es ¢l dominio Y cuﬁl eI contradominio.

ESQUEMA RESUMEN

FUNCION:

—Simbologin  fox = p; x =y f) =y (v )
—Duominie :

—Regla de correspondencia

—Contradominio o recortido
1GUALDAD DE PARES ORDENADOS

mri=(wex=z1yr=uw
X Variable independiente.

¥ Variable dependiente.

RELACIONES
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ieto y en el sepundo ejemplo necesitamos saber edmo varin el
1 EUHOlONGl- Notacltn ;2::2:;;:1 ‘tﬂ;um de cf':e se t'xi'atei.J Existe pues una regla para cada
Funclén E! concepto de funclén es de gran impariancla en. las clenclos en problema en particular que nos t‘iﬂ &.‘Wélflﬂ- ) ‘ .
matemética general y h:n en nuestra vida cotidiana, Aungue con frezuencia se mal Cuzndo hablamos de funclén mtervnenend sxe.rlnpre t:::;t;::;nf:: corres F:;Q(::i::
Interpreta o se confunde con el verbo funclonar, es necesarlo distingulrla - confusttos y Ia regln que establece In corréspandenc cll‘ en el P
diferencia, pues cuondo hablamos de algo que funclonn o no fumlnnn de cada conjunto, de manera que a ua Blﬁmer?tﬂ g ur con) .
nos referlmos sl verbo funclonar, es declr, hablamos del actuar.o del pueda identificar el elemento dnlco del otro c_:on]unfo que le cnrrespun'de.
desempefio que tlene ese slgo sta una persona, una mdqulna 0 un ser Existen muchas actividad.es- humam}s que pueden ser :ieantns

- cualqulera, Funclén en matemética tlene un significado muy. especlal y mediante esas ires casas mencionadas arriba, dos conjuntos cualquiera y
no s exclusivo de la matemdtica como ya difimos, pues lo encontramos una regla de correspondencla.
en todas las cienclas,

Antes de dar una definiclén preclse y formal del concepto de funclén Ejemplos: oo /
" Intenteré medlante ejemplos précticos dar la idea. que mos: ayude ] ‘En medicina: _
) comprender esa definicion, : : : A puede ser un conjunto de sfntprn_as .
Ejemplos En nuestra vida diacla el concepto estd muy. llgndu al concepto de B un conjunto de enfemedadgs . _
de funciones . -varlactén, y as! decimos por ejemplo, que en muches objstos el. pesovarfa . f la regla llamada diagndstico que . E;ﬁ’,”,’"
' con.ef volumen, si auments el volumen suments el peso, si disminuye ¢l relaciona un sintoma, con ura
- volumen disminuye el peso; expresamos entonees la relactén . que ent’en-nedad s
.o . ' ' o . .__I.__‘" [ En fisica: )
' - ' N — l A puede ser un comjunto de valores de tiempo -

. . } ) B un conjunto de ‘valores de paosicion )

/s kz.i i 15 ke T ' ! A f 1a regla lamada farmuln que nos relnFlana

! l A ‘ para cada valor de tiempo con una posicion.

| ' : Asi pndrmmus relnclonnrtamblén, un con_]umo de vaiores de dls!nncgn

. existe entre el peso y el volumen, estableéciendo quc el pcsu elti en - cor ¢l conjunto de valoves de posajes, y podriamos seguir con ’; 5 _
finclén del volumen.y que a un va]ur del peso: e cnrrespondc un yalor - gjemplos o también podrinmos generalizar cualquier actividad por medio .

“tnlca de volumen. : del flgebra hablando en términos abstractos de los conjuntos Ay B, y de

) En las ﬁgurns gcumétr]cas. pur ejemplo, un cuadrndu de lado IR 1a regla de correspondencia f, sin especificar qué elementu; forman esos

" tlene un dren 4 que varfa al cambiar 1z medida del lado 1, s Bumenta !’ conjuntos, sencillamente dirfamos “six es un elemento de entum;es ::jn

~ aumenta A, sl disminuye 1 disminuye 4; en otras palabras A eatd en 8 existe un clemento y, asociado a x por medio fie r:n repla :
_ funclén de §; exlsteuns relaulén entre el.valor deAy cl vnlor de 1 y a.un correspondencia {7'; en di:_lgtl'amas..d:c Vern esquematmn amos com
" valerdelsélole corresponde un valor de 4, sigue: ) :
- En los dos ejemplos anteriores encontramos -una
Corresponden- - relaclin  de  correspondencle entre  los _ =1cmcn:os de dos
claentrados - conjuntos; en ¢l primer elemploson, ¢l conjunto de valores de peso y:l de-
con}untou . .valores de volumen, en l segundo ejsmplo son, ¢l conjunto de-valores de -

- dreayel cunjumo de valores del lado; para poder identificar cugles son’ .y
los elementos que estén en_correspondencia puesta que son elementos : Hﬂpfese?t‘ac‘é"
tnicos, necesitamos, conocer cémo se relaclonan esos coq]nnlon on. el Una préctica gcneraltznda es la de representar.a una funcién por ia snmbalaca_de‘

+_primer efemplo necesitamos saber edmo vaxia el peso segtini el materlal y " letra o también por g, k o1. El hecho de que: fasocia cada clementade . una funcAlbn
‘ 167
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A con un elemento tnica de B se representa simbélicamente en varias
formas, asaber. ..

Frx=y x=2y fx)=y (x fix)

De las cuatro formas de simbolizar esta relacién la tercera y la cunria
son fas més comunes y se leen: flx)= y“f de x es igual a p", EI parén-
tesis ne indica multipiicacién.-seﬁﬁ]a o destaca el elemento al que se Ie
busca su correspondiente usando la regla de correspondencia y que estd
representado precisamente por f(x) 4] por 2. :

'(x f(x)) 6 {x, ¥} “x, fix)" 6 “x, »". Forman un par de nﬁmerns o
elementas al que se le llama par ordenado.

Elorden es de gran lmpurtnnma Yya que se establecié de manern de que

el primer elemento sea siempre al que se e busca su correspondiente por

medio de la regla de correspondencin y el segunde "elemento es
precisamente el que le corresponde y se representa por flx} o por y,
La relacion de correspnndencla se establece entonces entre los

elementos representados per x'y los representodos por ¥, de modo que: -

" Esto lo decidié un organizador del sistema educativo mencionade y
posiblemente no haya seguido una regla espeeifica sino varios factores

- como: lugar de residencia, lugar de trabajo, ete. Esto nos ensefia que una

funcion es un concepto, una idea, y no como con frecuencia se confunde,
una regla o una ecuacién; no confundir entonces a la funclin, que esid
formada por dos conjuntes y una regla de correspondencia, con la misma
regla de correspondencie que muchas veces se represenm ‘por una ‘

ecyacidn.

Definicion:

1. Una fancidn es unad correspondencia entre los elementos de dos
conjunios, que asocid a cada elemento del primer conjunto{x}con un
elemento énico del segundo conjunte (¥ & f(x))

A cada e!ememox le corresponde un valor dnica y. de acuerdo con
Ia regla de correspondencmf :

E'ern a un valor de y le pireden corresponder uno o mds de un valor de
x; formando pares ordenados podemos simbolizar cualqaier relacién de
correspandencia, por ejemplo; podemos convenir que en un par de
nombres el primero sea un alumno de la Preparatoria Abierta y el

segundo su Tuter en In misma, entonces {Pedro, José) (Juari, Tomds) -
{lavier, José)... forman un conjunto de pares ordenados y sabemos sin-

lugar & dudas que Pedro es un alumno de la Preparatoria Abierta y José
gs su tuinr, que Javier también es alumnny José es su tutor y que. de todos

los pares ¢l primero es un alumno y el segundo. es su tuter; pero, y aqui.

tenemos algo muy importante, ese conjunto de pares ardenados sole serd
funclin si para cadn alemno sélo hay un tuter, aunque un totor le
corresponda a varios alumnos, 1n correspondencia asf ps univoca. iCugl
seria Ja regla que relaciona estos nombres? ;Como se sabe que a Juan le
corresponde como tator Tom4s? ' .

Normas para designar

" futores

Pedra , Jusé

Alumnns de
It Preporatario
Abierta

Turores de o
Preparatorin
Abiera

Al primer conjunto se le llama Dominio de la fumcion y al segundo
Recorrido o Contradominio dela funclin.

Regla de

correspondencia

Recorrido

2. Una funckin es un conjunto de pares ordenados en el que dos pares
distintos no coinciden en el primer elemento. Al conjunto formado con
las primeros elemenios se le Nlama el Dominio y al que forman. los
sepundos elementos ef Recorrido o Contradominio.

En la segundn definicién hablamos de pares ordenados distintos y
nunca antes los habiamos comparado, por lo que definiremos la lgualdgd
de pares ordenados como slgue:

Dominio y
contradominio

Dos pares ordenados {x,y){z,w) sonigualessiysblosi x =z y y = w.

Ey=@Ewex=zyy=

Ejemplos:

(3 =0) @D+ @EH =) ea=2y b=s.

De los ejemplos anteriores vemos que no basta que los pares tengan los
mismos nfimeros, adem4s es necesarlo que tengan ¢l mlsmo orden.,

La regla de

De acuerdo con Ins definiciones dadas para el concepto de funcién correspondencia

comprenderemos gee Ia regla de currespondfmci por si sola no define 2
una fancion y que es importante conocer los conjuntos Dominio y

no deﬁne
una funcién
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Recorrido y comprabar que con Inregla dadn a un clemento del dominlo
le corresponde un anico elemento del recorrido.

‘Ejemplus:

p) Supongamos gue X es el conjunto de habitantes de una ciudad y Y es

el conjunto de ntimeros naturales (1, 2,3,... )y funa regla que dice, ca- -

da elementa de X lo asociamos con su edad en aflos cumplidos, que
serd un elemento de Y. La fanelon estd definida puesto que tenemos
dos conjuntos y la regIn de currespondencla que asocia o cada ele-
mento de X con un elemento tmteo de Y, porque a cada persona le
corresponde una edad y no més de una, ya que una persona o puede
tener dos edades.

X = {Juan Pérez, Jogé Talavera, lavier Gareia,...}

Y= {1,2,3,4,56 1)

Como no serin prictico escribir todos los elementos de cada conjunto.

usamos fa nolncié'n para construir conjuntos:

A, ¥ | caga persona (x) se asocia con su edad (¥)} -

Que se lee: El r:un_]unm de pares: nrdcnadus (x,v) tales que a cnda

persana se asocia con su edad (y),

b) Sean los ccmjuntns =110, 20, 30}y ¥ = {]5 2, 35} by
la regla de currespondencm h:x <y

Escribimos un canjunto de pares ordenndus {x ysxekX y EY

Y deben cumphr con fi.

= {(x,») lx<y}—
= {(10,15), (10, 25), (10 35) (20,25),(20,35),(30,35)}

Diga si el conjunta ff de pan:'s ordenados repres'entn 0 no una funcién.

La respuesta correcta se “explica observando la correspondencia. que -

se establece en sepuida.
X ={1q 20 30} " Dominio

= (15, 25, 35). . Hecorrido _

Al 10, elemento del dominio vemos que Je corresponden 3 elementos
-.{15, 25, 35} del recorrido por lo tento, H no es una funcién, -

Ya vimos come usande la notacién de construir conjuntos pudemus- _
escribir una . funcién, veamos’ nhorn un - ejemplo . mis-. frecuente en -
-mntemﬁtlca : :

¢) Consideremos primero la proposicién abierta, 2x -+ y =3, ya que '

convenimos no escribirlo, recuerde que el conjunto de reemplaza-
miento son los ndmeros reales, es decir que las variables x,y repre-
sentan némeros renles, Si le asignamos a x el velor 1, para que I
proposicién sea verdadera y debe valer 1, es deeir a x =1, le co-

" rresponde y =1, el par ordenado seré: {1, 1).

Ahor le usignamos a x el vlor 3 y e valor de y debe ser:

”(3) ty=3==>y=3-123)
y=-3
el par ordenado serd: (3, -3)

A los pares ordenados que asi se obtienen les lamamos soluciones

" de lIn ecuacidn,

D]ga si lns SIgulentes pares son 0 no soluciones de fa ecuacién dada.
{2,-1) (5,-7) (- 2 7 (7,-1)

-"Los tres primeros pares ordenados son solucién de la ecuacién por-

que Iasntisfacen, o hacen verdnderaala proposicién abierta, en cambio’
el UItllTIO Launque tiene los mismos elementos del tercer par, nolostiene

en-el mismo orden y como el primer elemento es un valor de xyelse

*gundo un-valor de y,entonices,x=7Tyy=-2yla proposicion quedard:

AN+ (D=3 ks

' Todns las solucmnes de ]a ecuacion con dos variables forman un

. conjuntn infinito, pnr lo que esta relacion se escribé usando la nota-

cién para comstruir conjuntos, como el conjunto de pares que cumplen
o saﬁsfncen la ecuacién, y-podemos representarlo por una letra;

H={(x, ) |"2x +y = 3}. Se loc H es el conjunto de pares orde-

nadosx, ¥ que cumplen la regla it 2x +y = 3,
Si'én la relacion H encontramos que para cada valor de x s6lo le
comesponde un valor de ¥ entonces decimos que H es una funcién y

que la ecuncién es Ia regla de correspondencin, Podemos observar que’

es mds ficil determinar el valor de y correspondiente al valor de x
que escogimos, si primero resolvemos fa ecuacion (2x +y = 3) para

. yy escribimos

y=3-2x,usi parax =—3
y=3-2-3)=9 - (-3,9)

_ por lo anterjor la funcién A se puede “definir” pot la regla de corres-
: podencmh lo que simbolizamos h(x) 3 ~2x o

y asi para x = -3 escribimos _ =3)=3-2(=3)
queselee “ren-Jesigudl a9 {-3)=9

con dos
variables

Conjunto
de pares
ordenadas
*infinita

1
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y las pures ordenadns que vimos antes (2, -1), {5, -7), (-2, 7) sig-
nilicen usando ls notocidn para construir conjuntos que: .
2y = -1 _ MS)’ = -7 -2y =17

Cunsiduremos aliora Iy funcion # = §(2,3) (3, 5) (4, 7)}

de ncuerdo con la definicién de fanclén el

Dominio serd {2,3,4}

el Recorrldo serd {3, 5, 7} _

es deeir fI2) = 3, f{3) = 5 v fl4) = 7 en ottas palabras al 2 le
corresponde el 3, al Jel Syaldel 7.

* Si la funcidn es un conjunto de pares ordenados infinito entonces ia
escribimas usando la notacién antes dada, ejemplo:

g={x,y)ly=1+2x,x€ER)}

observe que yn nos dan los valores de ¥ es decir, el dominio de Ia funcién

" queesR.

. Parax=0, y=1 ycoma x* > (los valores de y siempre serén positivosy

entances e Recorrido serdn los nfimeros reales positivas, ¥ > 1.

Dorminio de g = {x |x € R}
Recorrido de g = {y 1y > 1]

Los valores de ¥ represenian elementos del dominlo y los de y
elementns del recorrido, Otra forma de nombrarles son: » varisble

" independiente, y varlable dependiente porque su valor depende del valor

escopido para X : .
En algebra es frecuente el uso de valores literales pars las variables,

por lo que es importante heber comprendido las definlciones y notaclén

de'la's: funclones, para nio tener dificultades con este tipo de problemas,

Ejemplo ' ’

d) Sea la regla de correspondencia r: r{x) = x* + Ix

(2)=2+202)=8 . (2, 8)
Ho) = a* + g, : (g, a* + 2a)
e+ 1) =(+1)7+ 2+ 1) ‘

=g+ 2041+ 42
=qa +4a + 3 g+ 1,80+ 4at+3)

El domlnio, el recorrido v la- regln de ‘correspondencia definen una

funciin; antes difimos la funcién definidn por 2x4y=3 ;nos estamos

contradiciendo? no es asf realmente, Jo que sucede, es que por razones

précticas el dominio y el recorrido nd se explican y.sélo se da In regla de

correspandencin, cansiderandn que de amtemiano se aclard que trabaja-
maos en el eampn de los ndmeros reales, de manera que guien "led™ la

reglt de: correspondencin puede de uhi, determinar el domlnlo y el reco.

“reldy, stunyue esto no siempre es feil; En estos eusos se dice que ambos,

dominio ¥ recorrido estdn implicltos en la regla de correspondencia
Flemplo: - '
) Zx+y=36y=3-2u

El valur de x debe ser un ntmero real al cusl le corresponderd otro
nGmero real. Si observamos.|a expresion dellado derecho de ia igunldad
observamos que la instrucciéin o proposicién que representa nos dice que
al nfmera 3 se le reste el producio 2x, como estas operaciones son
binarias en R, siempre obtendremos otro elemento de Rsix R, es
decir _vERj luego el domlnle estd formado por-tedo R y el recarride
también serd R.

H oy=x

Cualquier nimero real para ¥ nos da otro real para y, luego el -

dominio es R, pero como x* > 0, el recorrido serin ntimeros positivas o

i R
) y'= 3 - 2x
E G-DE-2)

En &l numerador o en e denominador cualquier nfimero real'para x
nos da otro niimero real, pero como la divisién entre 0 no estd definida
los valores 1 y 2 para x, y en general los valores de x que hagan 0 a un
denominador no encuentran nfimers real que des corresponda y
entonces na san elementos del dominio, ejemplas: -

32 3-2 1
) - = — = indefinid
Y (l-l)(l—2) 0,(1_2) 0 _ll'l.ejnlo
3 -2 e
N @ ___3-4 -1 indefinido

2-132-2  @-n.0 0

por lo anterior, sabremos que en el dominio no encontraremos esos
nimeros; x F 1, x #F 2

— — _3-2(3)
y =fi3) G

3—1)(3—i)=
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13.2 Relaclones

Yn vimos que una funclon es una selacitn da corvecpondzncia muy
particular, pues exige que & un elemento del dominio Je cumnponda sdlo -

un elementa del recorrido, :
Cuando no se cumple esta axlgencln. 1o tenemo: funcidn, y entnncea
es una relacién cuslquiers, como veremos en el elemplo slguiente:

hy Kx) = v2-x

Por lo visto en la Unidad VI, sabemos que- nlguncs valoren de X no.

~ pertenecerdn al dominlo, pnrqua no encuntrarén nmero real que les
: currespondn, slemplos: '

M3) = V- AV o exiate
k@) =V21-4= \/:— © o axim _

Entonees pura que ol radlcal rapmanta aun nﬂmam real debe ser
mayor o lgunl que 0;

2-x20=x¢g 2yDomlniodoh {xlx52}

&l rocorrldo serd R ya que se conslderan todon los.valorss poribles y en
ellea se toman tanto los positivos comolos negativon, er declr, quo pars
un valor da xen =l domlnlu de in ralnch’m obtendmmon ‘dos valores

. paray, -

- M) = x/“z_t’rsl - \/r
| M1 = 16 M) =

 Dofinlelém

1. Unn relaclén os una cdrralpohdnncln entre lon elomentos di doa
conjuntos gue agocla a cadn elemento del primer conjunto (X}, oon un
tlomento cualqulers del segundo conjunio (y)

2 Una relaclén s cunlquler conjunto de pares ordenadon,

Compnre In2 deflnfclones antetlores con s de funclén y verd quo ‘

cuslqulor func!dn es una relaclén, pero no cualquler relaolén e Ennnlén.
El conjunto }{del c|amplo anterlor oy una ralncién,

. Relaclény funclén no son pues concoptos oquivalontes,

IS S e

13.
14.
15.
16,

17.

2.
2.

23,

REACTIVOS DE AUT OEVALUACION -

<

En los problamas del 1-al 12 diga cudles conjuntos describen una fun-

cion y cudles uha relacién cuelquiera. Explique.

{(1,2) (3,4) (2,38 7. {xp)ly=2x+ 4}

{(1,3) (4,6) (7,9) (10,12)} .- 8 {(x, )1y =1x-1l,xER}
{(1,2) (2,4) (1,3)} ] 9, {(yix+ypy =1}

{(4,4) (3,4) (2,4) (1,4)} 10. {{x, o)} | flx) = x*, x ER}
{(114) (3!4) [.4r}) (4’13)} . 7 11. {(x y) 1x + y =1, =-L< X< l}
(1,2 @,3) .40 12 (gt 1) = VE x 2 0)

En los problemas del 13 al 20 md:que ¢l dominio y el recorrido de las

funciones dadas usnndo la nntacmn de conjuritos.

. : |

=\/\-1 18. =
Bon - B ™= T
x)=x ) _ '
y_-x__z '. x*—-4x + 4
S T xt - 6x -1
= : 20/ y="——"""" "
Y Cxt -1 . ‘y, x' +6x -7
y=Vr 1

En los problemas 21 y 22 ademds del dominio y el recorrido escriba
la regla de correspondencia coma una ecuacion. Use la notacién de funciones .

en la regla de correspondencia.

H = {-4,2) (-2,4) (0,6) (2,8
= (-24(-1,3) 0,2 (1) 2,0) 3.~ 1)}

Considerando el conjunto G = {{x, 2(x)) Ig(x} =3 -x +1}
encuentre

“a) g-1. - f) g(—) +g(l}
b) &(3) - ER
9 £0) g) gla+ 1) -gla), a

p Eet D@ e p
@+D-@°

d) gla), s €ER
e) gle + 1),aER
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fx) =x+1 ' gy = X1
‘ x -1

iCudl es el dominio de f y cudl es el de g?
t{Podemos simplificar fa fraccion en g7

higalo y conteste la siguiente pregunta:

;Cuil es'la diferencia entre las funciones f y g7

Modulo 14

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al término del estudio de este médulo, el alumno:

1. Explicard en qué consiste el sistema coordenndo cartesiano.

2. Mencicnarh cudles son los ejes del sistema coordenado cartesiano.

3, Menclonard la orientacién positiva o negativi que tienen los cjes del sistema coordenado
cartesiano,

4. De uria lista de pares ordenados diagramard los puntos rcsultantes {proyeccién per-

_pendicular en un sisteman coordenado cartesiano.
5. De una gréfica con varios puntos en un sistema coordenado cartesiano ascnbmi los pares

ordenados correspond lEntBS acada punto

ESQUEMA RESUMEN
-—Sistema coordenado lineal, medio pu-ra_obtener ;Jn modelo geumétricu
—Sistema coordenadn en 2 dimensiones o '
Origen
cartesiano - sbscisa

proyeccién peri:endicular‘
ordenada : .
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14 1 Sistema de coordenadas en das drmensiones

En la Unidad V mtrudujtmos el slatéma coor:lenndo lineal que nos
pnrmmé cbiener un modelo geométrico del conjunto de los nlmeros
reales; definimos la grifica de un nfmero real como wn punts, y la
grifica de un conjunto de nGmeros como lin_lniervnlo. de modo que Ia

solucidn de und ecuaclén o una inecuaclén con una variable phdo 3

graficarse como ln punte o como un lniervnlq;‘sin embargo, aun cuando
la utilidad de este sisteman coordendde lineal es muy limitada, ya que lo
usamos sélo cuando las expresiones tienen una sola variable, nos sirve
como punto de purtida para obtener modelos para los conceptos
definidos en Jos temas anterjorgs como las funclones y lus relaclones en
general, modelos que nos proporcionan, quizd, la forma més clara, il y
prﬂctlca de ilustrar tales relaclones, ’

" na de 1as definiciones de funcidn (y:de relacién en gcneral) ROS

habla de un confjunto de- -pares ordenados, es decir, dos conjunitos de -~
niimeyos y una telacién de correspondencm 0 dependencm entre ellos; en .

consecuencia el ccmceptu del sistema edordenado lineal se puede aplicar

con cada conjunto y la asocincidn se logra formarde lo que se llama un -

sistema coordenado rectnngulnr o nlstemn coordenada carteslano en
" honor del matematico francés que ]o,_mventﬁ René Descartes {1637).

Este sistema se forma usando dos mtmi numéricas perpendicolares '

entre sk, o les que se dendmina efes covrdenados ¥ que se Intersecten ep
sus origenes, punto s que se Dama. simplemente ¢l origen def slstema
que penerabmente se représenta por Is letza 0,

] htirizontal v en &, los ndmezos positivos

[ R

numérica quedn entonces vertleal y los
‘mitheros positives estdn hacla arriba y
los negativos hdcla abajo del oilgen.

NORE
W2} W
.“3__

Las unidades de longitud usadas en las rectas numéricas que en
sdefante Hlamaremos ejes coordenados, por lo general son iguales an
ambos ejes pero en algunos tasos puedé tomarse una parz. el ejc
horizonl‘.al y otra diferente para el efe vertical.

Ei plano enel 1 quese dibujan los ejes coordehados queda divtdtdn en
cuatro partes gue se denominan condrantes, y que se numeran como se
muestra en In gritica anterior empezando por el superior derecho en

-sentido contrario a las manecillas del relof, ‘

Con este sistema de coordenadas rectangulares se puede establecer
la correspondencia uno a uno o biunivoca entre cada punto del plane
y un par ordenado de nimeros reales (x, »).

Lo scostumbrado es considerar el eje horizontel como el corres- ~ Ejedelssx.

pondiente al deminio, por lo cual se le conoce coma eje de lasx, o°
también, eje de las abscisas, nombre que también se da a los elemen-

tos del dominio; al eje vestical en el cual se representan los elementos’
del recorrido Ie llamamos eje-de las y, o también eje de los ordenadas,
entonces, en un par ordenado, los elementos se Laman abscisa y

ordenada respectivamente; y estos nombres son mis usados que pri-

mero y segundo elemento,

Definicién:

Si el par ordenado (x,y) se asocia con un punto M podemns decir
“M es la grifica de (x, )" o también “(x,y) son los coordenadas
de M™, lo que simbalizamos M{x, ) que se lee Menx, ».

_ Generpimente una de los ejes se dibujé_

) _quedan a Ja derecha y los negativos a [n -
R » lzgulerda. del .origen, €l otro efe o recta -

Considerando- el punto M en un sistema de coordenadas rectan-
gulares sus coordenadns s localizan trazando una recta perpendi-
cular al eje horizontal para localizar la abscisa x, & este punto se
le llama proyeccién perpendicular de M al ¢je x. Después encontra-
mos la proyeccion perpendicular de M al e_]e de las », con lo que
localizamos Iz ordenada de M. ‘ -,

‘El punta en que se cortan los perpen- - : —
diculares Ievantades en lus coordenadas es. ' :
1a grificn del par ordenado. '

E]emplas . B me
1) A2, 3 Aesla gruﬁca de (2, 3) el
© (2,3} son las coordenadas de 4, UL ION N  E
abseisa 2, en eje de las x,
ordenadn 3enejedelasy
b) B(3,2)

Ohserve que dos pares ordenados diferentes tienen como grfiﬁca
dos puntos diferentes, y si los pares nrdenndos son 1guales I gra-

. fica es un mismo punto.

yejedelasy
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¢) Grafique ¢l conjunto siguiente;

{-4-9 2.0 -1,

Llamemos asla grifica de
cada par 4,8,C,D, E
respectivamente,

2 (0,3) (2, 1)}

¥
Do, 3)
-
a-1.0y - --12
L} . .
: b= - - 3E(2, 1)
-4 3 1 2
I j 0 ' -
1 B(-2,0) . -
e o -
A(-4,-1) _
+ -2
1

Una forma préctica de presentar los conjuntos de pares ordenados

antes de graficarlos es lo que se llama una inbla de pares ordenados que
puede ser horizontal o vertical, segtin convenga. El cjemplo que sigue nes

da idea de esta forma,

Ejemplo: Graficar el cnnjunfo de pares ordenados

{=)(-22) (-2

Tabla de Pareés Ordenados

)ea)e) (20

Vertical - ~ Horizontal Créfica
x|y A{B | C|DlE]|F]|
3 I B NN L PY S % )
p 3|15 2|2 A A s
2% oyl s | B i e L3 i
I ' 4 2 4 P
c —=|1 - Hic
2 . Hu REL
I -23pl4| E
D05 % F
E 1le
RETEER
F —_
2] 3
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- REACTIVOS DE AUTOEVALUACION

Diagrame los puntos siguientes:

a) abscisa 2, ordenadd —1 o) (‘_ % ' %)
b) abscisa 5, ordenada 2 3,0

C) (2l - 2) . E) (01 0) .
d) (0! 3) h) (-31 _5)

{Cudl es la sbscisa de Jos puntos situados en el eje de las 7 ;Cudl es
Is ordenada de los puntos en el eje de las x7

Indique el cuadrante en que s encuenira cadz uno de los siguientes .
puntos. No es necesario diagramar.

K-1,6) Q@4,-2) R(G,2) S§(-3,-2)

Graficar los siguientes conjuntos escribiendo la tabla de pares ordenados.

a) {(-?-,--1) (—10) (0, 1) (1'.2)}

2.
b) {(%.2) (~1,-1) (15,3) (o,—?)}

c) {(.—1.6, —5.5) (—0.8, —0.3) (—0.2,0) (0,0.5) (0.2, 1.2)}

Escriba para cada inciso del problema 4 anterior la palablral funcién o la palabra
relacién  segfin corresponda. )
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Al terminar de estudiar este médulo, el alumno:
1. Explicard'en qué consiste la grfica de una relacién.
2. Dada una lista de relaciones, el alumno determmam los valores para €] dominio y el

contradominio.”

3. Determinard de Ia gréfica obtenida si los puntos representan una fincién o solo una

relacién,

4, Dada una ecuacion elaborard una graf' ica,
5. Dada una funcién la graficard y determinasd la tendencia.

GRAFICA DE FUNCIONES Y RELACIDNES |

~Grifica de Ja eg:uamén .

L muestra-

Tendencia de una linea

182"
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Médulo 15

 OBJETIVOS ESPECIFICOS

ESOUEMA HESUMEN

151 Gréaficade funcjones y relaciones

Hemos visto yo como los modelas matematicos ayudan en a
solucton de problemas teales de unn manera prictics y econbmica, sin
emboreo, el planteamiento simbaélice es algurias veces complicado y no se
dprecian todos sus-aspectos, es en estos casos en los que un modelo
geométrico o grafica del problems, o de la expresién matemética nos da
una visidn mfs amplia, de gran utilidad.

Como antes mencionamos, muchas de 1as actividades humanas o de
los problemas que los humanos nos planteamos se descritien come una
fuiiclén o como una relaclén en general; precisamente en el tema
anteriar vefamos cémo puede graficarse un conjunio de pares ordenados
yde ahila importancia del slstemn de coordenadss rectangninres, ya que
una relacin es un. conjunto de pares ordenados.

Le grifica de una relacldn es el conjunio de punluu cuyas

" coordenadas {x,y} cumplen o satisfacen la regla de correspondericia, y ast

como se acostumbra definic una funcién o relacido por In regly de

correspondencia cuando éstn es una ecuacibn también se seostumbra

decir fn grafica de ln ecuacl('iﬁ :

Ejemplos:

a) Graficar la sigulente funcién {(x y) |3x y=2x, YyEE}
Vamos a determinar 1as elementos, o sea los pares ordensdos gue

forman el conjunte, paralo cual necesitamios €l dominio de la funcida y

ya vimos la nunvemencm ‘de resolver Ia ecunmbn pard }. ’

Modelo
malemético
y modelo
geométrico

 Grafica
de una relacion -

= y =3 -2 domlmo dado es E, por lo
. ;-.I. co que el némero de parts ordenados es infinito de
A LR ) modb que escogeremos para graficar sélo usia
o ; ::' ‘ . porte, digamos los enteros en el intervaio
Ll e " =3¢ x< 7; puede graficar la parte que le
e - interese por alpuna razén en particular.en este
'. N . cnsuvamnsabuscarlnsekmeniusdel recorrido -
E 1 entre los limites que hemos escogido; si
e - o fy=3x -2 podemos eseribir la tabla
chleutande  f-3) f(-2) etc x ¥
-
. j(—)‘3(—3)—2=79—2=—11, {-3,]-11)
D =3-D~-2=-6 -1=-% (-2,|-8)
Cf-n=3-1)-2=-3-12 =-5 [(E1]-5)
=30 -2=0-2=-2 (0, |-2)
=3n-2=3-2=14 {1, | 1)
{3, -1 (2, -8) (-1, =5) (0,-D) (1, 1)..} I
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Lomo se menciond, los pares ordennados se encuentran escogiendo
arbitrariamente elementos del dominio, que sustitvidos en la regla de
correspondancia nos dan los elementos del recorrido.

bl Graficar {(x,») Ix-y =2, x,y ER, -1 < x < 3}

En este caso procedemos como en el ejemplo anterior, y = x ~ 2,

dominio = xER —1¢<x< 3}
recorrido

3

) =-1-2=-3
={yERI-3<y< 1} oM =3-3=1

El dominio estd limitado entre—1 y 3,pero como se wata de
elementos de R esto constituye Jo que definimos como un intervalo
cerrado, de cualquier modo, sabemos que en ese intervalo existen un
niimero infinito de valores para X y habré un nfmero infinito de pares
ordenados. Escogeremos stlo algunos valores enteros por ser fhciles de
calcular; ejemplo:

_—1, b, 1,2,3 -
-1 = -3; ' , 4Bt C D. E
Moy x|-1fo0{ 1] 2
;((g:; =0 yl-3|-2|-1] 0] 1
Muestra Comg en el ejemplo anterior ahora también consideramos sélo unes
de pares cuantos valores de X' una especie de muestra, y la expefiencia en el

184

trazado de groficas nos dird cudntas “muestras™ son suficientes y cudles
son las m{s féciles para ealcular el valor que les corresponda, pues por la
propiedad de densidad entre dos cualesquiera siempre habré un nfimero
infinita, por lo que siende imposible graficar todos de una manera
exactg, sélo graficaremos los del muestreo como se muestra en Ia primera
figura, y después se aproximan Jos puntos intermedios uniendo los que se
graficaron, como se muesira en la segunda figura.

Ecuacién: x-y =2

s 3
4+ 2 . 2
deeeemmei B ) B
1 - . | .
- g ' D/— ,
—t P . + I - X
2 - 2 3 2 2
| ~l-s C
]
N
P84
1
O

¢ Graﬁqﬁe la relacion siguiente:
{x7)1y* = x}

Al despejar y tendremos y = vx

= {x|x > 0}
= {yly €R}

Este es un problema semejante al ejemplo anterior, pues el conjunto
de reemplazamiento {que no se menciona, tal como convenimos), es el de
los nfimeros reales, de manera que procederemos igual que en el anterior
con un muesireo, uniendo despufs los puntos con ‘una linea.

Después con la regla de cotrespondencia buscamos los elementos
del recorrido que correspondan, solo que en este ejemplo en que se trata
de una relacién, a cada valor del dominio le corresponden 2 del recorrido
{exceptoen ¥ = 0}y tendremos 11 puntos.

Dominio
Recorrido

Observando una grafica poderios darnos cuenta si corresponde. a
una funelén 0 & una relaclén cunndo se trata de] primer caso unas lineas
verticales imaginarias sblo cortan fa grifica en un punto, indicdndonos
que para un valor de x séla le corresponde uno dé y, como en el gjemplo
b), en. cambic en el ejemplo ¢, podemos darnos cuenta que cualginer
vertical en un valor x det dominio, corta dow veces la gréfica indicando
que al valor def dominic le corresponden dos det recorrido.

Ademés de lo anterior, una grifica nos proporciona mucha
informacién acerce de la funcién o relacién de que se frata, como en ¢l

. ejemplo anterior c), en que vemos que nunca hay vajores negativos de x y

-el valot minimoesel 0.

d} Grafiquemos el conjunto cuya regla de correspondencia es
' xy -~y =1

x|y, yj

0o 0 A ) S

— N

1 1

AR V) :

—1 D H v

1] 1 . [ : !

iz € LB i i

— 1 1 | " N !

1_ i D o ? L ; Il .

-1 8 s 2 '3

2| 141 F e § ]

2(-141 G S o B -y '

3173 H I~ S S
ISV P N S-S e

42 T

4l -2 K Y

Lagréfica
muestra si se
trata ds una
funcidn o de
una refacidn

185



186

Disponible en Emm

Preparatoria Abierta Online ¥,
www.prepa-abierta.com E
.

. Dominio = [xix s ), x %=1}
r Crficraes 3 ehmlo -1gs € 2
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u
~|
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]
Ln

1=

0 Mmoo m A

Al unir los puntos parn eproximar &) resto de los pares ordenades
vemos que Ia linea no puede cruzar las vertlcn!ﬁ en 1y -1. ;Entonces
como unir Beon C 6 EconF?

En los casas en que ¢l dominio de unn funclbn 0 una relaclﬁn tiene
vacios, sean $ilo punios como en este ejemplo, o intervalos mayores, no
podemos- unir loy 'punt_bs que estén en lados contrarios y nos ddamos
cuenta que nuestfo'mu_eslmo fue insuficiente, debemos considerar més
valores de Ten ]as'pmximidades de esos vacion del dominio para unhlizar
la tendencin que seguirdn los otros puntos. Conmdemremos otros dos
punms antes y otros dos después

Pudemus_ ahora umir con una lnea _
suave, es decir, sin quicbres, Jos puntos A, * Y
BHIdeunlndnylosJKCDEpurel Hl~-13114
otro lado, : 7 ’ ‘

- Con lo praficado podemos apraximar el 11-12)227y
J
K

resto de los: valores’ de acuerda -a las. -8 l-277
tendencips a cada: lpdo de las lineus, lineas —-

que no pertenecen - al dominio, y hacer lo -7 =196
mismo para las grificas a los_lados de fa .
linea en x=1. De In regla de correspondéncia nntamos que mngfm valor
reaf de x pueae hacer que 1a fanclén o variablg d:peudleute y,vulga 0.
Recuerde el teorema quedlce que £ _pgeoy= 0, x,yER

¥

{Qué tnformaclﬁn acerca de la funcu’)n ¥ puede abtenerse de la

grﬂfca?

€

REACTIVOS DE AUTOEVALUACION g

Trazar In graficn de cnda unn de las relaciones cuya regha de correspondencia se da, Escofa
el Intervale adecundo para graficor, cuando nw se- menelone algune. Recuerde gue st el
dominis es un conjunio lnﬁniio en el intervalo v«cogido. se unen los puntos escogidos
vomo muestroo,

L y=2x-1 6. [ y)ly=lx=11)

2. y=6-3x Co 7. p=-xt+12

3. ‘i:';'. 8 y=-va-x, Ixle?2
4, {(x»)ly=6x¢€ER) 9 fix}=3-=x
5. {(xy)Ilx =<2 y€R]}. 10, Ax)=x"-2x-8§

En los prnbicmus 11 al 14 establezen o vorvespondencie entre coda relacién y la grdfica
corrects.

1L (G )ty =21, -2 <xg2}U ((x,3) 1y

2 {xly=sx-2sx g2} U {x)ly
. {x»)iy=2x€R}

4 () ly=2-0x1,-2¢x¢ 2

fl

2, -2¢<x< 2}
-x -2 cx<?)

Y P

Enlos prub]eﬁms dei 15 o} 20 dign cudl gréfica representa una funcidn y cudl una relacitn.
Recuerde Ins gréficn de los intervalos.para una interpretacidn correcta (V-4),

. : , y
15. e _ 16.
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y
17, . ‘ 19.

20.

21, Graficar Ins siguientes relaciones en los intervalos que se indican, sedalando seglin sea el
" dominio si la grdfica continfia o no con puntas de flecha,

8) y=d2— 2 —8 —5<1<6
b) y=3—-22x—2x% —5<x<4
) y:x"+2.r?—'7x—3;,.—4ng'ﬂ

d) 4 p=16 -5<x<$

188
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Médulo 16

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al términar de estudiar este médulo, el alumno:

Explicard en qué consiste una carta de flujo.

Explicard que entiende por algoritmo.

Dada una lists de instrucciones dibujerd una carta de flujo,

Dada una regla de correspondencia para una relacién la traducird en una carta de ﬂujo
Dada una carta de flujo parn una relacidn, escribird una ecuacién o regla de -
correspondencia equivalente,

ESQUEMA RESUMEN

Carta de ﬂlle o diagrama de ﬂl.ljD.
' algoritmao
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Los diagramas

de Hujo astablecen organizar diversas operaciones o chleulos gue requieren una secuencla

la secuencia
a segulr en un
trabajo

simbologfadeios

diagramas
de fluje

190

161 Cartas de flujo

A través de fas diferentes épocas.de la historla de la humanidad ¢l
hombie siempre ha intentado simplificar los trebisjos tanto fisicos como
mentales; un producto de estos ésfuerzos es la computadora electréniea y
toda el equipo perlférico para utliizarla eficientemente.

Son necesarins verias operaclones on un orden o.secuencia

establecido pard comunicarnos con la computadora y, de Ja necesldad de

© nsegurarnos de seguir el procedlmlento correcto pare darle {nstruce

clones a la- mﬁquina se cred un método simbélico Nlemado csrins o
dlagramas de flgjo. . .
Los cartas de flujo proporcionan un medlo para simplificar y

deltnida, no sélo para dar Instrucclones a una computadora, tamblén se

ha extendido su uso pare programar el trabajo que ve & desempefiar un
individuo o un equlpo, actualmente se considers-o las cartas do figfo 0.

diegramas de flufo como la forma. mds convenlents de escriblr un

" ulgoritmo® para efectuar alguna tarea titll o algtin chlculo, o
En seguida presentamns les cartas de flujo como un método do
escribir instrucelones, ‘para lo cuel usarsmos formas gsométricas.

diferentes para diferentes tipos de instrucclén, le forma oval se use para

dar érdenes como (arrancar) y {parer ), la forma rectengular para - '

instrucclones como lﬂrma ].. ﬁ!e\ra -al cubo]. Iescribe I; la forma de

romba o dismante cuando se debe tomar una ‘décisidn entre sl y‘ﬁo.

entre falso y Verduderu con respecto a la propuniclﬁn encerrada por [a

figure,

LEs el

J frcior de

dellnll y “b"

1297

‘Enel médulo 14 Unidad IV se presenta e algoritmo® de 1a divisién
de expresiories polinemiales, despuds de estudiar los siguientes ejemploy

* Algurltmu es una listo deo Instrucclones o secuencla de cpernélnnes‘

- gue deben seguirse para resolver un problema, efectunr un . S

-¢éleulo o un trabojo cualquleru.

AH

’ - Estudiarla -
--Arﬁmc;lr 1 Unidad V11

Verdadero _

de cartas de flujo dibuje una earia de fluje que contenga el algoritmo de

Ia divisién. _ : ' @\

a)

Leerun siml‘mlo ' | Compare
del mensaje el simbolo

No 1Esletra

‘o es nfimero?

(Hay mis
. simbolgs en
el mensaje?

Lea y escriba la clave
del simbolo

No

. Parar

L)

b) Comprendo

los conceptos
de la Unidad
Vil

 Verdadero

‘Resolvi
sulicientes problemas

dela Unidad
VI

|_§ Repasar los objetivos

Verdadero
(Presenmr examen Unidad VID

( :. i’arar )
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Lues proposiciones algebraicas que utilizamos en los primeros proble-

R . . Seleccionar
mas del médulo anterior son las reglas de correspoendencia de relaciones, un némero
es _declr, son las instrucciones par'q que us,ando' un valor de x ?e en: de maquina
cuentie el valor de “y" correspondiente, En los ejemplos c) y d) siguientes l
damos las instrucciones de los reactivos de autoevaluacién del mébdule 15 T :
i i inci Determinar el tiempo
en forma de carta de flujo, 1a informacién de entrada en el inciso c) serdn .
L . : de miquina parada
los elementos del dominio de Ia funcién dada por: y = 2x — 1, asf a su reparacién
, - . . X ar
para cada valor de éstos y siguiendo las instrucciones en la carta de flujo P P
obtendremos el elemento del recorrido que correspenda, | -
i Sumarel tiempo que
y=2 -1 dure la reparacién al
c) tiempo acumulado
" Leerun B
Multiplicar Restarlels | - iHaymis \No :
Arran clemento Escrib
i s R iHay
del dominio mecAnico
disponible?
. L ' . :El mecénico
5i escogemos los enteros en el intervalo cerrado{—2, 2]como se hizo ¢ tiene que
- en aquel problema encontraremos la siguiente correspondencia: - esperar?
A= {'_21_': '01 ]y, 2}
r= {fs' —3—1 1 3 Quitar el tiempo i i Anotar tiempo
a) . en espera de ' Leer el nimero de mecinico en
’ mecdnico dé méquina . " espera
~, | Leezun Elevar fomar en 5 1
) ( Arrancar "3 elemento ©oal = e Tt Escribir - -
det dominio] | eundeado inverso 2 Actualizar el tiempo|
A acumu fado del
: mecdnico= tiempo de
reparacién+ tiempo
en espera

§Qué funcibn se estd calculando? Escriba la regla de con"espon-‘
dencia. ] o :
Tomar un valer de x, elevarlo al cuadrado, x* tomar su inverso,
-x%§ sumarle 2; jclarol, se trata de’la regla de correspondencia dada
enel problema 7y =-~r* } 2
Las cartas de flujo tienen gran aplicacién en la ingenieria industrial
para la simulacion de modelos como la simulacién de separaciones en
- una linea de produccién que se muestra en'seguida.
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é . REACTIVOS DE AUTOEVF\LUAC[ON
1. Escribﬁ. una carin dé flujo para e.ncontrar los elémentos de un conjunto intgrseccién de

otros dos 4 y B cuyos elementos se dan. ‘
2. Escriba una carta de flujo describiende las operaciones para determinar valores de una
" funcibn euya ecuacién o regla de correspondencia se da en seguida,
) y=2x—5 b)) y=x—x432 c) y= (x4 3)x

3. Con las signientes cartas de flujo gseriba las ecuaciones que definen a la funcibn,

a)

] Leerun ele | leiovurignl Multiglicar |- | Sumar el _H}Sumnr L, : ;
mentodel - [Hoirado [Hpor2 [ clemento 3 mentos?
- dominin s

I

by’

X Leer un ele- Multiplicar ]} ¢ Mulliplicar  §. iHaymds \ No

menta del [Hpor 3 “;‘“r H por el ele- " elementos?
* | dominio mento -

194

1. Funcion.

2. Funcifin.

.3, Relacion.
4.  Funcién.
5. " Relacion.
6.  Relacion.
7. Funcion.
.8.. Funcion.

9. Relacidn.

10. * Funcitn.
1L - Relacién,
12. Relacidn.

13, g(x) = V4 -x* Dominio: 4 - x*

| 14, Rx) =x

15, y = -

Paneles de verificacion

MODULO 13 — VALIDACION

Es un conjunto de pares ordenados donde en dos pares di-
ferentes NO se repite el primer -elemento.

Jgual que en problema anterior. i

(1, 2) # (1, 3) sin embargo, el primer elemento se repite, lo
que indica que al [ le corresponden dos elementos, el 2y 3.

4,11+ 3

(t, 3+, 3) ,

A un valor de x solo le corresponde uno de y.

Misma razén que en problema anterior, solo que en estos

casos de valor absoluto luego hay dudas; porque a dos valores

de x les corresponde el mismo valor de y; por ejemplo:

x=3y=2 ypmx=-1,y=2 : .

y=13-1I=121=1 y I=1-1=i-21=2
(3v 2) ) (_ k 2)

Si resolvemos para y la regla de correspondencia, tendremos

y =+1 = x.y con cada valor de x obtendremos 2 de y que

satisfacen la condicion. '

y=VI-x, -1<xg 1

< recuerde .que
lxlg 2 Vx =Ixl
{xl-2<x<7
Recorrido: Resolvemos para x

x = Vi [gF
rl-2<glx) <2}

x -1

Daminio: XER Recorrido: flx})E R
Dominio: x-2=10 {xlx %3}
x =1
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’ e} gla+ D=3+ -(@@+1)+1
=3P +2a+1)-a-1+1
gla+1) =13z +5a +1

Recorrido: xp -2y =1
=y iy #0)

16, y = Dominio: x*-1=10 {xlx # -1, 1}

) g3) +a() =BG - (P + 10+ B0y - +1]

x=1z1 (3 . l)+(3 ]+l)
2_.__.+ -
Recoirido: y = ,‘ o ply#E0) a3 |
oo g +e) =2

17. y = ¥x* + 1 Dominio; *+120
: ' xER
Recorrido:  y ER

g) Ba+ 1) -gla) =[3a+ 1y -@+1)+1] - [Ha) ~a + 1]
. =3+ 5%+ 1)-0C32-2+1)
ga+1)-gla)=6+2

18. fix) = S N— Dominio: = {x|x ¥ 1, -2} gle + ‘»1) - glo) 6a
(x-1)(x+2) e py 4T D - 8d) _ 0 _ .,
Reaor_ndo.‘ = {yly #0} ) @+ 1) - I
19. h(x) = 52— 24, ) Dominio de f= x€ER ~ Dominio de g = {x|x # 1}
. _oxTan _ (xt){x-1)
R Dominio: = [xlx # 2) B = Ty =5
x - .
: . R ido: = yER
eCormao -'J’ G- _ oy
x =
20 _xtegx -1 . ) . . :
. ¥ = T Dominio: = {x |x # -7, 1) b) La diferenc{‘a entre fy g es Onicamente la diferencia en sus domi- -
o, — x=T(x+1) ~  Recomido: = Yy ER nios es decir flx) = _[E(xl)_ y x #1]. o
Y D _ Recuerde que la conjuncitn es verdadera solo si se cumplen ambas
91, Wx) =x + 6 x=2% kE E -3<k<2 prr_ﬂposxcmnes.
2. fixy=2-x, x€EE -3<x<4
B ) g-1) =31y - 1) + 1 o | -
—34 141 - I MODULO 14 — VALIDACION
g=1) =3 : S g : -
b) £(3) =303y - (3) + 1 1 L&) by b) y
=27-34+1 , | _ s
g3) =125 ' _ - R _ : n {13 )
. - ) : . ]
. - 2 :
9 £0) = 30y - () + 1 o i
=0-0+1 - : _ : it : ;
@=1 . - | | T @0 A
‘ 2

&) ga) = 3@ - @ + 1
ROEERTES

19% : - : o I . b




. N . :ﬂ
Preparatoria |osmseen LGS
ablertaOnIine www.prepa-abierta.com '

4 Ly
Iy ¢ x
c) d) 34 (0, 3} a) ____y_ --aD
1 2 24 A —2|—1 chy :
+ o X -
! 1 B —1{0 -2 -1 .' -
A > x S S i — x
-1 | c. 01 -+ B 1 2
t ——— e — A‘....,_._...._._i
! 1t2
Bl il 42,-2) D ——
b) (R
x|y -——— +C
I R |
, 3 ————= -
11, 4y ¥ —= 1 1 I .
e 32 o . :
EL " : Bi|—t L K I
et 2 C 153 } Cod 2 :
] _— ' . 1
i {-3,0) 2 I D
t lr - X % t ™= x b0 —3._ g_‘_ ~1-1
S R S A
2 T a
| S 0 o Ly
‘ T h) ' o L2[4E.
AT _ -3 ‘ ‘ : ot
' .o o : -z AlsBlc|D|E '
. l : B q.S
: 1. x |—16}—08]-02| 0 | 0.2 —~1.6 08021
R i - Reihx1 x
> x . 1-2 y 05 | 1.2 B B ST}
o ! —-15]-03( 0 |05 L B
. i -3 :
| | | | -
IE T4 . _ - [ —— 1.5
: ! = : . ’ A
(-3, -5) A 5 .- . A4 : . l—2
2. La abscisa de los puntos sobre el eje de las y es 0.
La ordenada de los puntos sobre el eje de las x es 0.
1. A P es un punto de E.egundu cuadranie = S . . ‘ '. 5. a) Funci.ﬁn. No se repite el pﬁmérelemento en ningfin par ordenado. o '
Q@ e un punto dé cuarto cuadrante S S R b} Rle!n.mén. IJ.JS punliqs Aty C gorrespon‘den a dos pares ordenados diferentes pero con
. . ) . . : €1 mismo primer elemento. .
R. & un ppntn _de prlmﬂ cuadrgnte ' . o : - 3 ¢} Funeidn. Lo mismo que en inciso al.
S es un punto de tercer cuadrante - :
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-}
1l -
5 - I
4 ﬁ ] *
1]
frleyr = - — — — — — — = = - - o -~
Oy —— - — — — = =L £ - L
£ w T m - [ o - R 0 o " _
T + - " T [ _
I 1 ! ' ! :
— -~ | ! T _ T !
gy = o= m m am w— —LT , | o | . __ I
" oot Yoy t !
~ H f | LI ' 1 _——_ — = - =]
b= — — — = - —— — — = = - 'y 4 L V S— ! '
# W 8 o om “
, _. N N
, ' 4
T e
HZ v,_ﬁ w|lwe|w]w _E yﬂ_,. 4 = B | o AN e ] O ~] ™
Il W
= Vi w =
ox HGETEE T TRV B AN I A wo TV T e T
v
- s g o ’ :
£~ <|lajulalny .m.mw_ Tim|© Q| E 3 wla|lv|alw|w|o
| |*] =}
<3 =)
a -¥-Bh a7
3 7 -]
e it wero A e et e e
.I_. 1x_m -
4
5 R Il
1 [ u.u.. » o
. ]
a A U
|
I o
| -
2 ]
1 IR
2 . _. m
[=] =] 1 1
5 £ 5 : -
_m_._.g_m_u. | -1
£ 3 F h
sg « I’
gs > = e — — —+ T
R ! .
izt 2 [~ =
mme =, { N | - |
£iE o :
88 5 . .
=3 r;z_} 0_1_2_ ale|w ||| T s~ Zle | F| -
me 5 N | | = —
oF 2 = m L A :
4= —_ ] o — (] m ~ o = o™~ -I
c® R.x__ e ] .
o = 3
20 w w <jm|ulal w Tjm [0 |Q|x
i@} s ™ = .X
o 1 i
1l Vi . ™ =
=1 K .m v .m.. vl
m vl ‘8 o] E =
8 o~ Q vI 2 vi
i} | A —_— e =
I R o
= = - &
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‘J’ xj=x* -2x —
10. Dominic =x € R A U I _jf_}_ _x_ _ _Ji_ 8
7. Dominio = x ER o) =G-4) & +2)
xjJy -3<x<5 '
A =-2]-2
B -1l x| ¥
—2<x<3-c 0__2_ 4 -3 7
‘D 1|1 B -2] 0
E 2|-2 C -1|-5 .
Foo3 (-7 D _0[-8
o E 1]-9°
: F2|-8
8. Dominio=Ix1<2 G 3|-5
x|y H 4| 0
4210 I 5] 1
B -1]-v3 '
c 0]-2
ex<2 o s
Observe que. las B
| i i i x - (1 )}
£ 2 —-—0-——— ::l:l::zsn_n:e "f;:ur::et:‘a ' i 11, La grifica "¢
: : porque ahi ter- . o ‘
minan. T ‘ 12. La gréfica “a”
9. Dominio = x € R oo SRR | 13, La grifica *d”
| EEEE G o | 14. La grifica “b”
A -4|1-5 3 f&R) =3 -x © 15, Funcién. Porque lineas imoginarias verticales tocan la grifica en un
B -3} 0 2 . of ' " solo punto,
Y F o ' | | ‘
, c -2 3. T4 I 16. Funcién.
Lo foctorizacion . 0 —1| 4 ' ' .. :
de Io fancidn  — — 17. Relacién. En x =0 una vertical tocaria la grifica en dos puntos.
ayuda nlgunas E 0 3 ‘ ' . !
YECes 4 encof- — iy]
tror mils fheil- - F 1 0 18. Relacidn.
\r.-r:lzgrt:;'m 6 1|-=5 19, Funcion.
._4 <X < 2 , , : 20. Relacion.
Ejemplo: —(—4+3) (-4-1) o
6D -3) . | |
202 o | T § SR ' | o 203
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2, a) flx) =+ —2x — 8

c) fx) =4 f 2t — Tr — p ]| E—

Dominio = R, por
lo tanlo uniremos

13 . 1
los puntos del “muesireo. N
p Dominioc = R

alealalal oo if of 5| ¢
I N e

x| s} al—sbal] o 1| 2| 3]4]s
26| 7] of—s|—s|-s|—t]—s [ 0 |

by fx) = 3 — 2x — 1% Dominio = R .7I6—.r2 20

16 >
| SR | <16
IR | Fivw

r <4

x| _5|_,4|ﬂ3|_i —ilo] ] 2| s 4
S| o ] A

VI6 — (—4)t
VIG— 16 = 0
VI6— (—3)2
VIE—9 = T

ft—4)

i

$1—3)

Il

Dominic = {XER —3 < x Sl 4}

La Tabla no debe incluir nimeros
fuera del Dominio
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|

Enliste |
elemenlos comunes)

D

LHay

zlementos

el o Rt
Arrancar
del conjunta A del conjento B

comunes?

Escriba
conjunios reales

ch ’

u b

l

Leer un elemento o - ' Leer un elemenio ) Leer un clemento
] del dominio . . ) del dominin del dominlo
| L : '
-Multiplicar - . ‘ Eh_rvir
por2 . - oalb ) )
[ - : cuba’ 5 Multiplieas . Matematicas I, Libro
Restar . | - I ' pord se termind de imprimir y encuademnar e el mes de
§ Restar ol i’ ] Marzo de 2009 en Grupo Gréfico Editorial, S.A. de
 mestsleltn . Sumar , C.V,, Calle B No. 8, Parque Industrial Puebla 2000;
T } - L C.P. 72220, Puebla, Puebla,
" sumer |, | . : : ' . '
R ' Muliipliear porel Se tiraron 10,000 ejemplares
| demeniolello ‘Mas sobrantes para reposicidn

3, 0a) y=2%4x+3 b)) y=(3x+42x
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