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Prélogo

La decision de eseribir eate libro fue motivada por un gran deseo de prestar ayuda a
todas aquellas personas que se lanzan @ la aventura de estudiar sin maestra,

Conociendo e temor.que el eatudiante tene a ln MATEMATICA, y suponiendo
noyolros que ese temor generalmente en producido por la presentacién formalists que se
le ha dado & la misma, mediante esta presentacién mis informal, sunque no menos
rigorista, intentamon, # un nivel medio, deshacer o mito del estudio de MATEMATICA v

hacer ver que NO s mis ficil NI més difici) que ol estudio de cualquier otra asignatira y :

eeperamos con ello que los resultados que se nbtcngm sean vordaderamente. puml:l\ruu.

T
.

11

LnuAutnm .

Instruccion para el alumno

El presente texto hu sido elaborado tomando en cuenta loa diferentes aspectos que
cataetsrizan o los alumnos de Sistemas Abiertos de Ensefznza,

Ll texta ha sido estructurado de tul forma ique facilite al maximo w :ul.udlo Cuenta
con vamn unidades, cada una de las cuales contiene:

1)-  Objetivos generales: que to informun acerca de lo que se pretande lugrar con
" el estudio de dichz unidad, _
2).  Una introduceién: independientemente de la que aparece dedicada ol texto;

Pru'a ¢l esludio de curso, Ja unidad se ha dividio en partes llamadas méduloa Cada

" texto eonsta siempre de 16 modulns. De catn manera, estimamoa que ea posible aprobar

las. asignaturas del plan de.catirdion de un sementre, en las 18 semanas, EI médulo de vada
asimutura esti programado paea que lo. estidies'en un. tiempa pmmudm de 3 2 4:30 horas
por semana, Sin embargu, ge te reéomicnda que le dr.dlquca acada mndu[n el tiempo que
ti nmmdema necesario, de nunardo cen tug poalhl.hdaden.

E! modulu cuenla cont

¢ Objetivan especfﬁcms gue dnng]oann el objatwo general de la umdm;l
:'_anum resumen: donde se te preaantn el cnntnmdn de cude mbdulo, en
" forma’ unuptmn -
" 8)%" Contenido: se reficre ol desarrallo del toma o de los temas,
4. Actividades complementarias: te servirin de rciuuuo en el uprend:zu;e de una
+ unidad's un mbdulo especifico,

"§)  Reactivoa de sutoevaluncién af final do cada muduln e e dan una serie de
preguntes de autocomprobacidn, para que puadns verificar por ti miamo, en
qué grado has logrado los objetivos propuestos al principio del médulo, Lu
renpuestas correctns lun encontraris al final de cada unidad o, en otros easos,
ul final del §ibro,

13
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En la parte ﬁnnl del librg, pndm ent
que te ryudarin’a la umpllncltm y profunidiz gin tema,

Ademis, se te da.cnlos umdudcs o al finel ‘del texto, una hlhl[ogrnﬁa nr.m lu quc
puedes complementattues estudios o, nmp!mr o horizunte cultural de ncuardu o tus
inquietudes,

- AD VERTEH ClA:

Te n:r,umcndumm lu lecturd cutidadosa yla comprensmn de los ubj:twoa espcclficuu

2 empesar cada miduln, para goe: Gcngu presente: lo-que se espera.de H, con ¢l trabajo - ‘

que reallc:a cen-cada I.mn de elloa, -

14

ndo ba estitnes necesario, npcnchcr.u

-Nio_taciﬁn-‘ -

]

*La mayoriz de los simbolos que usnste en 10a dos primeros textos, seguirin usindo-
& en gty sblo hemon ereido canveniente cambiar o) de slgynos confuntos para unifarmar

_In manera de representatlos de scuerda can la generalidad de los libros-de Matemtica,

t A continuscidn ge te da una lists de todo ellos:

R = Canjunts de niimeros reales,

Q = .Gonjun to de los nimeros racionales,
Q= Conjunto de los niimeros irracionales,
w

= Conjunto de laz niimeros enteros no negativos,

= Conjunlo de los mimeros enteros,

a
n

Conjunta de los niimeras enteros positivos o Conjunto de los nimeros noturales,

o
I

Conjunto de las ndmeros complejoa,

15
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Introduceion

Apoyindonos en o concepto de relaciones lincales y proponiendo la solucidn tanto

X ' grifica como algebroica de lus.ecuaciones y funciones lincales, ss inicis en los siguientes

U N I DAD I : madulos el estudio de los sistomas de ecuaciones lincales cun dos ¥ tees varinbles, plantean.
do sus métodos de solucién, Asimlama se presonta una important{sima nplicacién; ta

SISTEVIA DE ECUACIONES popmcin o,
LINEALES
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Objetivos generales

A teeminut de éanidinr esta unidad, el glumno: ’ N

Resolvera y grufu;nru soaciones lineales,
Obtendrd la pendientz y lo ordenadn ol arigen de lus rectas ublmudus o graficar

retiaciones lineales,
Resolverd sisteman de ecuzaciones Hneeles condos varinbles wtilizundo ol método que

mis convenpa en cada cazo (Grifico, sumn o resia, sustitucion),

Resolverd sistemas de eonaciones lineales on tre varidbles utilizando el métada por
suma o rests y ¢f método por suatitucion,

Resolverd y gruficnrn sistumas div-doesigusldudes lincales con: dos incégnitas,
Resotverd: problomas de- plnntcu que uwolucrt:n smhcmas de ecusciones linesles y
sistemag-de desigualdaden lingules, :

Diagrama temético estructural

Con dos :
vuriahles
Eouac : S‘istemaa . . _'
ti.}m::jppu de ecuacionea -
fnedes. lineales
Con tres
\ﬁari_ableu
Sistamas
de desigual-
_dades lineales
Funciones
linsales

Meétodos de solucion

21
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~ Glosario

Relacion: Cunlquier conjunto e pures ordenudos

Relacién lineal: Conjunto de pares orderados cuyn grilicy es una lines rect,

Froposicion abierta: Expresion verbal o simhdlicn que contivne g variable ¥ un gonjun-
to reemplazamiento. : :

Hegla de correspondencin: Ecuacidn que indiva como se verresponden log elementos

de dos conjuntos,
Ecuncion lineal: Cualquier ecuaridn equivalente u una de la forma Ax + By + €=0,
donde A, B y C son constantes renfes tules queA y B oo sean wmbas eero,
Par ordenado: Pareju de edementos encerrados dentro e wi pruréntesis, separados por’una
tumu en L que e distingue uno conto el prinero v el tro eime o segundo,. |
Ecuaciones equivelentes: Dos 0 mis econciones que tienen el mismo conjunto solucian,
Funeidn lineal: Todn ecnucion fqite puede uQuribirgu en la forma. fx}= mx +.by xR
m ¥ b sun conetantles reales,
Pendiente de una recta: Cambio en y  por unidad de corbio en x|
Ordenadu af origen: Lo y o) punto en fue unn recla intersecs nl ey,
Parametra: Ea un vlir aumérice sujeto en ulguncy cusos a. ciertas restricciones, - -
Familia da rectas: Conjunto de_rectas que Genen upn propiedad comdin,
Sistema de ecuaciones lineatest Doy o mis ecozciones de Jo formp Ax + By +_i
Conjunta nolucion: Conjunts de pares urdeindos (e sutisfucen arn ecuacion o
lema de esuticiones, - .
Sistemu de ecunciones con tres varinbies: Dos o mis -;qﬂ1tl{di wa de i forma
Lo ARt Byt G D=
Desigualdades lineales: Tods expresiaon de lu formn’ SRR
' L AN Y+ C2 04 Ax By £iCS0
Semiplana:” -Gada unn d Tny regiones gnque uno roetd divide'al plunqul‘leilu cont
Sisterna de dcaiggnldnflcu tinenles: Dos o mds desigualdadis de Ty Torina .
Ax + By + C200Axn +- By + CST

+

)

| Médljl-n 1

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al terminar de estudiar este mbdulo, el alumno:

Definird una ecuacién lineal como equivalente alo forma Ax +- By + € = 0
Resolverd touaciones de primer grado con dos incognitas,
Graficard ecuationes lineales,
Definird funcidn linedl. S
" Explicari que es la pendiente de una recta,
Explicaté en que consiste la ordenada al origen,
Obtendri lar pendientes y ordenadus al origen de las rectas ohtenidas al graficar
ecuaciones lineales, '
8. .Graficaré familias de rectas,

L

ESQUEMA RESUMEN -

" Graficas

R

‘Ecunciones
lineales -

lineales:

.E. N Emas—; L Cfermar o
5L + uncionea. - m +hixen

. lineales

|:Rel

Grificas, :
(Pendieritel - Ocdenadi| | Famitia
de una el origen| .| derectas

- reeta R .
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Una relacidn
. lineal astublece, .. aprendi

11 Relsciones lincales

Para llegar @ ete e, odyuiriele o conceple de relaciin,

s que alginag veees s relnsitm puede definiese medinnte
ang eroneion con dos variables, o lo cuel hus Hamada proposicion
ahiertn con dog varialles, s alganas eeens tegla de correspandenciai
liny geaficudu rebaciones § ello te b praporcionsda uns mejor com-
preasién di-lns mismaz, Aborn vas 1 estudins on lipa de relacionta
las que Lo enfrentards franiontomente, i en I metemdtisn eomo
en olras geneins, Fslas reluciones sna definidas por medio de jgual-
dudes Narmidas eeuarionzs lineales o ceuaciones de primer grada con
dos varinhles que sialmente serin %, ¥, o

111 Eeuatinnes lingales.

Las cienlifices neostumbran drserlir algunns sitancinnes prac-
ticns on ceunciones que incluyen dns-o mis vardhles; de.lne cona-
diones ofitienen praficis que les peemiten unn mejor comprengion de
gslus silupciones y puaden, ndemis, praver of compostamicnto de
ina varinble & salien cding s comporiarh lo atew. Posgamoas ol coso

de un objels gue se sureve eon una velocidal eonstante de 10 me--
“tros ends scgunido durinte 157 segundos; s llnmaras x ol Hempo'
iranscurrido-y representmmos por y In distangia qua separa al nhjeto.

det puntn e partida an un ingtanie x, el cientificn concluye gue ef
movimientn queds deserito poe lagenieidn y = 10x, 0 £ x £ 185,

Con esta eouacion puede cstablener exantnmente [2 posivion del obje-

ta parn cualquier valor pronisible de Ay reefprocamente pueds

determinar qué Lempo debe transeurdr pors qoe ol objeto movil so

hoyn desplazado unn ciertn digluncin, o, cnanidn x=y =5

también euande o objeto se eneuentra o 15 netros de se punto_ de

partidn o sen eunndo y = 16, % ol tiempn transcureido os 1,56 5

Definteidn: Una coonri6in lineal o cenacifn de peimer grado on
%, ¥, s conlquier eenaciin equivabente o ona de ln formas
Ax By + €= 0an fonde A, B y € snn enngtantes reakes
taler que A y B nnzen ombie eorn **

Tjemplng:

Lo 2x — 3y - 12 = 0cs una couaritm Jincul en o gque

: ¥
A=12,8= -3 C=—-12

2, . 2% — y =0 una couscion de priner geado. en la que
A=, B=—1,C=0.

3. Zy - 3 = 0 en esln senucion no aparece ol térming s,
conliene o %; esln signifien que A = 0, B = lyC=-3
consecuentemente o ecuacion  puede  eseribirse

‘ Ox + 2y =3 =0.

3,y = i ® + d.eala ewpacion v equivdente & 2x — 3y +
S 12 = 0 asi gqne es una eenenion Hneal en donde A =2, B =

=3y C=12

"Grafica do cenaciones linvales

-Cuande el eonjunto de bos - nlmeros renles es el conjunto dé
sustitngitn de lns dos verahles de une peuncidn dél tipo que nes
ocupa, Ja grifica do dicha ecuasian es uan Fneo recta) esle hecha e
la causa: de que n ektas ipualidodes Ing lnnemos cenariones lineales,
Hemon: llamado solucidn da unn eenacidn lineal en %, ¥, & Lodo par
ordinado (%, ¥} con tompontmies reades, lon cuales ol sustituir a las
varinbles en b ceauciGn haven vierka b fmenldad osi, (1, - 4) s una
sologion'de 2x — 3y — 12 = 0, x, ¥y E A, porque nl hacer
x =0 ¥y =- 4 onlneouncitn rambin, ' :

Unz ccuacifin
linen! es. .,

La ifnea rects es
ia grifica de.,

3 Nt Al I 20 - 3l-4 - 2=0
i0ud es gepundos, Lios pares ordénados (%, v} 0 £ x <18 gin haren eierta 12 =12 =0
Iz solucifin - “lo ecuncion, reciben of nombie i soluiionss de 1a conacion; enlone g=4q
de une scuacibn?  cus %—, sh %-, 15) son dos soluciones deln ignaldad — L - . .
_ B 4 y = 10x, 0 < x < 1B, : e C : aprifics de wno eciiadion lineal es o grifics de su conjuntn

solucidn) enioness Ta gralien de 2x -3y 12 =0;%vER
elade{lx, v]12x — 3y - 12 =0;x € R} toms x E RyR

es cormado respecto @ suma y omubiiphearion, ¥ es neceserinmente
rl'.:'!l;

FJ par ordenada {10} fn es salugion de la ceuacidn piesto
que six = 1, entontesy = 10y10 = 6,5) xE R, 05 x«"416,%
“puede sustituirse por un nimmen infinito de valores y come s endnx
ke corresponde una v, 1a eeoueidn dads liene infinitas solutiones;
wslo nog impide enbislarlas ¥ para repeesentarlas usnmos [s notacian
e eonjunlos; (6, vl |y =10%,0 " x < 18} es el conjunte polu.
ginm de la eenacion doda,

Como L prafien de una cewneiton lineal es wao linea meta y una Grifica
1inea rects qoeda determinada suamlo cosoemas dos de sk pustos,  de una ecuocian

* Qus o 'mds ecuacinonns son aquivalnles suaia liongn axigiamente fas mismas saiuciones,
** Sl Ay 8 san cern, no aviste la ncunchin,
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lus grificns de estus sewuciones los vbtenemos graficando en :l plano -

dos de wus soluciones y trozandn dcépuﬁx_!n recta ‘que cqq_;ié._;:g_q
antos dos puntos, : : .

Ejempla.5, Graficar ln ecuacion lineqi.:

x -3 -12=0
ix=0 ~3y =12

=4
¥ 3
y=-4

(0, — 4) 24 unu solueion; otra solucioh se obtiuye haciends.
CoExo=a20
Cx= A1
?

X =8

por lo tanto (6,0} es otes polucién, :
La grifica de lo ecustién es bn recta que prea por (6,9 y (0, —-4).

Y 1

26

Figura 1

Y =0,

' kLn‘inr_.‘t_:'nci_c"u} dr busear lus soluciones haciendox =0y después
cer- notar-que-la: prafics. intdesiets ambor fjes, ¥ eain
pre.que an-ln ecuacion lineal Ay Bsim.

Interseeeitin
e ambos gjes x

pucede si

'qu.:mplt) 'ﬁ":‘ S ST

Si-en fnlecuarion 2x ~ 3y =0 x es metitiida por cero (hacemos X = 0 tene.
mos2 0~ 3y= 0de dundn‘pbuim:mua-quc"\];_= OExio ey, six = Dcnicnumsy = Oporlo
gue: {0, 0.5 un. pur. ordenuda euyos componentes hacen cierta lu ecuneion2x — 3y =0
siendo asi’ que (0,0). es.una solucién dv dicha ecisdcion, la grifica de(C, G) es la intersee.
cion de los’ejes 'cn_crdunl;dp‘s por-fo que la rectn;con evnedn2x — 3y =0 intersects. -

... smbon &jes toordenados en el migmo punto. .0, (0!.01.WBF-_EigI..It’u§), s queremos graficar |a

rectu antes:mencionuda debemos-encontrar al:menos otra solucion de'su ecupeion, como

'x € Rpodemon anignade 4 x cunlguicr valor peal -y determinar el correspondients de ¥,

por_gomodidad: bogamon - x =3 entonces la. ceunuidn quedn 2.3 = 3 = Tl resolverl

o parn’y teiemos- 3y =8 4 y =25 sdendo anlonie (3,2) 1o solucion -bupendy, shora

grafisamon los puntos corteypondienten o (0,0) (3,2) ¥ por clios Lrazanios 14 grafien de ln

.:uunﬁ:i(’m. 2};‘ < 3y.=0,

Y‘L
L

(3.2)

"1 o{o,0) X

Figurs 2 ”"{-E’E
R 2

Ejemplo 7: Grificar y =2 =0, 7
Esta eeuacion podemos eseribirly comt Oa 4y ~ 2 = O,de ceta expresion pode-
mas-entender que ef que wo nprezen el térming en- % (A x) en la ecucibn lineal
significn que ol coeficiente de x os cory A =0y qua por consecuencis A = O parn Lo
X € Ry dando quo 0 es el elemonto iden tidad pars suma li ceuscion se eseribe y — 2 = 0

o V'_=’2."_,’Dt: lo anterior debenns entender que ses. eunl s el valor asignado & x la
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asuacian siempre queds como y = 2 g ge que y no cambiz de vnlnr (es constante} y eq

ignal 0 2 para cudlquier yolor msignada d x, en oonsecuancia n gréfies conata de todos loa
puntos dal plono cuyae-ordenada (y) s 2.

by

1 — y=26y-2=0

*y

2y
Figura 3
Ejemplo 8- Crufinﬁr la ecupeibn X N 2= 0, -ecudcian qu:: puede cscnbtrau

x + Oy — 2= 0, y podemos notar que pnrn ruu]quiar valor d¢ - v, ¥ € R % siempre
o5 imual a 2 : :

.Y_i o xedEDs x-:—._z.;‘-'

Figura 4

| cidn. imuul

112 Funcién lineal

Tt las sevnciones do los ejemplos 5,0 y 7 del parrafo anlerior,
el cocficiente de y es distinto de cero {B 55 0}; cada una do esles
ecuaciones definen una funcion, Lo poademos probar nolando que af
seignarde 2 % un valor, delerminamos un Tnieo valor de y o bien,
miediante Jo prueba del trazo de rectas verticales, In cuales no deben.
intersecar-la grifica en mis de un punto, Cusndo B = 0, In ecuacion
puede cseribime en forma equivalente af la reaolvemos pura v; he-
¢iendo esto con [na ecuaciones de los ejemplos 5, 6 7 lenemos:

dn]elamplb5, v=-—:—x-—-4

. y 1 P 1
dcle]emploﬁ,v=-a~x 6 y = .i.;q-g
-dclcjemp!n? y=2 6 y=0x+7?

Pada que ¥ B %0 en uno ecuacién lineal, watd represenln una
funcion; y.que la ecuacidn puede escribimee-de una do las reen farmae
dadus en el pirvafo anterior. demos la siguiente,

' Daﬁ'nii:it'mt La ccuncidn fix) = mx-+ b; x € R; dondem
¥b A01 constantes reales, rnprr.arntn una funcion lamads fun-

B

Tn ;iusu parliciilar ge prreents coando m = 0, Sim = 0 en-
tonces . ﬂx‘) = b, x € R esta funcidn se Homa funcién constante

afico (cjnmplﬁ_?) ung fecla p:u'u.leln al eje X.

+ by pur cﬁﬁslgumntc {0, b} Harie por gruf'cn At punto qua purlanvcu

a tn grafica de la covacidn, Observa que el primer componente del

~par ordenado (0, -b) es coro, coma dicho primer componente indica

lu Hepuruclnn entre ol punto y el eje Vertical y dado que en este caso
es cero dibes entender que el punto (0, b) pertences Lambidn al eje
vertical; s, dicho puno pertences u la graficn de fik} =mx + b y
tambiéa al eje vertical entonwes es lo interseccion de esos dos conjun-
tos de puntos, F] regundo companente del pur{0, b} é sea b, indica 1o
ecparncion ntre el punto y el eje hodzontwl; mis eoneretumente
podemos decic en la ecuacion fix) = mx + b, bes la ordenadn del

iComa
definimos una

Suncibn Hneal?
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punio de interseccidn entre la grifien de flx) = mx + by o ¢je
vertical ub la lamamos ordenada ol origen. - S

El niguiﬁcndn de |1 vonsiante m (pcndmnln de |u recta) debes
entendedo mejor con la mterpretnclon geometrica que nhora 1e.pre-
sentamos!

i

Sigamos con la ecusclén gue define @ una funcidn’ lineal
fix) = mx + b siahora hacemos x = 0. flo)=m-0+ 4

flo)=b

s 'i:u;:)
Lo
0, b

s
-a
'
1
-
-

Hxa) ~ tix,}

£

e /P (xl, flx;))

(0, b

L - 1. _; E
/// x - X e
L - i -

30

*la difereticia entre  tix,] y ;[_ixl)fe,_ L e

Figura 5

Sean tlx) = mx + b, la ecuacion de la recta L un lu' I'gurn k

5, Py el punto en la recta con cnordunadnn (xg; flx, ), Py

o (x;, flx;)). Si sustituimos x; ¥ x; on laecuacién dc

obtenemos: _ fixz) = mx; -+ b’
flx, b= my, +_b

Hxy ) -1ul)-¢mx,+-br”tmu, b}
Ay} —’f{lll =mug "t b —mey - b
lxg} - txy) = mxy - mx, .
Hxg} ~ th;) = mby ~ o)}

finalmente - m = !.,(.52}__f_(.’11_'
X = Xy

¥z - ¥y

o también .m = r——

Xy = x, =1 eatonces m = fixy} — fixy)

La peﬁdientc “{m} indica en cudntes unidades cambia la or {0usé nos indica

-denada cuando x ouments una unidad®, dicha de otra manerasinos [x pendiente? ,

movemos e |a reets con ecuacidn flxl = mx + b {figuras 6 y 7}
partienda de on punto P de tal maners que lu abscisn aumente una

~ unidad® | ordenads cambia (duments o disminuye) m unidades,

Y

P+ 1, flx 4+ )
| .

m=1x+1)} - fix) >0

/

: c : E0ué ns la
" Figusp & pandiante?

~* Para que x alimante 3 nocesarla afectuar &n el pland.un desslazemianto de lzAulerda a derecha,

31
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La pendlente es un ndmero resl,” tiene- tres posililidedes,

posibilidades tiens m > 0, m =0, m < 0 {propiedad ‘de tricatomis) wim > 0,la

la pendiente?

Aplicacién

de pendienta;

&

ordenada’ arece; la grifica se- desplaza hucia arriba (figurn 6) ol

-m =0, ¥ no sumentani diaminuye; &8 una funclén constante

{zjemplo 7).4i m < 0, ln y decrece, La grnﬁcn B desplua hacia

abaje {figura 7). En los tres cosos antariores se.da por suntndu que
X estii ereclendo. : :

Ejemplo 9,
Una regte - que interssca b Y #n (0, -3} tierie una pendientc

igual s 8; Encuentra unia ecuadion de diche recta y. grnfmaia

Solucién:, Cnma o In. interseccién - con ¥ ce. (0, b) ontonces

b= -3,y dods que-'m =3; la- couscitn 50 obtiene: por aimplu

sustitugidnen ¥ = mx + b quednndc V = 3x - Y,

1 -unidad

m=1 -fx+1 <0

\+"’I @"‘ 1, fx + 1))

Figuru 7
v Puru' grafi-
catla necesitemos

de otro punto di-

ferente de (0,

{10} > =3}, rate punto

32

X lo determinamos
| haciendo que
3 gumente una uni-
R dad, como m ca
el cambio en y

J por unidad de au-
mento en X,y rece

tren unldades, eato

nos lleva sl pun.
ta {1, O),

{o, -3)

Figuro 8 o

Ejemplo 10,
' Delermma pendiante, crdenadn al angm ¥ graﬁcn de la recta
cuya ccuaribn es @x + 3y + 2 = 05l resolvemor para y, ob-

tenemog y =-— 2x — _';_
— — 1
entonces m = — 2, b=~ 3

Para graficarla necesitamos ol menos dos puntos; tenemos su

. :ntnram:clon con y, qua es (0, — --)

: I’rirn determinar of ntro punlo aumentamos a lo x-del punto

uny-unitlad y le qmtnmon ala y de} migmo punto dna unidades, esto

_nos Ilcvn gl puntn(l, - —) (Figura 9‘)

Aplicacifn
de intorseccion
a Ios gfes,

&

Y

Figura 9

Ejemplo 11.
LCunl esla pcndwnle de una teets qua pmsn por los puntoa A

2). B( S)'!

&

13
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Solucion 1. _ S
* Al desplaramos aobre larecta del punto A nlpunto B {figy-

ra W0) la X aumenta una unided, el combio coussdo o y sérd el

* cambio ey porunidad de.cambio en % wnionces m=3 -

34

v Bt AL
Al=, 2}
/ i 1 $
Figum 10
Solucion 2, flxg) — )

Quedi eatableeido que M = Xz — x; 8 o lus coordena-
dus de B les usignamos el subindiee 2 ¥ alas de A ¢l subindiee 1,
tentmos @m0 =2 =3

1

. 1”3 L - i
Consideremos otra carueterfstica de Ly funciones linesles Y B3
graficay, la cual uplicards en un tema posterior; acan

Lix) =Bx +3 y f{ixl=Sx+2 x€R

doe Funciones lincales que tienen lu misma pendisnte jexiote en R
un clemento a para of cual Lla) = fa)?

Supongamos que dicho nimero exigie, entonces Lia) ="f{a)
ello implicaque 5a + 3 = 5a + 2 ¥ por da oy de concelaciain pury
lagumn 3 =2 : L

nes; en tonsecuencla deben ser paralelss, < ey ;
. i - Remimienda; dosrectas con la mizma pendiente son peralelas.

Loll‘cual no es8 giertn, Este heoho contradice nuestro aupuesto,

y. conclulmos que Lia}. 5= #{) para todo & € R, por o tanto na Rectas

existe un, par ordenado de néimerns reaies que hage ciertas ambas . 90 18 misma

igualdadis, lo que sigriifica. gue sus grificas rio tienen . puritos comu-! pell_:dlﬂl'lﬂ $o.....

. Hemos establecido que da ecuncién lineal .y = mx: 4+ b re.
presenta una recta para valores fijos de m y de b,
Considercmos un vaeo particular: sea b = 1, y dejomos s m
libertad de ser suetituida por cualquier nimern real; para enda sus-
titucion de m’ee eapecifica una iniea recta, jpor qué? '

El conjunto de todas ies rectss espocificadan mediante estan L0ué
sastituciones se llamn una familis do.rectas y en este caso es ln et una familia

Lamilia de rectas que posan por A{0, 1); an esta familia existe una de rectas?
recta que no tierie pendicnte, jeuil ea? .

x

Figura 11 -

a5
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La c{.naclun de . rntu fomilia_de rectos es ¥ = rnx + 1 cn
dundua m e le [luma prrémetra®,

Sitienenla - Supongemas dhero que mantenemns fjo el valor de m -y des
misms pandiants,  jamos que b pea variakle; determinamos asf otra famiiiz de metie, en
tenemos la cual todos tenen ln misma pendiente, Y por cohalguiente son
" una farmilia paralcins; isi ¥ = 2u + b represtnta la familia do rectas parulelus

de rectaz. enlasque m =2y besun pnrumctm

Figura 12

@, " REACTIVOS DE AUTOEVALUACION

En los relsciones dadas a continuacién ae da el conjunto de reemplazamiento de
ambag varinbles.

* Pardmatra es un valar numérico sujate on algunas casos a ciertas restricclones,

36

L. Eseribe nada ecuncidn lineal en 1o forma Ax + By + € =0, y determina, da ser
posible; ‘tres sofuciones pera cada una,
) ¥+ 2x=10 X, ¥ER
by 3x=4+y X yEI
Q) x=Fy=1; %yE€{1€nlz <0}
d) It dy=-1: xyEI
) xX=~4=3y] x,yE W
) S~{x-y)=3x~2 xyEQ
g S-Bamy-(7T-Wxv¥EQ
h) 3x-1==6-v. xEQ, yER
In-y)=2x+3 x€EQ,vER
_]) 2«3w=dx ) xyER

3. Graficar cada ecuacién, encontrando lag intersscciones zan los ejos coordenados,

N ke =12

by ity =4
xiy+2=0
Fy =2 :
%~ By + 10 =0
En los problemoy siguientes encuentra una ecnacién parz cada tna de las felaciones
cuya g'mﬁcu se deecribe a contimiacion:
) Unp'reata paralels ol ejc ¥ que conticns o P {3, — 3)
&) Una:reeta paraleln af e_]e Y que pass por (-2, 2)
b} El eje.X

i) El njc Y

i Encontrnr las pendientes y ordenadas ol origen de las rectas representadus por las

efmncmnu mgulantca. grificar f.ndn ura,

) -4:':'+'zy-1=o
By, Tx+By +3=0
¢y w-FJy =10
B w-y=2
gy y=40
X=4 -y .
£) Grafica la familia de rectas v = mx — 2, en donde m es un pardmetro,
;Qué-punto Henen en comiin ? (einco rectas deben dar una idea clors de 1z prifica),
b} Grafica Is familic de rectas ¥ = 3% + b, donde b ea un pardmetro, {5 rectas deben
elutificar 14 situncian).
;Qué tienen en comiin Ing rectas de esta fnmilin?
iy Dadas lea dos familias de rectos v = mx ~ 2, y = 3x + b, jexiste una recta co.
muin a lan dos familias? Si eatr es e crino encuentra su ecuacion,

37
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Madulo 2

" DBJETIVOS ESPECIFICOS

LAl terminar de eatudiar eal'.z' modulp, ¢l glumno:

1. Explicori como se ohtiene el conjunto salueién de un sistema de ecusciones li-
neales, .
2. " Mencionari loa tres casos que pe pueden encontrar al huscar ] cnnjunto solueion de
un sistema de ecuaciones lineales,
3. Mencionard la diferencia entre método grifico y método algebraico dc goluzion en
sisteman de ecurciones lineales,
4, -Resolverd sistemas de ecusciones linesles con dou varinbles uhlmandu el mélodo
griifico,
5. Resolverd sistemas de ecuaciones lineales ton dos variables utilisando el método por
quina o resto.
6. Besolvera sistemas de ecusciones linesles con dos variahles. uul.lznndu el método de
" sustitucion,
ESQUEMA-RESUMEN
Feuaciars Sistemas de
cuaciones . . .
lineales ®| ecuaciones lincales
: con dos vadiables

Doe rectas que
ue intersoetan

ijl-l.n;m_, —» Rectes paralelas
Solucién’. i

Rectas coincidentes

¥

Solucién |

Mtodos |,
M":‘:dﬁ . . B Sumay REEU! .
" |- Solutitn -[° g

. Sustitucién

39
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Si asociamuos

un olamento de A
un elementao

de B, tenemos. ..

Funcidn
de dos variables,

LQuk
s un conjunte
_solugifin?

40
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2,1 Sistemas de ecuaciones lincalea

Recnerds chmo se definié Funzién en §s Unidad VHT y
que podemos escribir comn fiA —=B, on ln cual se asocia a cadn
elementn de A un solo clementa de B.- 5i consideramos o lon
clementos de A coma el conjento de Lodos los pares. ordenados de
niimeras reales y o B como el conjunte de los nivmeros ren]ca,
podemas eseribic esta funcién coma: :

-r:(x.yl#‘—bz:_ -

donda I cnrraspandgncia'l:h‘dﬂ un’par ofdenado o un fiimera real,

‘Deaqui seve: qur- 2.-pe-priede ¢ cxprasnr algehrmcumcnm en’
términos di % ¢ y; @ menndd’nos referitemos o eatu Gomp una

fiincidn de dos variables 18 cunl u:nhlremon como 2 = llx, )
(z fgual a-f de.x e ),
Nos interean el cas-particular dnndu z. ea ' uia cxprcm
prlmergrnda:'-'mt-i—Bv'*'C)n :
un conjunto de’ pares nrdenndn beyl tales; que.
Az+Bv+C—0 t.nlnes

.dv.

[tx vHAx+By+c-o}

al que hemes Hamado cnnjun!o solucidn y todo elemento de wste
conjunta es solurion de la ecvarign

Ax + By +C=0

Si resolvemos para ¥ an la ecwacion anterior, oblencmos

otra ecuacion equivalents de o forme ¥ = mx + b, donde
A c ine -
m=_—2yph=_ fa cual reapresents upa linen rects, Co

ma s& puede ver ficilmente, hoy un niimero infinilo de soluciones
parz la ecuncion Ax + By + C = 0 ya que todos los puntos que
estiin pobre 1a vecta gon grificns de pares ordenados {x, y), elemen-
tos det conjunte golucidn de la ecuscidn, También podemos ver
que para cualquier volar arbitrario de x € R quedard determi-
aado el correspondiente valor de |z ¥, En la ecuscion lineal
2x - ¥ — 6 = 0 vemos gue unn enlucidn ca el per ordenndo (2,-2)
yo que s sustitiimon estos volores satisfacen |n ecuscion, Utro par
ordensdo que ep elements del conjunto solucién es (1, —4) y en
geneeal es solucion un niimero infinite de pores ordenados, de los
ciales ti pacdes encontrar algunos da ellas, Pors la couacién gue

tro lnterl:u aara cm‘.unu‘ar"

hemas eatado considerandn ¢l conjunte salucion s

{ix, vyl |2x -~y = 8 = 0]

Nuesiro interés no eg sojamente encontrar cf conjunto solucidn
de unn ecuncidn lineal, sino que ahora nos intereaz sncontear o

confunto solucién ile un sistema como el signiente:
Ax + By +C =0
Agx + By +C; =0

¥ lo que buscomon son los pares ordenados {x, ¥} que astislogan
simultineamente pmbua ecuaciones,

- Sidlumames 0= {{x,v) lAx.+ Byy +C=0} ¥
E = {Ix, WiAx + Byy + 6, =10) lo qUE [ueremos enconiear
eals interseccién de D y E v deeir,

D-ﬂ E = {(X,.V] | &yx + By '+ Cp. =0y Aax + Byy

mo ya sabemas, la grafica de toda ecuacidn lineal s una

]mcn rectn, oef quc se pueden presentarires casos diferantes coando

tenemoi dos ceuaciones lineales y se busea el conjunto solucién qus

satisfagy 0 ambns counciones, A continuscion presentamos estor tres

casoR: .

a)  Dos rectzs que s intersecan gn un aolo punto, s decir huy una
aolucidn fnicn, Tomemos coma ejemple los ecuaciones:

X+ y-2=0

X~ y-4=0
Y

&

1 [ 1
=& -3 -2

Conjunto sclucibn
de-ui sistema

- tla scusciones.

+C,=0}
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f

Se pude comprobar ficilmente que el par ordenado (3; <1)

satisfoce simultdneamente ambus ccuaciones por lo que tenemas que .

eyl I by 220y xoy-4=0)={ -1

by Dos rectas parult.lms pero no coincidentes, os decir el cunjunln

solueidn es vacio,
Tomemos como ejempio lus scusciones:

X~y=-2=0
Xx-y+2=0

Figurs 14

c}  Dos rockos coineidentes*®, es decir, tenen un nimero infinito
de solueiones, Tomemns vomo u_]omplu las ecuucionen:

Hecuerda que dos rectas son Parplelas si thenan jgusi pendiente,im = - A)ia un sistema de sste
tipo se 1e llama inconsistente, '

pns Tecias san coincldentes $i la ecupcion de una de ulsu: multlplicndu por uny nons!nnte K b
ijpal o Jo ecupcidn dula otra, 2U2x +y = 4] = Ax Ry ~

42

Pty - h=0
Akt 2y -8=0

4\?

Varlos son los meludus t[m. uE RON pUTR ruuulvur sistemas de

ecuaciones lineales con dos o mnu v.u‘nlbles, empezaremos por los
sistemns gon dos varinbles y ‘nos concreturemon a.los métudos, gri-

fico, por siuna o résta y por sustitucién, describiendo » t.unl.muncmni.

nud.n una dc ellos ha::u:ndu ueo dc t:Jt.mplu:s.

2.21 Metodu grafm.

Al iisar eate mélodo es lmpormn te que | rncuerdca quie [u gruﬁcu“'
de una tectn quedn. determinady e xotocemon. dos. puntos de la”

misina,
Se quiere resclver el simriente sstema. de ccuaciones: =

Ix+ 2y - 6=
X—2y-10=0

Comu viste al principio de wilé pirrafo, dos puntos nos deter-

22 S} _cmn de nulms dc ecuamunes hncnlu on don vuublcu.

Método
de soluclén
de ecuaciones.
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:tenemos. qus, ousndo

finan una recls asi que-encontramoa dos puntos pira wada‘una de
elloy; derde luego que estos puntos-sc pui:ln'nn determinar por al
método de tabulueién que & ya conores, Encontraremos Le intersee-
cidn de cadn reeti con los ejes de coordenadas por ser estos puntos
los que ron mayor fuiilidad podemos determinar, Procedemos de In
siguiente forma: '
En la scvgcién 3x + 2y ~ 6= 10

tenemos que cuando

x = 0 entonees ¥ = 3
y cuando v = D entonces x = 2
por la que fos punlos de inlemeceién con los gjes coordenados son
{B3) y (2,0)

Anélogamanlc, en’ ln. cenacion
% -2y - 10.=0

0y ==F.
N 0. y=0 " : . .
Ahora graficamos lus, dos rectas enun sisterna de coordenadus

H

x:

rectangulares haelendo uso de Jos puntos eblenides, -

44

Pademos ver en lo figara que el punto de inturseccion do los
dos rectas es el punto (4, —3) que es lo solucion del sistema, ya que
watiaface nmbis ceuaciones como lo comprobartmes mustituyendo

x=4 y y=-—-3

En eadn una de Ias scuaciones:

it bo primera’ecuacién: 34} + 2-3) - =12 -6-~6=0

cn lwsegunda couacidn: 4 - 20-3) - 10 =4 + 6 - 10 =0

Podemas lacer olgunos considersciones acerca del métode

grifico.’

~#) - Par lo comém, la wolucidn es sproximada ya que el punto de

: intéfsectibn do las dos rectas se Tocaliza a partir de la grifica.
by - Para que fa grdfica de lug rectas sen mas exacta es necesario
- unne popel milimétrico y tener mucho cuidodo par facalizar
' 'lﬁ_q-puntﬂa donda lis tectas intemecan a los ejes de coar-
denadas, ‘

222 Método por Suma o Resta

- En este método, es importante que recuerdes las propiedades -
e xﬁul_'ﬁlpliccibn v udicion de las igualdudes, usi como los postulades

de camjio ya que usaremos algunes de ellos.

. Reaiﬂ\jﬁ‘x‘f el sistema:

.

Sx;kzy:E (1)
x+ 3y =4 (2)

Nots que hemos eserito cada ecuacian en la forma equivalente
Ax + By = — €,y & hun numersdo los dos erunciones,

Fate métado consiste on eliminar una de las dos Incgnitas
mumindols o resténdole u uno ecuzcién ko veces la otre, con fo que
obtenemos una eenseidn con una varizble lo cual ya sabos resclver,
Obtenido el vaior de ests vardable lo sustituimos en una de las dos
ceuaciones originales para determinar ¢l volor de lu otra,

Como se pusde ecliminar cunlquiera de lus dos varisbles en el
gisterna que estamos considerando, vamos o eliminor lo ¥, proce.
diendn como gigue:

Se muitiplica la ecuacién (1) por 3 y In ecuacian (2) por -2
eon ol objeto de que los coelicientes de los v queden iguales y de

Sk sumamos

o Tastamos & una
cuacion k vaces,
obtgnemos, ..
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gigno contrario, despuds s suman lus dos nueves ecuaciones,

8x + @iy = 185
~- 2x — 6y = —B
Ix = 7 s¢ sumaron los dos ecunciones
Ix - -_:— =7 _’l wultiplicande smbos lados por -%4
finglrmente » =1 (;Qué postulados de campa se usaron

paru llegor o Ju solucian?)
Ahoru sustituimos ef valor x = 1 en la ecuacién (1) 6 (2) pe-

i encontrar el valor de y,
5i lu hacemos en ln (2) tenenos

1+ 3y=24
Sumando —1 a ambos iados

"31"':3 .

maultiplicanda por -;- ambos ladas,
¥=1

par lo tnto, la solucidn del sisternn es ef par ordenado (1,1).

@7 Cumo prictica, sustituye ol punto (1,1} en ambus ccunclonca

para gue numpmches gue 11.!.. ﬂHllsfﬂ.LB.

Usaremos este mismn métado para resolver el sistema de dus
ecuacionee gencrales:

c, A

Ayx + By
Axx + 8:?

nn

Eliminnmos pnmerammtc Ia x multtphcandu o ecuncmn (l)
porAq v ln deuscian {2) por — A,

AjAix + AgByy = Az C,
- AtAax - A By = A G,

2 £l
Sumunde estus dos eccuaviones, tenemos

A1Biy ~ AiByy = A0, - A,C,

46

Usundo Ia propiedad distributiva por la derecha se obtiene
{AzB, - A1Baly = 8;C; - A,

Dividiendo nmbos niiembros de lu sevacion entre
[AzB; —A1Bz} # 0  oblenemos finalmente o vulor

AiCy - AL,

Y = A, —AB,

obtén el valor de x que es igual &

B;C, - B,C;
2,8, -~ A8,

51 Ay B, - AjBy = Dculunecn._:'.:—: ya l]uc—ﬂ— ¥ fa
: 2

‘ : - L Ay A
Tepresentan l.us_pendicnlqs‘du lus dow rectawy siendo TH,E "é'; von-

cluimos que-las dos rectas son paralelus y.por lo tanto, no se inter-”

aeelan.
223 Método de sustilucian'

Eyte método-consisis en: resolver paes unu te las varinbles ung

de lae ecuaciones y auslituir esta txpn,mun ¢n la otra qucdandnnua'

£on esto una ecuacidn con una vunubiL que th ya suhcs omo en-
contrar au-solucion,

_ Usaremas ests método parn‘renolver el ‘siguiente sistems:
2+ 3y =7 W
Ix - 2y =4 (2)

Usamons fa ecuacibn (1) pnru despejur [n Y, sunque también
podismos haber despejsdo la x.

2x + 3y =7 - (0
3\{ =7 ~ 2x sumuando a ambos lndos —2x.
‘7 - 2x

y= 152 ﬁpilipli'uandb nmh_ué Indon por . %

El .valor de s y que hemon obtenido .de la ecuacion {1) ue
suamuyc an b ecudcibn (2),

3?(___— 2 (%x—) =4

By

&
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Efectusndo’ operacidnes, ios queda

I L k. | R

3
Bx — 14 + 4x =12 Se multiplics por 3
' a ambos-ladoa de la echacion
1Ix - 14 = 12 Se simaron los términog en X
13z = 26 Se sumd a ambok fados 14
x=2 Se multiplicd o ambos lados por T%
Obtenido el v.'nlm- de la x, se sustituys en |s ecuncion y = -7——:-:3-
quedando: y = __._._..__7"'3'2 - .7_.';_' = % =

por lo que ln solucidn del sistema ca el par ordenado 1)
Compruche qua el punta {2,1) sstislnee fsu ecuacionea (1) y
(2.

En seguida presenlumos varios ejemplos que te oyudarin a
camprender mejor Jos difersntes mitodos que hemos estudiado, din-
dole énfasls o Jos des mélodes alpebraicos que pon loa més frecuen.
tamente usados, '
Ejempla: Hesulver grificamente ¢l sistema

2x—-y =4 (0
X+ 2y=5 )]

Encontrumos primero los intersecciones de cada wna-de los
rectas con los ejes de coordenadas,

Para la ecuscion (1) tenemos que cuondo

x=0 y=—4
) x__::llz y =0

Pars In-ecadtian (2. teriemos que cuando-

En neguidn usamos catos piintos para trazar lag-rectas

De 1a grifica lo solneién sproximida. sl sisterna-os el por orde-
tada (2.5, L1). La solurién-exucta es o par ordensdo (2.6, 1.2)
que puedes encontrar usando’ salqtier método ulgebraico.

PR N B
—d =2 =2 -1 O
-1

Figum 17 .

Ecjomplo: )
Resolver ¢l signiente sistema weando of metodo de swns o
resla,

4x 4+ By = 12 (D
Ix+ 2y =85 ¥))

Eliminamos la x multiplicande por 3 la ecuacidn (1) por —4 la
eenacidn (2) y sumamos

12x + 18y = 36
-12x - By= —24
Ty = 12
Multiplicando por % ambaos Jados queda
Sunli ;é.i:mus este valor en la ecuacion (1)
| o+ 53 =12
- +%°- =12 efectuando
dx = 12 - g— Sumande . 279 8 nmbaos lados de la ecuacion
4x = 2:_;:_9,11 efectuande
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ax = %‘. efectunndo
a = .:!T muttiplicando por % @ ambos lados de la eouicion
x = %.'_:_ descomponiendo en factores
X = .79. parcancelacion

de donde I solucidn ea ({2, "1:,3'?.}

Ejéruplo: o
Resalver ) siguicnte sistema por el método de sustitiveién

@ X+ 3y =a m J
-~ y= -2 2)

Despejames x de la ecuacidn (1)

x=4-3 @
Suatitulmos este.velor en la ccuacion (2)

2 -y -y =-3 - -
B-6y~y=-3 dmtnhutwn :zqmudn ;
Ty ==3-8  asumb—8 aambos lndos y s sumnron
* términoy  semejantes :
“ly=-1 cerradura

n e )
Y= 5 semultiplied par - ._:_ u smbos lados

Sustituimos el valor de ¥ en la ccuncitn (3) ¥ nos gueda

x=4-3 (L

=4_-3
x=4 7
. 28 -133
==
x= b
1
Solucidn = {(%. 17—1)}

Ejempta:
El perimetro de un rectingulo mide 26 metros ¥ uno de sus

50

lndos £8 3 metros mis largo que el otfn, ;Cusles son sus dimengiones?
Eate es un ejemplo de un problemn de plantzo que podemos |
resolyer- pdi‘ medio de un-sistems de ecuaciones Procedemos dé Ja
siguiente manera: Como lo que noa piden son hm dimensiones del
tectangu!o Ie Yamaremos:
v

_ x_=._Longttud del hdqﬁcnur = EEE
¥ = Longitud de lndb_rnnyi:r-. e L A :
 Lay primera ecunnlun 8 que ;nodcmos llegar & f.umnndo el dnto
delpcnmr.tmynoa queda . :
meye=m _Q(fl)_.

comao mhemua que un ladu Y 3 metros mas lnrgo que: el otrn‘ IR
ucuncmn msultnnte acra : -

.Y—n+3 TJ(Z')
en cate mmu coma-ya tenemos d:spc]ada la"y.em In cnuunmn (2) fios..-
cumnnnn usar el mcmda dn suahtucmn S ; i

3, tenomos

.31 =
e_fé:nh.m_l.li_jn : e
E -6 =28
G=2g
n =200
x=8
sustituimos en ls ecuacién (2)
y=8

Luego, as dimensiones del rectangule son

x lado menor = 5 meteos
¥ lade mayor = 8 metros

Ejempla:
Resalver por vaulquier método ¢l siguicate sistema

l+2 2x + S
o _omte o, O &y
+23Y =3 @

xr-X
2
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- En- cstc cnsc bcnnmun un aistemn: furmndu dr. :cunmom:n con. -
riero, shiplificamos: ambas- cnunmnm:ﬁ eli-

f:m.c.mnca ‘por To. gue prii :
‘minando: las fraccionea; Para hacer: eslo, multiplicamos. la primera

touacién por el mifiimo camin mulhplu delos‘danomingdores de lus -
- Frugelonésien ld pmncrn eeudcidn ‘que son - F Y- 4 osea’ 12 yla -
augundn portl minimo comin mldup[u de 2 'y Foseah qucdundn lu .

prlmern ccunmun
4[x+2v1—3(2x+v)—2 12

efestuando’
4x + By — Bx ~ 3y = 24

Reduciendo términos semefanten
. —2% + By = 24 ' 3
' In nr.gunda ccuuniun qucdn simplificada a -
B '3tx—yi+2(x+vl—35
; plectuinda
' E -3y 2+ 2v =18.
Rcduuicndu tdrminos semejaontes
Bx —y =18 4]
resolviendo para ' de la ecuacidn (4) tenemos
y =6x — 18 (5)
euntitayendo este valor en (3} queda
S—2% +B{Ex - 18) =24
efevtusndo

- 2k + 2Bx - B0 =24

23% ~ 60 = 24

. 2=24 % 80
- 2  1'4. ‘
' o

'3;1

532

Ejemplot

o nusutuyando eate valor en I8 ecuacion-(5) nos queda

v _s("‘) - 18

‘B70 -

=m "

. B70 - ‘14

- 23

_ 188

T 22

114 153
por io que lu golucién del slstema e ({ =2 5 |}
Resolver el sistema®

1 2 _
sty =9 n
i 3 _ ‘ . 6 ??
FE 2 (;} .

Ehmmnmna o término de lon ¥ rnultlplu:nndn la ecuncidn (1)

pnr 3 ¥l la (2) por 2.

=12

+ . -

P

Ml |w [ Xju

Suatituimos e valor dela x = .

"prapiedad aditiva de Jas igusldades.

Ik
-
2]

cerradura paca 2 suma

+
SR TET N I E W
1
—
L]
+
o~

mulIJplu:nndu par x ambos ludos de lu
ecuscion, x = 0
multiplicando ambos [ados de la eeuacion

1)
—
.
=

1
18

por .5_._ 'y propiedad de simetrin,

L

i {a ecuazion (1), quedando

1 2 _

Tty

18

78 2 _
Ty =

En. s;uarnes de este flpo no conviane guitar denominadores ya que quadnrtnn 'lé-rminni an XY lo
qua nnl complicorls Is resolucitn det slstornn,
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18

=4 ~ —

— 2B —18

< <M = <N
! |
- I_n

u]h ~in

-
It
[

L solucidn s [(?zi' %1}

Justifica cadn uno de los pasos anteriores,

@' ' REACTIVOS DE AUTOEVALUACION

1. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales usando el método grafico, De
preferencia use papel milimbtrico. Di en cudn ejercicio oi of sistema estd formado por
rectas que ne intervecan, rectas paralelss o rectas coincldentes, ‘

) 2x-y=§ e} -4y =@
x+ 3y =-1 . 2x - By = —B _
b IW+2y=8 y -xtby=-w -
€x + 4y = 10 o3k my =12 -
Q) MAy=-~10 R m-ay=a . 0,
x + By =7 : bx -2y =8
d x+By=12 B) " 2x + By = ~2
2x + 10y = 24 x + 4y = —1
2. Resolver loa uigui:nten sistemas de ecunciones lineales usando el método de suma.o
resta, ' ) ' R
B x+y=8 g oty ==
2x ~y=1 I~y =3
By x -3y =1 d mizy=2
X~y =0 A=y =9
54

8. Resolver los siguientes sistemas dv etuaciones Hneales usando el método de sus.
Ltucidrn, . ) :

1)

b)

Q"

- 4y

: 2% - By

Ix -6y =5
71+y=?5

'3x~v:=1

2x + By = 41

xt+ey=~h
2x — by = a

x+3qy=3
Ix-~-y=1

3
4

now

x + By

na

2x — By

Loxty=7

I+ Iy =21

3x + 6y =4
4x + 2y = 3

m

g}

r)

%)

4.

by

- 2x -y =11
-3x + 2y =

2x + 2y =5
Ax — dy = -2

—-X -y = -3
2 + 3y =6
x+y=7
2x -3y =12
ot dy=3,
X~ 2y=1
I -2y =8
Ix -2y = -6
x+.2y =4
Bx - 2y =2 -
X+ Byi=
ax + 3y = —4

ot By=3
4x + 12y = 8.

I+ Byi=1
o+ Iy=4

Sk - y‘j: 5
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. e L g Lg 18 2,021
o) w+ =3 ‘ ' ) =Gy =100 : ) W %y R T mtw T
12x — 18y =1 4 — 3y = 18 T 3 _ 5 k] 1 _ 1
' ' ' F I T') =y 7
W B+ ay=6 §  <3x + by =11 ’ -
- = - + = - :
24x — 3By 1 _ 2x 3\!.1 P)-:—+%=1 8) %_%=4
D moay=-5 oy xkTy=d 75 P 1op
4x:+'2y‘;:=5 i R, :a_x:-,-._._:;—-‘l_. 1 ';'+T=1 7'!'7:'0
: 25,03 a0 y L _ 8 __8
: e ; i q)3_1+5_$’_ : ) ax Ay "B
L. I{usnlvu:;'ln_a r.igt-xienle_u s'tstcnj_mudi:ccugclanééu'sunda el Illl‘:.i.ﬁdg.qua.tt:lé.ﬁcql’:l;\:’ﬂ_ﬂgn, . o . E?;._ ‘% = 3_38_'. % + 7—‘V = %
a) :;t_v+1=1 Sy EB_y B
3 1T % 3 3 3
X =y =3 I« +1ly=8
) % 4% -2 hy o oataw _x-y_8
) 7 t3°3 ) 3 ] B
x-2y= -5 X =2y =y __ 2
3 Fl 3
I S AR o oAx _ 3w o4
9 % 10 b3 7 T E
x Ly 13 -y 4y _ 3
ER B z t 3 %73
| x - xty _ 1 k 2 1
szt o+ 2 5 ) - =
2x l+'f__ 1 3 z _
2 S T 1 Pty =70
0y x toay 2%~y _ 16 f 3 2 .
-t T =7 ) Sty
x + 3y = BT R
wo—y 1 8 _ 3
P oA =3 Rt RS
x + 2yi= 5 2
';+;'—-3
Bx FAdy-3 . 3 _. 1,2
g} m%‘*‘ i‘ =0 ") v + '; -—2.
Ix —Ay.+ 3 2 22 =1
S—dv T 6 3 Ty =L
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Madulo 3 -

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al terminar de estudiar este madula, el slumno:

—
e

Explicara en. que consiste un sistema de ecuaciones lineales con tres variables, <
2. Resolvord sistemas de ecunciones lineales en tres variahles inediante'el método de -

suma 0 reata, : - - LT
3. Reaolverd sistemas de seuaciones lineales con tres variables medinnts el método por
suktitugidn, - ' R
ESQUEMA-RESUMEN
Sistemas de
Ecuaciones . ecurciones lincales
linealea o con Lres
varahles
Huma y
/’ resta
Métodas de
solucion
\ Sustitueisn

. Problemas de -

" planteo”

9

{Cufl _
as-gl procesn
algebrrico .

pora a soliidn
de ecuaciones?.

60

L Sélhq'r‘m’_q:]e diit'uﬁiuf'da;__gmcionen lini:alé@-cm.r._{ii‘en_udablu

Los métodos de suma o'restn. y de sustitucién que hemos
usado' pata resolyer sistemas de ecuaciones con dos variables, nos
servirdn también para redlver. sistemas de ecuaciones con tres o mas
varjablen, Cuando el sistema tiene nidy de tres varinbles, el ugo de eatos
métados para - su solucién ea un'poco tedioso por lo que después

-aprenderds otros métodos, ' . B

Dado que la Intorpretacién geométrica de’la solugién de un
gistema de-ecuaciones lineales con tres variables, requiere de un is-
tema de coordenadas en-tres 'dimensiones, tema que eatudiards pos-
teriorniente, Noa concratamos. en eate punto ab proceso. algehraico
que conduce u la polucion del sistema.y que serd una ternn ordenads
(v, 2}, B

El procesn consiste en reducic ol sistemn de 3 scunciones s un
sistema de 2 ecusciones mediante la eliminoeids de una de fas tres
varinbles, proceso en el que deben intervenir Is 3§ m couaciones.

Ejemplo:
Resolver el siguienie sistemi por el métade de aumn o resta:
F2x -l + z=~1 (n
<@.x+2y+z='2 () w, '
-bx +2y -22=-2 - (®

Elimnamos 1a 2 lum;nnr_ip, lns ecunciones {1} y {2) y la (2) y {3)
restando de fa ecuacian (1) la ecuacidn (2).

" 2qx - Ay + 2

a x+dy 1= 2 _
X - By = -3 {4)

Muliplicamos por 3 In scuacién {2) ¥ le sumumos s ecuacion (i)

Ix + 6y + 3= g
-8x + 2y - = —2
- 2x + By = 4 - {5)

tomundo las ecusciones (4) y: (5). Multiplicamos por 2 lu ecuacion
- {#) ¥ le sumamos la ecuacidin (5 :

20— 10y = — 6
-—2x+-.8!=-4_

2y = =2
. y= 1
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Sustituimas este valor en |o scuacidn {4)

x - 5[‘“_5
x -5

Za

-3

2

" Sustitnimos los valnres de x y ¥ que hemos abtenido, en cual.

quiers de las ecunciones oripngies parn obterder of valor de z (lo
hacemos en fn ecnacidn (1)),

nw

®

2{2} - 3N + 2= —1
4 — 3 +1=—1
: 2= -1-4+3
2= -2
Por Io tontn, )a salueidn del sisterians x = 2, y =1, £ = ~2, -

Comprueba que estos valores satisfacen las-eouaciones (2) y. (3)
sustituyéndolos en ellag, :

Ejempla: . o BT
Resolver ol siguiants sistema.por bl matode de sutitucidi: * -
x -2yt @=L )
x-Jy- 2=~ (2
Ix + 2y +ox = & ()

Resolviendo pars z la ecuacion 6]
=4 -3 -2 (4)

-y sustityimos &g ecuaciones (1 y (2)7 T .y
En la eeudeidn (1) SR

X - 2yiE 2 - 3 L=
x--2v+5’-_’—-8x—-4y,‘==-1 )
- Sy = ~7 (sy

En la rcuncitin {2)

(2 - 3y - {8 - 3x - 2y) = — 11
W~y -4+ 3 kY o= —1
Sx - y = = 7 (6)
Resalvienda pars  a veaneion (6)
y=hx +7 - N

&
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y sustwtuimas en la ecuacian (5)

-nﬁ--l-.l

- 6x — Bibx + 7]
~ Bx - 30x — 42
' - 35x
x

n o
1

Sustituimaos x por ~ 1an lo rcuacién (1)

y = 5{-1} + 7
y=—5+7
y=2

Sustituimos x poar =1 y y por 2 en cualquieru da las neuacio-
ne originales (Io hacemon on la (3)).

(-1} + 22} + 2 =4
-3 4+ 4 +2=4
=3

Por la tanto |o solucidn del sistemn os
x=-l,y=2yzr=3

Ejempla:

Un equipn estd formado por 60 jugadores de lns escuelos Pre-.
paratoria, Agronamia y Eeenomia. Hay diez alumnoe menos de
Economia que 1a suma de bos de Preparatoris y Agronomio y el
nimere de alumpas de las escuelas de Agronomia y Economia ez el
doble del niimero dr alumnos de la cecneln Preparotoria, ;Cudntos
alumaos hay de cada eseunla?

Representamos por medin de una ingégnits Jo que nos pre-
mintin: '

x = ntimero de jugadores de la eacueln Praparatacia
¥y = nimuro dejugadores de la encuels de Agronomia
z = nimero de jugndores di la eeeneln de Economin

(ion kng edatns que nos proparciona el problema, o5 neeesario
foemar tres aenaciones va que lenemos bres incignilas y o hacemos
fe: la signientr forma:

x 4+ y -+ 2 = 80 Fl Letal de jugadnres farmado por las tres escue-
lug os GO),

Sumamos bos de Preparatoria y Agronomia y le
restamon 10 para pnder ipualarlos con los de
Eeonemin,

¥+ vy -10

It
~
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Por lo tanto |4 solucion ol problema es:
Nimere de jugadores de Prepuaratoria = 20
Nimero de jugadores de Agronomia = 16
Numero de jugadores de Ecanomin = 26

y+z1=2x Los de Agronomin y Econominsan el doble de
los de Preparatoria,

Eecribimos las tres ecuaciones encontradas de la siguiente
munera:

: o _ Ideas Antes de resolver un problemu de planteo, no alvides lo -
x+y+ =80 n ; o S para un prohlema  guiente, ya que te serd muy @til para que puedas Negar a su solucidn:
xt+ty—z2=10 (2) ' T - de planteo. 1. Leer cuidadosamente ef problema huaty estar seguro de habero

-Zx ty+z= 0 (3) ' entendido perfectamente,

2, Representor por me dio de incognitas lo que se pide,
3. Hdentificar qué datos ae conocen en el problemn.
4. Relacionar fos datas conecidoa con las inedgnitus por medio de

Hesalvemos este sistema naando el método de suma o resta:
A I cewacidn (1) le sumamos la ecuncion {2) para climinar .

x+ty+ =60 ' : ' ’ . ecunciones,
* xty-z=10 5,  Resolver el alstema dr ecuaciones a que se hs llegado usando
2x + 2y =70 (4) - algunos de los métodos conosidos,
A la ecuncidn (2) 1 sumamos Lo ecuacion (3) pere eliminar 6. Comprobar lu solucidn.
también z
L &
— 3 tyd+z= 0 o O IEREES 7 REAETIVOS 1} AUTUEVALUACIUN
- xt2zy =10 (5) ' - ; : S ' '
) SR o Rt-mlvur los piguientes mtemns de ecuanmnea lmru]cu con trea varuhlcq ugandi
Multiplicamos por -;- la ecvacién (4) y le sumamos la councién o _ cunlguier mnmdu.
(5) : | - |
3 x+ Wy - Ar =1 D &&x-3+ 32=8g
x+ y=136 ' - y-2=4 ' ' 2x + 3y + 24z =1
-xt+ 2y =10 dx - Iy -6z = -7 6x - y+ 62=-—1
Iy = 48 : .
y =15 hy x+y+z=13 g G+ yfar=2
‘ ZA by~ zm —B -yt me -3
Sustituimos este vulor en la ecuncion 4 ] . ' I -y rr=10 In~ 2~ 3 =6
2+ 2015) = 70 R Y At Ay - 2=3 C R x-By+m=g
"4+ 30 =70 oo . L : 2+t A= -4 ' S M~ Y44 =8
2x =70 - 30 _ s3x v+4:—4 M-yt 2=2
< = 20 ~d)..'-~'3x+ ytdes=6 0 L by Fl =2
- . 3 - y~—-6z2=24
Sustituimos lus yulores de v = 16 y x =20, en fa weuncion o Bx + Ay + H=8
M - | . o
¢) D x+Iy-2=2
20 + 18 + 2 = 60 ) T - da=1
3% + 2z =80 W+ + =14
r =80 - 36
z =25

6 R .
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Médulo 4

UBJETIVUS ESPECIFIGDS

Al 1ermmar de esmdlur catc muduln él alumnu' .

Explu:ura en qﬁe cunsiéta titin deaignaldad Ilnc.nl
Graficora desigualdades en.el plana cartesisna; :
Explicard ori que cansiate un sistema de desiguzldades lineales con dos incognitas,

Resolverd siatamas do desigualdades hnealeu con dos inedgnitos uuhzandu el 'métnda.

grnflcn .

Resolverd problemas de plonten can mstcmu e dﬂslg‘unldndua linealea mrdmnta el
métade grafice,

ESQUEMA RESUMEN

. Sistemas de
Dullig:;lli:d“ P desigualdadea
linealen
o . Mctodo
Snlucidn > gréfico
Aplireciones: Canjuntn
pragramatidn lineal rolueinn,

65

Una desiyualdad
lineai o1, ..

66

4,1  Sistems de desigualdades lineales con dog variables

A un sstema de dos o mas dcsig'un]duslca de 1z forma

‘Ax + By +C>06 Ax+By +C<0 o cualguier forma

cquivilente donde A %0 6 B0y A, 8 C € R se lo lama un
sistema de desigualdades lineales con -dog variahles, La solueion de

- cate sistemn puedé encontyame por. varios métodos; #in embargo,
' nosotros usaremos edlo el mélodo grafico. Recuerds que la grafics de

una deslguuldad ron todos Jos punmn localizndoa en lo-mitad de un

_plnnu y por lo tanto, la grafics de un sistema de desigualdadeg es la

interseccion de lugdos mitades de planos que representan los grifices
de cada una de las deﬂgu:_ldnde_n lineales
También es necesario que rocuerdes todos on postulados y

‘teoremas do arden, y4 que ta serin (tles para comprender cf método
grafico que aqui usaremos. Vamon primers o conatruir las gréfices de

algunas desigualdades linesles y en todos ellos, primero, escribimos
Ia desigualdad lineal en |1 forma equivalente a que se llegn resolvien-
do pora y, En caso de que no tengamosy sord la x la que dejaremos
sola an un lodo de la desigualdad,

Ejemi:lu:_

Graficar x + y ~2 < 0; resolviendo primero para v y su-
mindole a ambos ladas de la desigualdad Ioa inversos aditivos de ¥ y
de -2, nos queda

¥y <—x+2

Ahora, graficamos In recta y = ~x + 2 que ea |2 que divide

o} plane Cartesiono en dos remiplanos; para ello encontraremos la
intersecciencs de ln recta con los ejes de coordenadas, cuando

x=40 . y =2
®o=2 y =0

(ver figurn 18)
Las coordenzdns de todos los puntos que quedan debajo de ln
rects, sabisfncen |a desigualdad (pricha algunas de ellas) por lo que la

grifica del conjunto solucidn e el semiplano que queda lncalizada
debajo de la recta,

Ejemplo:
Graficar x + v =2 > 0 (esta desigualdad difiere de ta anterior
sola en que &5 > en lugar de <), Resolviendo parn y nos queda

Y>> -x + 2
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Figura 18

Y

1F
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Todos los pares: ordenados r;uyfa ‘grifica: f{‘ucda arribu de fn
recty, satisfocen la desigunldad por lo que la grifics del conjunlo
sclucidn ca el semiplano localizada arriba de la recta, (Ver figura 19)

Ejemplo:

' @ : “Graficar la dcniguqldnd-i_r. > 2.

Y
3l

Figurs 20 C

El conjunto aelucién es! Todos los pares ordenadon euya figurn
e8 el semiplano loralizado s fa derecha de lu rectg™x = 2,

Ya hablendo aprendido edme se grafica unu desigual dad, resol-
veremos ahora ulginos ejemplos de sivtemas de desigualdades linealea
con.dos variables. Para mostrar [a salucidn del wistoma, graficamon lns
degipunldades gie fo formon sobre un mismo sistema de coordena.

- dus; siendn la solucidn fa interseccion de log eonjunins.aojucion de
cadn una de ellas como ya lo hahiamoy dicho enteriormente,

Ejemplo:
Reaolver ol sistenu de designaldaden lincalea.

@ x-2y+4a>0 - (n
vt y-2c<0 V3]

_ Transformamos privsern eada una de das designaldedes a otew

68
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equivalente resolvienda paro y Para la desipualdad {1) tenemos que

vv:%x-l-! spor qué?

Para lo desigualdad (2) tenemos que
y < —-2x 4+ 2 jpor gueé?

Ahora, graficames las dow desigualdades en un miamo mistema
de ejen enardenaides y.nos queda |1 siguiente figura,

Conjunto solucien \ Conjunte solucién "/// Conjunta
para |a desigualdud para lo desigualdad / solucitn
v<-;-:+z y < ~2x 42 pare el sistema

64

Ejemplo:
Resoiver ¢l siguiente sistema, x> 4
x+y+2>4
~-x+y—-3< 0
@ Transformamon el sistema al siguients que es equivalente
x> 14
> —x—2 [Porquél
y<x+13
Graficamos las tres desigualdades L

Y

Figuea 22

Conjunto solucién — Conjunta rolucion
para la deaigualdad —— para la denlgualdad
x> 4 y<x +13
Cunjlni_l'l.snlu:i('m / Caonjunita solusidn
para la desigualdad /7 para el dislemin,

y - -2 )
w
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Ejemplo:
Resolver ¢l siguiente sistema. Yy <4
2x - Jy <6 7
Transformnmos primero 2 un sistems que es etjuivalente @
L | .
Y 2 ;For qué!?
Yz 3%~

Graficamon ahora las dos desigualdudes

%
L1
43t
Ll
\ B Y ‘ ' Y Fim:rn 23 T
Conjuntu solucian Conjunto solugidn o
para lu desigualdad parala ﬂesigunldnd R\\‘,:-: -
¥y <4 2 ) AR
y 2 Elaliad = o N

Conjunta salucion para el sistema,

el

Aplicaciones
de desipualdades
lineales, -

72

La grafieu del-conjunto solucion, es el conjunto de puntos de
lo interseceion de loy grafices de los dos conjuntos solucidn de las
desigualdades que forsnan el sistems, udemis en eate ejemplo todus

los puntos tjue pertenecens o la rectn y =% x — 2 son también
elementos del conjunto solucidn del sistema, debida o que en la

sepunde deaigualdud tenemos  y » % x =2, esdecitls y puede

serigualn% x — 2 & mayor gue ..;. x -2,

Bl uso de las desigualdades tiene una gran variedad de oplico.
ciones; aqu{ daremos una de ellas lamida programacion lineal, Si s
tienen dos cantidades variables que son controladas por on conjunto
de condiciones que puedan sor expresadas como désigualdades liness
les, entonces la prificr de este sistems es ¢l conjunto de punios
dentra de cierta figura geométriea limitada por |ineas rectos Namada
poligono. Dado que podemus expresar une tercera cantidad come
una expresion lineul en ls que intervengan las mismoa dos variables,
su vulor mixime o minimo ceurried para los volores de fas variables
en uno de log-vértices del poligono; desde luego yue eate hecha no lo
demostraremos nqui, pero lo tomarenios como cierlo, i quieres

* ampliar més tus conocinientos sobre este tema puedes consultue uno

de'los libros que ge dan en |a bibliografia,. .
En seguids vamos a-presentar ejemplos que:nos ilustsarin per-
fectamente todo lo que neabamos de decir, )

Ejeraplos |

Una ngencin de viajes est organizando una excursién par la
cludad y ha degidido qua puede aceptar como maximo « 12 persunas
de lns cunles deben ser cuando menos 5 hombres y 4 mujeres, La
utilidad por cada hombres es dz $12 y-por enda mujer ea de $10,
;Cuantos hombres y cuintas mujeres deben ir en )2 sxcursidn plrs
que la utilidad de e agencin sea méxima? .

Frimero representurmus por medio- de literales lus yariables que
intervienen en o problema, o sea ‘jeudntos hombrea y eudntas mu.
jeres.deben iren ln éxg&q:ﬁién? : Hagunlw:a.i ) !

X
Y

Lay condicionss que deben de cumplic x y y son:

niunero. de hombres
nimero de mujeres

[}

-'x+y

< 12 .nimerc mixino de peronns es 12
x > 5 nimero minime dehombres e §
Y-z -4: . dimero minimo de.mujeres es 4



Disponible an

Preparatoria
abiertaonline

Gruficamos el sistema, Lo solucidn del sislema esti en el inén.
gulo ADJ {poligono de 3 lndos) y nerdn los pares ordenadoa x, ¥),
representados en la grafica {ver Bgura 24), 7

Y
[
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y =4

Figura 24

En lu Bgura podemos ver que [x y) csti dentra o en el
limite del tridngulo A D 4y pueato que x, y € N, silo hoy 10
pares ordenados de miimeros naturales que satisfacen las tres desi-

12

'-.‘.!lE

73

Méximo -

¥ minimio-

de una funcién
utilidad,

74

gualdndes.. Cada uno de estos puntos estd representado en la grifica
per A, B, C.D,E-F, G H Iyl

La funcidn utilidad 1o representamos como Uy gueda expre-
sada como sigue:

_ - 12%  utilidad que dejan jos hombrea-
U =12 + 30y { 10y utilidad que dejon las mujeres

8i Ug es lu ntilidnd para A (54) y Uy pura B (6,4) ¥ usi
seesivaminte obtanemaos,

Para A (54} U, = 12.5 + 104 = $100
Pare B (64} Uy = 12:6 + 10.-4 = 112
Parn € (74} U, =12.7 4+ 10.-4 = 124
Parn O (84) Uy =12+.8 + 10+4 = 136
Pun E (55) Ug=12:5 + 10-5 = 110
Parz F (6,5) Uy =12.6 + 0.6 = 122
Para G (7.5) U; =12-7 + 0.5 = 134
“Para H(56) Uy, =12.68+ 0.6 = 120
Paru t {66) U =12.6 + 10-6 = 132
Pan d (57) U =12.8 + 0.7 = 130

Podemen ver que 1s maxima utilidad se obtiene en el punto
D (B.4), ea decir coando en la excursion vayan B hombres y 4
mujeres, Vemns tambidn gque la minima ulilidad se obtiene en e
punto A (54 es decir cuandn vayan 5 hombres y 4 mujeres; por In
que pedemos eoncluic que o valor maxime y el valor minima de la
funcion U ocurre slempse en algln vértice del poligono que se
formu con las desigunldades,

Hogamas de nuevo [n prifica anleriar y dr los 10 pores ordena-
dos fque anofizomos, consideremoz sdlo los correspondientes a los
vértices del tridngulo, '

En estr misma figurs tracemos algunas rectos do fo famitio de
rectas que representan la funcin utilidad, (Cbserva que estn familia

de rectoe tiene penidiente ignal 2 — %) (Ver figura 25,

Algunna de eatas rectas son boa rectas 1, 2,3y 4, v en ln fgurn
vemos que ol vértice mag progimo &l origen contenido en una de
estas rectss cs el puntn donde la funcion utilidad es minima (rectn 2
en nucstro caso) y el vértice mas alcjade del origen contenido en una
tc ¢slas rectas representa el punto donde o funeidn utifidnd es maxi-
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mu (recla 4 en ouestro cnso), Este método ey otra forma de deter . : o Antes de intentar resolver este pr_nhlcmn, YATNOY W resumir |oa
minar qué yértice del poligono representu ¢l valor miximo o minimo . . ) . datos cpnqgjdpu. por m_ud_:_o de uns tabla "
para la funcidn utilidad, c : S

.

L | - Didades por .|+ Unidudes pot | Upicades que s
& Col o lme | ke | e
“‘L o Fertilizante A * 00| " LTIy S ¢ ) oo 10
FeimzC |~ -0 | 4 | T o
Representamos por medio de literales 1o que noa: piden, Ha-
cienda
x = - litros que se compran del-producto |{quido
= kilos que se compran del producto sélida
Buscamos minimizar unu funcidn ¢ (costo) que catd dada por
C=1x + 2
Bujeta 4 las siguientey condiciones
bx+ y >0
2x +2y > 12
x + 4y > 12
En estos problemas de iamgrunnci:’)‘n tineal, ntra condicion que
(Figura 25) debe de cumplirse es que las yariablea no sean negativag, es decir que
’ xz0yy>0 .
Ejemiplo: ; _ " Graficamos todas estas eondiciones, (Ver figura 26),
Unu persons necesite 10, 12 ¥ 12 unidudes de lus ferdlizantes @ . - ) - S ;
A, By €, respectivamente pare.su jardin, Un produeto liguido con- '
liem:|5, 2 y 1 unidades dc‘ |f:ls fertili%nn!cs A By erpeclivumur‘flt@ R ‘ ‘ " Las vértices del poligono son los puntos’ A, B, € y D
por litte; y un producta solido vuntiene 1, 2y 4 unidudes de fertili- . : ST srcontramos el valor de la funaién costo en cada uno de ellos
tunte A, By C respectivamente por kilo, Si el costo del producto ) o : . .
liguido e de 83,00 ftro y el del producto ilido ca de 52.00 por Pars A (00) G = 3(0) ~+ 2010) = s20
S . e . ) ) Para B (1,5} Cp, = 3(1) + 2(6) = 13
kilo, ;cuintos litroy del producto liquido y euintos kilos del produc- . B = =
tu silido debe comprar, pora que el costo sen minimo y adenvia _ Pnru € @2 o Ce _ 8-+ 2020 - 18
cumplu con los requerimivntos de los fertilizentes A,By C? . Pare - D {12,0) 77 Cq-=.-3(12) + 200 = 38

75 76
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1ot A (0,10}

Figﬁru 26

Pademps ver quu ¢l costa es minimo en el punle B, por lo
que se debe de enmprar 1 lizo de pruduz.tu liguido y 5 kilos de
produrto sdlida,

En ln figum agterior, pndnrnna ver Lo recla que repruar..nta Ia
funcién costo, y s movemos una recta parulela hacin lo derecha de
entn recta, of primer vértice que loca ee el B lo eual coricuerds can
lo que y habiamos dlchn agerca de qué punlu hace que 12 funsién
sea un mlﬂ‘mﬂ

&

1. Loa pnmurna 10 gjercicios son. problemaa dc planteo, Jos cunl:a podris reaolver
medianle ol usa de sstemas de ecusciones lineales eon dos o tres-variablea y los sigienten

. - REACTIVOS DE AUTBEVALUACION:

17

2 ejercicios son problemns de programacion linea i tienea dificultzd en lo solucion de
eate ejercicio e le recomienda que vielvas o catudiar los ejemplos & indieaciones que se e
dieron para este tipa de problemas.

2} Unu colecta de bn Cruz Verde en una csonchy fué de $130, si habin 700 nifos y
cada wno de ellos oportd une moneda de $0.10 6 una de $0.25 ;eudntos aportason $0.10
y cuintos $0,257

hY" Durante un afic una peraona recibe $3,000 por 1a rente de don casne. 5§ Jas rentas
difieren en $200, v lo mis barnta estuvo ocupads sblo 10 meses del sfio jcudnto e ln

rentn de cada uno de fos casos?

Q)Un contratisia Hena trzbajondo 45 obreros en la construccion de una maquing, &

_una'parte-de eflos azen la parte A y la restante 16 parte B y.ademas sahemos yue los que
hacen ln. ps !
haciends lo purte A y gndntos hociendo 1 parte BY

arte- A san el doble de log-que hacen 1o parte B jeuéntos obreroe trabajun

J)Sn tienen dos soluciones de sol, wne al 5%y la otra 1 104 ;Cudnto debemas
pener di eoda unu parn hacer 100 litros de una solueion o 6% de sal?

n)'4:Dba neropuertos Ay B, estan a B00 km uno def otro y B eata af Norte de A,

~Un avignivolo'en 4 horas de A & [ y lucgo regresd a A en § harns. Si durente loda el

vigje cstuvn doplando viento del sur 8 velocidnd constante, unuontrnr la velocidad del
avidn emaire en reposa y b velogidad del vients, Usene In farmule. d =

d = distimcia en kilbmetros
v = velobidnd en kilémetros por hera
t = tiempo en hora

£} Un estudianie comprd un cuaderno, un lilro y una plama y en total pagd 100,
§i el libro costd ¢l doble que o plumn y 1o pluma y el cuaderno juntos costoron lus
partea de lo que costd ol Tibro jeudnto pagd el estudianic por cada uno de los trex cosas
que compra?

g} Un comerciante tiene tres diferentes ealidades de arrox con precios por kilogra.

.mo de §7; 89 y 512 respretivamente, Mezeln 1a mitad del de $7 con la mitad del de $9 v

oblitie untn calidad de 87,75, El resto del de 89 1o mezcla con el de 12 y obtiene una

calidnd de $11.50 jeudntos kilogramos de coda calidad original tenin si la aumn decflos
ers de 310 ky?

h) :Lids sumas de Ins edades de un pndre, su hijo y su hijn suman 75 nies, Sila edad
del pudrcn es &l doble que la edad del hijo y 10 ahos después [a ednd del prdre serd ol
dohle quela edad de la hija ;eudl es In edud de cads uno?

78
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i) Un matrimonio fue do comprus al mereado y entre ambaos levaban $900 para
gustur golo que el esposo gasto lus 2/3 partes de su dinero y la esposa gastd 45 del suyo
por 1o que regresaron o s coss con $260. ;Cudnto Nevuba cads uno de ellos inicialmente
pura gastar en el mercado?

1) Unsaatre tiene 60 m ? de telu de ufgodén y 80 m® de tela de lana. Para hacer un
sacw se necesitan 2 m? de tela de algoddn y 4 m? de tela de inna, Pars hacer un abrigo se
veeesitun 3 m? de tela de algoddn ¥ 2 m? de tala de lana, &Cufmlus gaces y cudnlos
ubriguy debe ef sastre fabricar para oblener una stilided maxima i cads saco lo-vende a

$20 v cadn ubrigo o $307, Representa por x el niimero de sacos que va fahncnr ¥ por
¥ el namero de abrigus.

k) Una compaisa renta dos tipos diferentes de camiones de carga; el tipo A tiene
wni netro clbico de espacio refrigerado y 2m? de espacio no refrigerado y ¢ tipo. B tiene
3 m* de espacio refrigerndo y 2 m* de expacio no refrigerndo, Uno planta de aimentos
necesita embarear 60 m? de productes que necesitan refrigeracion y 80 m* de productos
gue no pecesilan r:frigerauién iCuiintos camiones de cada tipo debe rentar para mini-

mizur sus costos o el cumién A se lo rentun o 51 el kilémetro y el camitn Bae lo rentan
a 82 el kilémetro!

Rl:pr(.m::l!l:ﬂc por X ¢l nbmero de camiones de L1pu Ay por ¥Yel numcro de
camiones dL tipo. B,

Bibliografia para consulta. Unidad 1X

ALGEBRA MODERNA

Eugene [, Nichols

Reuph T, Heimer

E. Henry Garland

Compufia Editorial Continental, 5, A
1969

ALGEBRA SUPERIOR
Ross H, Bardell
Abraham Spitzhart

Compuiiin Editorial Continental, 3. A;
1966
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~ “Paneles de verificacion |

MODULD 1 — VALIDACION

2x+y-10=0 x,yEAR (0,0) (50, (l8) xER
-y-4=0 (=2, ~10), (-1, -7), (3,5) € |

=By ~7=0 (=4 -7, (-1, - ¥V (2 - 2y x el

Ik 4y + 1 =0 (1, ~1) (-3, 2} (-7,5)
-3 -4=0 (20 :

Cax-y-7=0 (F,-8h b g.-Aaen

am-y-1=0 E.0,3. 03 -3
MAy-7=0 VLAVIHT, VI -3VZ4T, VB -3VBET)

-y -3=0 “/5_{ 21, 7, ‘ﬁ,"t. - VT3, ————“‘J‘—:"")

= —7vz ~13 1 pr
-4y ~12=0 (-7 "—"———l.(i,“a)- (5.—;)

.I. | — —- X -
/ (3,0) :

4

(0, -4)

B { : _ ) /
. : '. \\0‘&\ ‘ {02)
L El 4 ’ . a
) J | - .
o / 2,0
. o '
T a — X
g Lt \
L Y ‘
dy 4
/ (2,0}
T 0, - 2
. Y
9 |
i 1 1 { ! 1 "K
.:;//(—5.0) ‘ . o~
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D y=-3 i
g x=-2

hy y=20

i} x=0

4.

D oy=a-2

MORULG 2 — VALIDACION

Se interscean cnoun
punto,

84
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Se intersecnn en
un punic.

d)
Y
i
o
x4
Sy = 12
2 o4 10, 4+
= 2
o 2
R ] ] | 1 1 | ! 1 1 L
=-12=10 -8 -8 —4& -2 .0 2 4 8 ' B 10 12
- -2}
=
—ﬂ I~ . .
. . Bon coincidentes,
ur .
~10
¢} - ¥
Al
L 1 L] 1
e T R I
- jm
/
/ -2
: ‘ -1} Son parulelas,
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¥ : i h) vi
J o . . ol
f) gk
6} My ar
i 3L
at a
‘
2 p‘,l' PN

Son coincidentes,

—ff
~12; Se intersstan en un punto. , 5k
B ,
il.) x=2 y =3
B a=-2 ¥y = —1
0 _ 3
9 x=3 Y= 3
d x=4 Y= ~§
e} x=10 y =5
A8 _n
S h x=+ Y= 55
b + a? 2h —a
R iR =3
e _ 4
h) X = 5 Yy = 5
- — a _ 5
l) X = kT y = 5
o i} Notiene solueién, Son ceuaciones inconsistentes,
Se¢ interseean en un punto, k}  Unniunero infinito de soluciones,
=1 1
l) X = 5 ¥y = 7
m) x = -2 y=~-3
88
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o g y 1
g o 1 = =7
moa=go Y= B ox=-—2 v=1
a) x=4 y=-1 By x=7<=3 y=1
P ow=3 y= -2 ' iy x=2 y=2
B =1 =0
9 ow= v=1 D ox =
vy No tiene solocién, Son ecusciones inconsistentaa, : ky #=7 Y= -5
3 : - .
g =1 =5 1 1
. 2 ) x ="z Y=g
B ox=-3 =2
) 2 v m) x:'; y:-:-
3. n} x=1 y=2
- 8 _ :] . 1
FI) 11—‘5- ‘I""E \ n) [ | y:;
b} uw=1 y=2 : .
) x=-2 y=-1 v=1
)y w=1 " y=3 y=
v} Mo tiene solucitn, Son ecuaclones inconsistentes, s
x=1 =-1 y=1
D) 2 Yy =3 ve ot
g x=2 y=-3 , 2
W ox=-1 o y=-3 SRR
) x = —b- oLy =7 : A

N Un nﬁm’f_rn'infﬁpito de ac:)lltj.(.;iprj.g:n._' Sen 'fréé!ns dqi.rlnlfdg.l_l_lca.-
Ky we= gy =gl D

 MODULO 3.~ VALIDACION

o= 2 =l o2
) .. 3 = . 2=5F .
m)y R = : =32 - Jr = -1
n) Notien 'S 1.
oy ow= 2 2.
: ) S & ; =2 2= —3

_2: 3" :
Powsg & =-4  z=3

1 3

P x= K} Y T = % S m - %
r) ® = 10 y =8 1 1
o k= -2 y=1 h) =T v=-1 2E 3

=1 =1
- " ST ST B
ES = 4 =0 =1
1) w=2 y o= —1 boox Y z
b=t v = MOOULD 4 - VALIDACION
L) w=2 y =13
)y w=73 y=12 a)  #00 apartaron Ll centavos; 8} uportaron 23 centavo,
8 x=3 y =1 - by 5300y 5500, '

Y1
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¢} Laparte A 30;1a parte B 13,
d) B0 litros de la de 5% ; 20 litros de la de 10%.
¢)  Velocidad def avian en aite ¢n reposo 180 kim por hora, Velocidad def viento 20 km

por hors, I
f)  Cuaderno $10; libro $60, pluma 330, :
g} De 87, 100 kilogramoe; de $9, 60 kilogramoa; de $12, 150 kilogramos, - sob
k) Edad del padre 40 afos, edad del hijo 20 anos, edad de 1a hija 15 anos, :

i}  Esposa $600, eaposa $300,
1) Las desigualdades que forman el sistama son:

2x + 3y < BO £}
4x + 2y < 80 (2 .

Lu funcibn que se buscs maximizares U = 20x + 30y
Ly grificu dei sistema es la siguiente:

v L solucién dptima es:
Jl : . Rentar 30 vamiones de tipa A y 10 camiones de tipo B,

La solucion optima ea:

15 sacon y 10 abriges con una utilidad de $600 & 0 sscos y 20 abrigos con la misma ' )
utilided de 3600, ‘ .
k)  Las desigualdaden que forman el siatemn son!

x+ dy > 680 (1)
2x + 2y > BO (2)

L funcién que se bueen minimivar es

C=x+ 2y
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 UNIDADX

TNUIVIERUS GDMPLEJUS

~Introduccion

In. o} estudio del conjunto de los nimeros complejos, tratades en da presente

- unidad, se demucstrs qua_ dieho conjuto cumple con los porlulados de eampn, &e desa-

malln el algchm de los nimeros canplejes utilizando el concepto de par ordenede y se

s ‘r.stahlccnn 1as”ppertciones Tondamedtales de suma y mulllplu.nmon ¥ g proptedndcs.

Aamusmo st presenta la forma reotangular, ol mincjo de los ndmeros. 1mngmanm y lns
es de' sty divisidn, Para terminar, se snaliza fn salneién de ecoaciones en la
formu detmgular' y la obieneidn de" enices enadradas, Es conveniente hacer ‘Rolar la
utifizueién frecuente de log nimeros complejon en todas lak ramas de! lgebrn, par gjem-
plo: Finciones cuadritices y polinominzles y su emplea en la grametria unaljtica, Como
aphcasion prictica citaremos Ja de teoria de cireuitos de corriente alternn, de gran impor-
Lancia en a vida moderna,
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Objetivos Generales

Al terminar de eatudiar estn unidad, el durmtio:’

Mencionard les cornctecisticas de los niimeros complejos,

Resalverd operaciones de suma y multiplicacién con nﬁrﬂérnﬁ_qupl:j;ja aplict
laa propiedades conmutativa y ssociativa, o
Resolveri operaciones de resta'y divisidn con ndineros: complejon utilina
forma rectangulat de expresidn, e T
Renolverd operationes de raiz cuadrade con nimeros complejos,

Graficatd y obtendrd el valor absoluto de niimeros complejos;

Diagrama temético estructural

. Caepto o
dup R S L N_llmﬂl’_ﬂﬂ‘ .
R s Cﬂiﬁpu -. F. o . H compinjon

; Formi - Etuaciones de
Definition N - ' la forma
rectengular £+ k=D
Operaciones . Raices

99
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Forma rectungular de los niitnercs conplejos: 8-+ bi

Namercs camplejos conjugados: nimeros complejon expressdos en lo formo rectangular
que sblo difieren en ef signo de su parte imaginaria, ‘ :
T : respresenta ol conjugado de 2 '

. Yalor ahanfuio de: 2 Iz | = Vit + b1 N

100

“Modulo 5

OBJETIVDS ESPECIFICOS

Al terminar de estudiar este madulo, el alumna:

Explicari que es nn niimero complejo.

Explieard coando dos ndmeras complejos san iguales entre si,

Efectnzrd sumos con mimeros complejos.

Aplicard las propiedadee conmutativa y asaciativa en ls suma de niimeros complejos,

£SOUEMA-RESUMEN

Soucian de una \
eeupcidn del tipo

y=x1 + 1
L o i
Niimeras - Uparaciones
liiod o] con nimeros
| -eompie) 1 complejos \
_ Propiedud
- /| conmutative
| Defiwiein | 77 suMA - [

PR : o i Prop‘;:dad
penciativa

Mubtiplicaeion
{mddula b)
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5. Nimeros complejos . de C tiene exactamente ¢l mismo compaortamiento gque tiene & con-
: juuto-de los nimeros reales, razén por la que podémos lrabajur con
En un tema enterior fue mostrado gue & ecunciones como R como si [ucm subeonjunte propio de €.
= %1 + 1, les corresponden graficas que no interscean ol eje. X, . )
: L Definicion: Un nimero complejo-es un par ordenado | - Un nitmero
Y . : von companenles reales, 8, b y reciprocamente coda par orde. complejo es, ..
I\ : natlo de admeros reales e5 un ndmero complejo.

De- aguerdo von la definiciopn podemou representar o C en
términos de Ju. nr.-t.ucmn de conjuntos come aigue:

_ ‘ {zlz-—-lahl.abER}

. Contoda scgundad habrida notedo’ ya, que: cudn nimero eom-:
ple;u Be” tepreseritn . geomitricaments fomo. un’ puntn del plnnu, Y.
m:.fpmcamcnl:e cade puntu d:l plano mprcsenln wn nimera com-
pleju o

Sean 11 = {—3 0}, 2-.1 = “rzl 13 = (2 1)
tres numc.rua Lumplu;os cuyas graﬁum estan: dadau en In f‘gurn 2,.

3 v
. '
1 1 1 I | ] 1 1 » X
-4 -3 -2 - R . - PR
1 w 23
L L ! ! I L -
-3 -2 -1 Q 1 2 3 4
M Figura 2...'_
) Daﬁmcion. Dos niimeron nomplcjos son |gunlen siysilo | + Ipuaidad de
Figura L & tienen el ‘mismo primer cumpancnu: y lambnun Ao, |guuiea B § m'u_'n'eru:
" Hus ncgundus compnnentea. : _. complejos,
Ello mgmﬁcn que para ninghn "x € R", resulta y .= 0, o.sea :

que o en ¥ = x3 + 1 a g pele aglgnun valores reales, .
wcmpre serd distinto de cern; cusndo esto ‘sucede decimos ‘
ecuacion to tiene solucion en el nonjunto de ]os niimerod roaly Aas, ‘
soluuonea de tales ecunciones estin conlnmdas o un eor :
nimesos al gue llamamos £} Conjunto de los Nameros Com juu }
lo representamos por medio de la Jetea C,.oste conjunto Ceaun
complejos, sistema matemailico que vamos g dencnhlr o eyt cnpjtulo, ufh parte

102
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P 5 l Sumn denimeros complcjus

_Pnra tisda’

Como :ngmrntc paan- o o dnqt‘npcmn dr-i ennjunto dn nime-- .

ok compte]os definirrinag o apumcmn aima -cn' dicho. ann]lmm

adamis mastraremas queien € existe un. elementd idéntidad pars
dicha uperncinn Yy quecadn-elemaitn de G lu:nu fu mverso uriltwu,__

en el mlsmu conjunto; -

Def'miciﬁn:aunn 2y 11 E C,. Z] = (Bl, !,, l: = ‘ﬂj, b;'
l| + Z; = ‘Dl + ﬂ;, bl + hl)

7

B, h., b3* son nimétog rhalesy yu que Res cerrado rcsprntn ala
aperacién sumi, énfoncié ™ {a; + 7] ER 'y by + byl E B
potdemos: mnt.hnr quer Lo empanantes del par ordenadn que repre-
sentn b1 sumn gan mimerns renles, esta significa que la suma de dos
nimeros eomplejos 78 0 s ver nivmera eamplejn, Dicho de otra
manera ¢l conjunto © es perradn eesprcto a ba operacion suma,

Ejemple: Efsetuar ln operecion indicadn

13,20 + 43, ~ 4l =1 4+ 3,2 + {-4)
={4, -2

Fjemplos: (1,8 + (2, =11 +2
. (2, + @3,yi=02+3

Ejemplo: Eneoentra o volor de [x, yb #

{x, v} = (1, -2} + (2,5}
{x,y) = {1 +2, -2 +5)
ht v} =1{3,3}

..__3 y= 3

5.11 Pmpieda:lu conmutnhva ¥ asm:lntwa pam 1a mma en C

P

" Hemos; moabmdu qua C &y rn'rmdn rnsp:nm a lu upcranmn'
.aumu, ‘moslramos’ u]mra que 11 mma de ealna nUMEros e nunmuln—
. tiva,. para lngrurln dchomng eoncluic qur

. Por ‘definiciéi;, ba s de “dis nimaras cnm[ilrjns esun par -
" Srdenado con nnmpunantrﬁ {ay + 521y thy + H), como ay,

= (g, b}, I = Iﬂj,b:l -hipétesis
1+ €C .eerratluca parn aumn en G
Go= fay, b} + (ay,by) s propiedml de sustitogian
tay. + a3y by + by} o definician desuma.
=.{ay Hay, byt b} ipostuludo - conmutativo de-la
", sima pery oimeroa resles

= [aq,by} + (ay,b,) " definicién de suma en ©
AT propiedad de sustitucion
2oty =2y + oo propicdnd transitiva de las

igunldades

20, Para mostrar que a sumo eg Asorciativa necesilamos gue
purn Iodn terna de ndmerns complejos %y, 29, 23 €C
' LT T P SV R LI Y B B

z; = (a1, by), 13 = o3, b3}, 23 = (a3, by) hipotrsis
i+l €C

Domostracidn
de'la propredad
conmusativa,

Damaostracibn
da la propiedad
asozigtiva,

cerratura pata suma en G

7, + {2ty + 230 = o), byt + [{a, by} + In,,h 11 propiedad de austitucién

i

it

mnen R

{z, + 230 + 24
{2+ 1) + 2

LI VI I

7, +{z; +2y)

{fay, by} 4+ ny + a3, by + by definicion de suma en C
{8, + (a; +n3) by + By + byl definicién desumaen €
[tay + a;) + a5, {by + by} + b3¥  postuledo asociativa de la su-

Hay + 2y}, (o) +b3)[ + {as, by)  definicion de suma en €
{lay, by} + {a, b3l] + laz, by} definicion de sumn en €
propiedad de sustitucion
propiedad transitiva

de lag igualdades

Bl tlemento identidad (x, v} para la suma de niameros com-
picjos, debe satisfacer b siguiente igualdad;
Paru todo {a,bl E C

fo,8) + Ix,y} = (a, b}

Ugande )z definicion de suma de niimeros eomplejos tenemon
fa+x, b+yh = {anbl

" Haciendo uso de la-definicién de igunldn‘d de nitmeros compic-

_]osrusuiln a+x=pn ; b+y=Hh

Comu a, X, b, ¥, son nimerns reales eslas equaciones son

de nimetos camplc]aa ee el par ordenada (0,0),

Ejr.mplo' i2 3+ (o, o) =42 +0, 3+0) = (2,3)

= 0, consrcueniomenie ¢l clemanto identidad para -

Llué
igualdad debe
satisfacst

- of elementa
* {dentided?
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De lz mistma manera podemos eatublecer ¢f inverso adity o de.

vada nlimero complejo,

Revordemos que el inverso aditivo de un elemento €1 un-gon:

junto, es otro elemento del mismo conjunte tal gue ab elsctiar la
sumu de ambos, e obtiene el elemento identidad pari la suia,
Sea Ix, v} el inverso nditive de (e, b)

enlonces: (a, &) + (x,y} = {0,0)

la+x b+yl = (0,0
a+x=0,b+y =9

definicion de suma

definicion de jgualdad de nd-
tneros complejos

—h propiedad del inverso aditivo
para niimeros reales, :

[}

X ==8Y

Por tnto, el inverso wlitivo de{s, ben el par ordenado {—a, —b)

REACTIVDS DE AUTOEVALUAEION

1. Efeetin lay operaciones indieadas en el siguiente conjunto de problemas,

&

13, =1 + {1,5)
(~2,8) + (3,2)
{2, -3} + {-2.3)
~3,4) + {1, -2)

9. 7 4
{3, -5-’ + [~ rih "5"]
{1, =4] + {3, -2)
-2,4) + |-2,4)
0,3 + (0,2

2 Encuentrn el valor de (%, ) en cadn problemn wsando fas definicignes de suma e
igualdad de niimeros complejos.- o ‘

106

x,y) =1{3,2) + (3,4}
oyl = (=1,3) + (3, —4)
5,2} = {x,y} + 14, -1}
7.2 =11, -2) + {x.y).
2,11 = {~2,1) + i{x,y}
3, -7} = (2, —-8) + (x,y}

1 1, _ 1 3
(-2-. "-) = {x,y} + ('-.' 'i':._"')

" OBIETIVOS ESPECIFICOS

Al terminer de estudiar este modulo, el alumno:

1. Definird la mﬁltjplicncién con nimeros complejos
2. Explicard In propledad conmutativa para la multiplicacion con nimeros complejos,
3. Resolverd multiplicaciones con niumeros complejos, .
4. Mencionusi cudl e el elemento identidad para la multiplicacién von nimeros com-
plejos.
5. Explicard por que el conjuste de los nimeros complejos.es un campa,
6. - Explicari como se ssocidn Jos nimeros reales 'a Loa commplejos n las operaciones de
© suina y rests, ’
- ESQUEMA-RESUMEN -
Cunct!:plu - N L Operaciones
Code ‘ _um’cma _con nhimeros
cumpo complejos compilejos
a -_(]crfndura T S""T
- . Conmutativa ‘. 1 ("‘_Ddu o 5)
&g | Asoeiativa . =
-, [ Heacialya - T P .
8 S Diateibutivg .. | : . cmr:::lﬁ‘::\j'a
T i :_.Elcm_l;:n'lbl' idént_id_ﬂd o R ‘-' L, '
: Elémentas - inverso . M?’Ihnhc‘_““’"
Identidad
multiplicativa
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6.1 Mutiplicaciones de niimeros complejoe

Existangia Al definir la mullipl.i'cair.‘iﬁ'n de nitmeron complejos mostrare-
del slomentc  mos, que existe en © cl elemento identidad para dicha operacién, y
identidad, que cads elemento de C excepto (0, 0), tene cu el misme comjunta

s friverso multiplicativo, que ln multiplicacian de nimeros comple-
jos es conmutativa y Accptaremon que e asociotiva y que se
distribuye sobre 12 sumn, . '

El producta Definicifn: sean - 21,22 € Ci 23 = oy, by, 23 =lay, ba)

da nimaros %0 23 = log, ) - {ag, byd = (048y — bl'h‘lc by + byl
. complejos -

ta estabilace, .,

- cioned parlo’que

- log componen tes del |
. Timetes ¥

Y :—-.(,“fl“h "h:h:- .ﬂllii:"'f_'bi1f!:.1.'.. S

ey = g nl._.—_‘.blbl'a.alhl:'*'* LT _
':kri‘h:dn que 1a multiplicucion y lasutns dr miméros reales son conmin:
tativas, pndqn’ma EX[HCBRN B
Z:0 2y = lagn ~ bzby, byay + aiby) = {aya; ~ bibg, 0yby + byl

[ 35
232y = lajay — byhy, 8yby + byay)

con lo que lenemos -

z;z3 = loyny = bybg, aghy + bBjag)
132y = (08; - byby, aph; + byai}

108

y entonices 2(2; = I3;, por lo propiedad transitiva de lus igual-
dades. Por In tanto: la multiplicacidn de nimeroa complejos ea con-
mulativa,

(3.2~ [-1)5, 3.5+ ~12

Ejemplol: (3, -1 (28}
{6 + 5, 16 -2}

(11, 13}
Ejempla2: {23} 0,1} =1{2.0-3-1,2.1+ 3.0}
: ={0 - 3, 2+ 0}
= (-3, 2}
N2 o=0.-1-2.01-0+2.7)
Lo ={1-0,0+2)
= {1,2)

existe-en G un elementa identidad pora lo multiplicacion,
mento’ debe ser un (1, y! tal que, hogo cierta ln siguiente
;pura todo {a;b) € €, de la eual partimes yara determinarlo

G ¥h ={a, b} ~ hipdtesis

v, ay. + tx) = {a, b} definicién de multiplicacion
o Lt de nbmercs complejos.

ax-—by =8 y -gy.+ bx =h  definicion de igualded de né-
L meroe complejos.

" Resolviendo este slatema de ecuaciones tenemos: x =1y =0

luego (1,0) #s ef elemento identidad para la muluplicacian,
-Conviene hacer notar que los valores de xy dey no dependen

dea ni'de b y porlo tanto-(1,0) funciona como elemento identidad

purn todo foyb) £°C,

De Yo misme forma podemos catzblecer fa existencia en C de
un inverso multiplicativa (reciproco) pacs cada elemento del conjun-
to con excepeion de (8,09,

Sean (o, bl, {x, ¥} € C con

{a, b} fx, ¥} = (1,0] hipdtesis
{ax-= by, ay + bx} = {1,0 p definicion  de ‘multiplicacidn
" enC

e - by =1 y sy + bx = 0  definicién de igualded du né-
: meros complejes

] iGémo
esteblacemos
e elomante
idantidad?

LPodemos
demaostrar

la existencia

del multiplivativo?
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Resolviendo este sistema de ecuaciones tenemnos!

(1) ax - by =1
{2} ay + bx [}

[}

(1} =x - by

ordennndul
(3) bx + ay

1]
-d

o

elx —~ aby

: muluphcando (1) pnr ay(2)porby
aby + bix = 0

Buman du :

(4){a? + 53} x = » _ :
X= gpr 0 A b 0, cadecirsi (b (0,00

‘l

» — n -‘ g
T~y = sustituyendo x = Ty cn.:(l)
] . L
;’_fT - 1= by sumando by — 1 e ambop lado
1 g1 _
LF'.;'hx—l.,l = by efectunndo
b .
roparciall ) SN simplicarido "
:‘,—_;bT,' =y mulilplmnndu por - -~ umhonladn

de donde el inverso mu]u’plicaﬁ\:ru_‘de ia, b, ai {a, b) # (0,0} &
[ . —b
.‘a’-v-h"n’i-h”

En el ¢aso en que {a, b} = (0,0, no es poulhl: encon
eomplejo {x. v} tal que (a,b] {x, y) = {1 Bl

yugue (00} {x,y) =10 x 0.y, O y+0-r.l
= (B - 0, D+D)
=

0,0
y (D,ﬂi # (1,0} puen D 31

Por tal razén, decimos que €l elemento {00) 0o tiene mvmu
multiplicativo,

. t.umt.u.qstm

Ejemplo: Determing el reciprovo de (1,2
Solueion: Enestecaso 8 =1 y b =2

117, p— = 1 = 1 —b = Z* =2
HE et + b? Tra 5 Y Ty 144 5
por lo que el reciproco de (1,2) es (.é. , - .s_]

Comprueba eate resultodo multiplicando
0.2 G- B =iz, 2h a2 = nor
El I‘t.ClpI'OLD de z= (l b e m.oalumhrn rat.nhlr como. : 61 [ '
; ., b

6.2 El con;unln de log numem_u cnmplejuu es un campo

Hémon estublecido un conjunto en el que e han definide dos’

operacioncs, sumn y multiplicaciéng smbae operaciones son hinatin, Lﬂué propiededet

es decir, ¢l conjunto vy cerrade respecto u cadu una. de estas ape-
rncioncn. Cailn'opiracién en ponmutativa y-usosiativa, ndcmns la mul-;
tiplieacién ee- distribuye sobre la sama; porn cads operacién’ existe e
el-eanjunte un elementa. identidad, 'y cada- elemento del conjunta-

. tiene ¢nfel mismo canjunw i jnverio para lu sume Y. 5 én'diferente ;

de’ (0, O !lcnc ‘uinibién: un mver&o para. ln multlp ncmn i daa eatas:
N nl ', H i

Conmutativi 2, + 5 =2t 2y
: ! --zl';z‘n =.zz A_Zl'

' +lz;+z;,' cz,:rz,)
lz, & z;) =7y z,} x

-..,‘ 3
: |

Dtstrlbutwn k1, 2, 2: E e 'l‘:;'
Para toda o ‘Z: A as) =z,2y + 11?-: )

[denﬁdndeu

Existen en G dos eleinentos {0,0) y (1,0) difecentes entre 51 tales que,

s (g, blEC

debe satisfacor
" el conjunta
de los nfimeras -

. -complejos para

- Que see un

campo? -
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‘Ordenacién

de! conjunto -
.da los nitmeres
reoles. )
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)+ 10,01 =.¢o-6'ru4»4a = la,0)

y

{a, b} l‘! U! = (1 o (a b} = (n.b)

(0, 0} - eu &l elements iduniulnd para lo suma

{1,0) s el elemento identidad para Ja multiplicacién
 Inversos

Pnrn cada 2 = {a,b}-€ C existe también an C un elemento
—z=-— (ab) = (-u -5,

'
1

tl gue (8B} +. ('—n.—h) = (—a —=b) -+ {n.'b} = (0,0}

Parpcnds 2E.C, z ok 10; 0} exiite un 4- €& 'C tal que |
1 1

o= t—-ITUi
- 1= » ;-b .
5[ .= {o;b), (——,+b,.‘.,+h,l
s, bl( —“—— (10!

T T

Viira' ordenaf'el confunto. dn lna ndmeras reales, fue neceario

que. indujerag la corrcnpnndcncm hiunivoca entie esle cnn]unw Ry

el ccm]unm deé pintos-eri una linea recty llimadaredta nwimnéries o
encala numérica {ligura. 3), Ev esta carrespondencia lo que nos per-
mite ubiear o un pimto enle recta. uando conceemoy w coordenadn
o nimero real asociado,

. Correspandencia:

hiunfvoca entre
los elementos -
de & ¥ los puntos
dol plano.

112

Figura 3

En esta unjdad ta hemoa indicado qué existe una correspan-

dengin biunivocs. entre los elunentos de £ {purea ordenados con’

componentes renles) y [oa puntos del plano, Tado punto del pluno se
determing -cusndo conocermos su por ordenndo o mimaro complejo
sgociade,

Cuando el segundo componente del par erdenado es cero, la
grifica del niimero complejo ez un punto an el eje X,

Y
'}
_ --_...'.--..-.: z = (s, b
|
'h
i
H =X
Figura 4
Y.
4
r= (a0
Sl @ w— =X
Figura §

Con:le anterior hemos considernde dos formes distintas de
referimon 0. un punto de una recta: medianle un nimero real que nos
indica. la- separacidn entre of origen y el punto o mediante un por
ardenado que ubica el punto en el pluno. Este hecho de padcr refe-
rirmos a cada punto del gje X medisnte un nimero real 8 6 mediante
el par. (s,0}, nos ayude a viaualizor la correspondencia biunivoca
enire los elementos 8 € R y {8,0) € € y que esta eorrasponden-
cia pe preserva & través de lan opernciones suma y multiplicacion.

Relagibn antre
punta en sf plana
y par ordenndo,

113
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8
(8,0)

@ ‘ Ejemplo: 6 + 3
(8,00 + (3,0

La suma de dos nimeros reales ¢ el nimero asociado
con la suma de sus correspondicntes complejos

o
10,6}

@7 Ejemplo: 4 + -4}

/ (4,00 + (-4,0

nn

El produclo de dos nitneros reales es ¢l niunero asociado
con ¢ producto de sus cormespondientes complejon,

S
3.1 =

(30) « (3,00 = (1,0)

5 « 3 = 15
{5,00 - (3,0) = {15,0)

il

En forma general

s + b =a2+bh

2 t
{2,0) + {b,0) =-{a +h,0)
y T
a + b = a b~
$ } $

{a,Q} + b0} = [a:b,0)

El nqniumu Dado que los nimeros complejos de In forma'ta, 0) tenen
de nimeros reales  exactamente el mismo comportamienta de los nimeros realés.en lo
ez subconjunto referente o lus operaciones de suma y multiplicuclén, no existe im-
del conjunto pedimento para representar el ndmero complejo (8, 0). como s, y
ta nimeros congiderar al conjunto de los niimeros resles como un enbeonjunto
camplajos, de C.

Si kER

k la, B} = {,0) {a,B) = (k-a—0-b, k-b + 0-a) =(ka, kb}
114

o sea k(u,hl=(k-a,k'-h)

- Ejemplos: 8i k= —1

=11s, b} = [~a, ~b]
s k=2 [a,b)=1{3-4)
2.43, -4} = {6, ~8)

Ea probable que e preguntes por qué en lugar de los niimeros’

complejos de la forma (8, O} no consideramos los de lo forma
{0, b); ln raridn es la siguiente:

Aln cunndo existe la correspondencin biunivoca entre los ele-
mentos de R y bos del {2 € € 12 = {0, b]} estu correspondencia no
pe presecva a través de fa multiplicacion :

‘a +« B = ah
(C,a} - (0,b) = {~ab,0)

2 . 3 = [}
= {=§, 0}

|°, zl v (Ou 3)

REACTIVOS DE AUTOEVALUACION

L Biectia las operaciones indicadaa en el siguiente conjunto de problemas:

S a)ia =1 115

=24 (32)

e} i2,-3) [-2,3) ’ .
Cdy-3,4) (1, -2) FIEERT

Qiaigh, - 21

Dy -4 13 -2 - o
2112 -1,2

n} {03} 10,2

i) {x, ¥} 10,0}

B te,1 10,1

kyop

IRRLE

115



Preparatoria Disponible en

Preparatoria Abierta Online

a bl Erta Oﬂ li ne | www.prepa-abierta.com

a._

% Encuentra [x,y); (~x, -y ﬁ s existen. K o MﬁdUID 7

B (vl ={-12] 2,3 : '

b) (—2a1) (XrV} = “40}

¢ buyl=1-1,3) (2,-4) DBJETIVOS ESPECIFICDS

d} 8.2} =[x, y] {4,-1) .

& 1, L&) = 2, -3) Ix, Yi : . . Al terminar de estudior este médula, cf dlumno:
Nyl =12 - %. ;‘éE, 1. Expresari niimeros complejos en forme rectangular,

11 2, Renolvera restus con nitmeros complejos,
g byl =12 -4 =, o) 3. Repolverd divigiones con nimeros complejos,
4,

Resolverd operaciones con niimeros complejos y au conjugado

ESQUEMA-RESUMEN
lj Numeros DPBW'I:_lnnun
lej con numeron
s complejos

Rests
Forma Divisis
rectangular ivisian
Cnmp.lcjos
conjugados

116 .
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LComo podemoy
represanter

1 Ios nitmeros
complejos

pars facilitar

s maneja? .

&

L0ué nos
rapresantn
- el simholot?,
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71 Forma rectangular de los Nimeros Complejos

El considerar ol conjunto de los nbmeros reales como un sub-
conjunto de C hace posible expresar cada niimers complejo en ot
forma, llamads forma rectungulue de tos nimeros complejos la cual
simplifica su manejo, Lus definiciones de sumn y meltiplicacion en €

permiten expresar fos pures ordenados {a, b) y |0, b) deda elpuients
manera: '

+ {0, b)

{s, b} = (s,0)
)=bm {0, 3)

¥ {0, b

Entonees, nuautuyu:ndu la. exprcmun parn (n b] de egundy

igualdad en la pnmera Le:nemoa
(s, b] = (s, 0) + {b, o) tO 1]

_ Rzpr:sentando los EOmplﬂJDB (n 0) y Ih, O) medmnt
meroj reales asociados; tenemos a

(s, b) -n + b((.'l ‘Il

y roma (0,1) se acostumbra representarlo por . 1 reaul

{a,b) = a + bl .
Ejemplos: )
2,3) =2+ 3
(~3,56) = -3 + &j
€ -1 =0+ i) = —i
0,0} = 0 + ur =0
Lol=t1+o0=1

Un hecho que ayuda o simplificar el mungjo de Ims numuruu

cumplejos cuundo fos expeesamas en forms rcLLangulnr R
Fujente: A= 10,1}

de donde = {0, 1)3 ‘

¥ como 0,12 = 0,1 (6,1) = (~1,0)
iuego 1 = |-1,0)

pero {=1,0) = =1

entonces it = -1 ’

) .lrl ::‘" b;"é = + b-gl -

Sin embargo, in simplificacién del menejo de los ndmeros com-
plejos en la formu @ + bi resulta realnente ul poder operar con silos
como si fuersn ndmeros reales igual que podemos hacerlo con fos
elementos de cualquier conjunto que sen un csmpo,

Pongames por ejemplo la multiplicacian de nimeros complejos:

Sean z, =a, ¥ byl 2, = a5 4+ byl
zyo 2y = {8, + b} {a; + byl
2123 = @yay T bbby ¥ aybyl + byagl
25+ 23 = a4 +-h|h:('—1] + a;bgl + b[ﬂ:]”
22 = (agay —byby) b fjhy + ol
Tem = (ﬂjﬂz - blhz. ﬂubn +'ht513

Aplicecidn dal
simbaolo [a + bi],
a la multipticacion

de nimergs
complejos,

Eutn rieyn notacmn de Ina ‘nimeroy l.umplc_]ua motwa 14 re-

prewntnclﬁn de [as dnﬂmmunes dadas en eatn umdud en lemunus de

i nolucmn a.+ bl
Ccm]unl.o ie: lm numeros cumple;uu

€y smu T
Suma de numema Lomplc;us.. n . :

la, + b[]]' + (2, + b;l] = fay + a;l + (b, + b:)l
Multiplicacién de nmeros complejos:

fay + byi) (03 + by} = [n,n, ~ byby) + {a)by + byagli

+  Usando
-8l simbolo
. [a+bi]
- represantar

;Ias delinlclones dal

e nbmeros

- 5i usnmos allorn In forma rectangutar pura expresar lm nlme-

rus de la forma 10, b), tenemos
{0,b} = 0 + bi = bj
A eatos nimeros se les conoce como imuginarios o complejos puros,
Desde hace mucho tiempo, s ha considerudo que cada sumane

do'def nimero a + biws una parte mdepnudienlt' del mismo, y e ha
Hamado a o la parte real y a bla purte imnginarin del ndmero sun

119
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“guande de; imoginario
Creales, T
. " Ha'quedado cstabilecido que el conjunto;de 1o nimeros com-
“plejos ¢a’un eampo. Cantinuumos alioes 1o description. del’ minia
‘definiendd lu operuciones de resta y divielén. R

tienga nada, que no, tengan los ndmeros

1.2 Definicion de reata

W zhz,' ec . o entances  zy — zg = Zy + (-2}
ean 2y = ay + byt y I =@ + bl
3o—zy = (o byl - ey * byi}

Iy — Iy ='(a[ - a-;' + (b’ - h;“

definicion de la régtu
= o+ hi) = {-= ~ b))

= {0, + byi} + [~lay + byli]
= {ny + byi} + {—ay — bsi)
= f{a, — a3} + (by — byl
transitiva de ignaldides

La divisian Ejemplo: 7 = -3+ 2 z; =1+ 4
de niimeros 7y -z = 3+ 21 - {1+ 4D
complejos 12 = =3 1)+ (24K

52 defing asl,

3, ~z; =-4 -2

7.3 Division de niimeros complejos

Definicion

8 oy =ayFhyl oy o= eyt

4y ay byl ‘ N N S
D= 2 s + —_ ©definision de lo division
e B:+b;|=:' hll :bl” . +-b:|'- R o
! a + h|| -

‘. 1 85 - —by R O R T Y
— = (ay.+ byd¥ — 4 = e Y
ag +bgi (o, .'}(gg + bi a1+ b;-_) &bl g(_al +.b? a_?+|_,=)

a + bll _ u,-u., + h[bg

7, 5, EC, n#0
. ‘ _
g,

Z:_' *1

biag.— ayb; :

P R al + bl

signn de'la parte imaginaria de z ael:

. Exigte sin embargo, un caming mis sencillo para [egar al mis-

mo resiltido, este camino roquiers la siguiente definioldn;

- Un nfimera zomplejo T se dice. que es ef conjugado de
otto, st la iinien diforencia entra ellos «s ol signo de s parte
imaginarin,

i z=o0 bl enlances 2 =4 - bl

Ejempla: si 2 = 2 + 31 su conjugndo 2 se determina cambinndo el

]

T=2-3
Ejemploi s z=6-2i T=5+ 2
Ejemplo: siz=-6+ 3 = -6-3i

Cunndo se multiplicn un niimera complejo por su con-
jugado, el resultado siempre ¢8 un nimera real; ’

sean: z=a+bl y z=a-hi
{a + bil {a — bi)

a? — b2 + abi — abl

23 =~ bi{—1} + (s — ab}
a? + bl 4+ 0

a? 4+ bt

It

MMM N M
My M| ore| W] ore
]

]

i . . . . z
‘Moutearnos uhoru el camino para determinar. el cociente ~2

Sean” 2y = a8, + byl oy oz = o5+ byl

zy @y + byl

1:“51'*‘!)1!
_n|+b1] 1
TR

g, + byl a7 — byl
o8y + byl 8y — byl

FE{ conjugado
de un nlmero
complejo,

&

tehima

abtenemos

un nivmarn real

8 partir da un
nlimero complejo?

' Leomo
obtenemos
gl cociente? ;
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Y
2} + bj

a;8q + hlbg

I]b] - B]b’

83 + bl

Ejemplo:

1-3 _ 1 -3 1-2i [1-8 + -3 -2,

ol + B}

1

_ -6 -5

I TR I S

pot lo tanto i‘ -3l
14 2

1-3
T+ 2

B 3+i+i-2+7) =1+ 8

By 3+ 4-2+7=@+00 + 247 =1+
€ 12+ =0+ 4 24N = -2+ 6
) BN - 24T = BNt 2T =5 -6

1+ 4

&

6 3-{-24+7 ={3+0) + 2-N =5-71

N i-z+MM =0+ + 27 = 26

g B -24+7) = -8+ 77 4+ (21 -2 =

o o3-2+7) = -6+ 21 :

) H-24 M = =2 T = -2 4 1) = =7 - 2

po3ri 341 =2-7 _ -6+ 7 -2~ _
-2 + 7 -2+ T 2T 4 + 49

Q;Z{‘P; REACTIVOS DE AUTOEVALUACION

—13 + 19§

I, Efectuar Ins opernciones indicndas:

W2+ 3+ (7 -5
b) I8 -4+ (6 -
) A3+ T+ =6 - 70

4y 7 - {2 - ai)

1 -z

© 83

2
§

6l - {7 + 21)
{2 -4 - 81 :
(2 + 5i) ~ (4 + 30)
(=i 1+ 20
V2 - V2l) V2 V2
218 - 21) '
23 - i
-5(-3 - 2I)
2 - # (3 - 41
5+ 2
-

g

S
Mo
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'Mﬁldul'b'i 8

OBJETIVOS ESPEGIFIGOS

Al terminar de eotudiar este module, el alumna:

1. Rraolverd rnices cuadradas que son numeroy complejos,
Representsri geométricamenta nimieros complejas en el plano cartesiono,
3. Obtendrd el valor ahsolutn de niimeros complejos.

s

ESQUEMA-RESUMEN

ch:i:‘ll:::irc‘::fcs . Nﬁmnéna Valor
de la forma complejos ahgoluta
x? + K=0
Rajces
cundradan
Representachén
geométrica

125

g 81 - Niimeros complejos que son Raiees Cusdradas

Rnenrdgmns Al comenzar eala unidad, expresamos que lo rzon porea intro-
las solucionss ducirnos en ¢l conjunta de niimeros complejos fue establecer los
8 ecuagionas d soluciones de ecuaciones de la forme x3+K=006 %3 =<K, K > 0;

del tipo %2+ k = 0., pora lograrlo partimoa del caso mis simple, cs decir, cuando K = 1, .

&

En ste cako tenemos

coma {0,9) =1 y {012 =1 = -1 podemoa sustiluic e miem-
bro dereche de la ipuablad pot 13, {7 = 1) quedando

Las ralces ,
cuadradas de —1

Pero no olvides que x3 = —1 y que en realidad estumos bus

la obtanemes coma cando lor radees cusdrudas de —1 Ina que son i 6 -1 por lo que

COMD, . .

@ Ejemplo:

Sen

4?%% " Ejemplo: x = 28 + 4.= 0

Val=0o6 -VE1 =

x? = — 16

x = Vo1 6 x=-VIT6
x =+v-1.16 & x=-v11.16
x =vVo1.V18 6 x=-Vo1 Vs
x =14 86 x=—j-4

x 4 6 x = — &

x = 2§ = ~ &

x—Z=d § x-2=- V24

x-2=2 6 x-2=-2
x =242 & x=2-2

Ejemplo: efcctuar el producte V=256 =18

VE3B VDB = Vo1 Vs L VO Ve
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= 1Y25 . 1V16
= f-5:.1-4

= i* .20

= =1.20

= — 20

debes notar que V-26 V-16 # V25 . 16
V=2 - V16 #* Va0

V2 + ivie
P 5474
Bl + 4

= g|

1t

Ejempla: V~26 + v-18

0.2 Representacion geamétrica

Disponible en
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Yu sabey que existe comrespondencin biumyuea entre ¢l conjun-
to de nidmeros conplejor y el eonjunto dy puntos del plano y que el
puntu sgocizdo e ua nimero complejo se determina ol hacer refaren.
cin & un aistemu.de goordenadnz rectangulures; obeerva que al Tepre-
senlar el nifieeo complejo en la forma sectangular 2 = a4 bi, 2
€8 lu abscian y b lo ordenadn del punto carrespondiente.

Desde que e establecid lu representacion geométrica de los

nimeros complejos, se o acoseumbrade Namar plane complejo al

plano cartesinno para enfatizar que low puntos reprosentan nimicros
complejos, y también es costumbre Hamor e real ol gje X y je

imagingrio ul eje ¥,

Senz = a + biun nhmere complejo cuys grafics es el punte

en lo siguiente prificu,

Imaginario

=8+ bl

Figura 6

Resl

S a‘b|ertaOn||ﬂn‘e www prepa-abierta.com

El nimaro
cnmpig_ius en
forma rectangular,

127

Wuddsun
_planc complsjo?

{Cémo La abciss y la ordencda del punto son los catetos de un tridn-
determinamos gulo rectingulo cuya hipotenuss es ef ssgmento que une dichn punto
ol.valor ahsoluto?  con el origen de coordenndas; el teoremn de Pitdzorae nos permite
' efirmar que la distancin entre el punto y el origenes  Va? + b2 a

estn magnitud la lamamos ¢l valor ahsoluto de 2y se representa yz | .

lzl=1a+bil= va + 4

Como putdes ver, ¢l valor absalutn de un niimero complejo e
un niimero real

En qué Consideremos que © e ¢l conjunta de reemplzsmicnto de 2
condiciones en {a expresion |z | = 1; si [} representa la distancia entre un
un nlimearo punto y el origen de coordenadas, los nimeros complejon que hacen

complejo forma  clerts la igualdad |2 | '= 1 son todos aquéllos cuya grifice estd a
una eircunferencid  una unidad del origen y eate conjunto de puntos forman una cireun-
unftania, ferencia cuyo centro es e origen y su radio es 1, '

A Imsginario

: Figura 7
@ ' REACTIVOS DE AUTDEVALUACIGN

‘Blectiu lan operaciones indicadas y excribe cada respuesta en la forma n + bi
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i .
b Vez-Vom EEIN R TR U, & e e
9 VEWT-VE oot g =t Gl
9 1= 45 SRR k . . . a)‘f:_fi_':zl=3

1+ -1 - by lzl=2
2, Encoentra &l conjunto solucién de cada councion, x € C y escribe todas las 7. jQué regidn del plano describe cada una de las siguientes desigualdades?
saluciones en la forma s + bl : - 8 |z |' <1
1) x=-—18 ‘ o b | >
by x* +B =20 ){:H)Ia 41 N [zl izl

- c) zllzl ¢

§ fx+ 3= —5 . _ 4 (11212 &)
dy e+ 8) {x - 4) =12

1 2 _
&) riirrs Bl

1T _ _x=2
0 X +2 2
a, Encuentra cidn uno de los valotes absolutos indicados,
) |’J—E + V3
B 15 -1!
1 V1

Q\,I 1 ;‘ - —2— i |
@y V341l

4 Express el nfmero dado en una de lus farmas aV'x, ~avx, aiv/x 6 - ol Vit o
en las que 8 s un nimero rest positiva, y ot es un nimere notucal que ao tiens factores
con raiz coadrada exactn, '

a8 -v-B0
b ~v32
&) Vo3 Jh
d) V232 + 2428
c) ﬁ
N3

129 ‘ 130



Disponible en

Preparatoria
a ‘bl e rta O n ||| Ne | www.prepa-abierta.com

Bibliografia para consulta. Unidad X

ALGEBRA

Florence M. Lovagli
Merrit A, Elmore
Danuld Conwey
Harlu, S, AL de G, V.
1972

ALGEBRA SUPERIOR

Ross H, Bardell

Abraham Spitzbari

Companin Edilorial Continenta), 5. A.
1966

Preparatoria Abierta Online

- 131

L
a) (4, 4}
by 3,8
< (0,0
4 -2,2)
1
E.) ‘— ;1 ‘n
fy (4, -8
g (4,8}
by {o,5)
1.
9 18, 14)
h) {-14,8)
¢y . {8, 12).
-i; {5, 10}
9 W -
H -5,= 14}
2, :
n) (—sl 1)
b 2 -1
Y 2.2
) {10, 10)
(2. 3
d) 37 77
14 1
€) ‘Ti' T:_i"
(1,00
132

Paneles de verificaciﬁn

1. Conjunto de

2.
)
b)
v)
d)
¢)
n

1, Conjunto de

Preblemas X-1

8, &)
AL -1 |
1,3
(~8, 4}
{0, 0}
1

1
nv - ‘2']

Problemas X-2,

B (-3, -4)
by {-s, 00
o0
) ote0
k) (o, =1}
b oo
-1 T =1
) 8 -1 1) (ﬁ., E'
by 2 3 by (- :
(E'. 'ﬁ—) } (~2,1)
(e, 20
€) !—‘:2- -1?; ¢} ‘aa* 20
o Gy T o 555 g
-1 =—1 1 —_
0 S5 o 9 (. )
f -10) n (ol
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g (Lo g 1-1,0 g 1,0
Ct.:mjsmto de Problamas X-3

1
3 8- b 15+ i
b 11 -8l Com) 1+ o2
¢ -3 13, 1

E + 4 Mt
e -7+ 3 . a2
f z2-9i AT IR
g -2+ 2 p) =2 - Gi
hy 3+1i 3 1
4 ? -3+l
i 4+ 100 4 03
k) 12 + 181 Y Et !

Conjunta de Probleman X4,
L
9 3-Va
b)) 4v2 - 4V2i
B -2+ JEi.
dy 8+ 00
gy 01
2.
a {4, 4}
by (-VE, V) - o
0 (-3 4B, 8 - VA
dy {~2 + ol, 2+ 0i} ‘
e =L
§ {-V2 + 0, V2 + o)
3. .
a) ﬂ ,
2

133

)

b V26

vy 1

dy 2

a) - NEY

b -4z

9 -3v2

) 20v2 |

9 V3l

3.

#)  Sean z; = a + bi ~z=-—a-—hi
1z )= ot + bt Definician,
Fezl = va? + b? Definicidn.

lzl=t -2

Propiedad transitiva de las igualdadea

b) Sean z; =a + byi,

Ty = i + hql
zi2; = {aja; — byby) + layby + byayhil

lzgeza b= Viang — bybs}? + {ayby + byayl?

= +fylal < Za,a;b by + bIbI + abY = Znya;byby + blal
= Valal + bitd + aibd + blal

lzi bl | = Va7 ¥ 6 VBT ¥ 6] = ala ¥ bje] + aje} + Bja]

ol rm =g 1 Propiedad transitive du les ignoldades

6. limuginario
2}
Heal
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b) A lmuginario
%
1 / L ’
K‘/ Real
" [ Imaoginaria
KJ Rmr
h) \ Imu/ginnrin [ jmag-inan'n )
4
\/P ~N/ °T a
-~/ AN -
foo ) il
B —2—1"1_ 1 2 fﬂcal : ‘ I '
/\ -2}
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UNIDAD Xl
FUN[:IUNES CUAIHATICAS

Introduccidn

En eata unidad estudiseemos lus funciones coadriticas y Jus desigualdades cuadrd-
tieng, representueion grifica y métodos de solucion.

- Por-ptra parte partiendo de lus funciones cundrdticas, se presentan. Ina ecuucmnca

' umrlmlmus, indicando lo que e eatiende por raices o beros, ademis desoribiendo sub

) npurnclones ¥ cl unalmm del discriminanke b — 4sc  usf como s interprelucion geomé-
*trien, et :

Finalmente sc: prasr:nmn sistemus-de-dos ecunciones una linen! y una euadritic, o
bien, dns éuadriticas exponi¢ndo sus diferentes métodos de soliicién,
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Objetivos Generales

Al terminar de estudiar esta unidad, el alumno:

Hesalverd y graficard funciones cundraticas,

Obtendra el vértice y trazari la pardboly de funciones cuadriticas dadas,
Resolveri acuaciones cundriticas aplicando alguno de los métodos de salueién (gré-
fico, factorizacién o [ormula general) L

Reaolveri desigualdades cuadedtices wiilizando el método grifice o el método al-
gebruico, ) : -

Resolveri ecunciones de {a forma:

t{fixI* + b IH)) e + e =01aE |

que contengan radicales, = 0, n € |

Resolvera siateman de couaciones cuadriticas, - -

Funi Degipualdades
i urcllu'o‘n:n cuadritizas Ecuacion
cundraticas . ax? + bx o n 0 lineal
fixj=ax? +bx + ¢ anl + bx +cc 0
Y
Métodos de Métodos de
solucion  solucin
Slstcmn de -
~rjuna ecungion
tneal y una -
. cusdritica
B

Solucidm det sisten
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“Glosario

Funeién c,undrah.u. Funcmn dafinida por [a couocion f{x) = ax‘ + bx +e.

Pariboly; Nombre de [ grafics de toda éenneion. cuudrutluu -

Vértice do la pardbala: Punte donde In ‘fucion cuadrition’ toma- s \nlar mnximo o
minimo,

Ecuacion euadritica: Ea Imln cenasian de Ya forma ik + by g = 0,

Raices ¢ coron de Ja:ecuacioni Valores de' "X que Hocen clcrtn [z ‘eiuagion
nx’ + hx +e= 0

Dmlguuldndu; cuadriticas: Todn expresion de I'z'l"fumm
axi + bk + 20 6 ox? + bx'+ e <0
Desigunldad candu:mn.nl Desigunldad que es vierta solo purn ulguncm \'n]urcs de ln van
rinble,
Ecuacién condicional: Eeuscion qua o cierte sdlo para olgunos vatores de In vartahle,
Desigunldad absaluta: Desigusldad: que es cierta para todo valor permitido de la variables,
Identidad: igualdad que es cierta.pora todo volor permijido de la varinble,
Discriminante: b2 — 4ac,»,b, ¢ coeficientes de fa eeuacion cuadratica,

142

Modulo 9

QBJETIVOS ESPECIFICOS

Al terminar de estudiar este mbdulo, ef alumno;

S Déﬁniré funeidn cundritica en términos de la ecuscion de 2o, grada:

fix) = ax? + bx + g

. ‘Graficard funeiones cuadriticas en cl plano cartegiuno.
- Mengionsrd - cuando la'gréﬁca a paribala de una funcidn. cundriticn es conrava hucia
arriba y ruendo concdva hacia shajo,

Obtendei mediante uny formula gencenl el vértice de fa purn]m]a de funeiones

_ ctadriticos,
. Regolverd problemas de planteo que involucren funclones euadriticn,

ESOUEMA-RESUMEN

” Funcidn

Funciones
cuadratican

ix) =ex2 + bx + e |

e Reprt:sanln.cién
grifica
{puribola),
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el coeficients.
dal Término
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9.1 La funcién cusdriticn

Vemow o considerar ahors un scgundo tipo de funcién a laique
lamaremos funcian cundratica, y se define de lu viguiente forma:.

Funcitn cusdritica es una funcién '+ definida por la ecuscién
de eegundo. grada,

fix) = ax? + bx + ¢

donde 8, by ¢ son constantes y n 7 0,
Ejemplo 1: Tricese lu graficn de la funcion cuadritios
il =2x ~8x + 8
Para trazer la grifica de ests evuacién, tabularemos un niunero
suficiente de puntos cuy s coordenndas stisfagon la ecuacién

y=2x -Bx + 8

Déndole valores o la X en la ecuacién, tanemaon:

Cuando % = =1, y = 2{~1)" = 8(-1) + 8 = 18
Cunndo x = [0, y = 2((})“1 -B0)+B=8
Cuando x = 1, y=201)* ~B(1)+B8=10
Cusndo x = 2, y=22P - 8(2) + G =2
Cuando x = ], y=2(3F ~0{3} +6=10
Cuando x = 4, y =204 -84} +8=58
Cusndo x = b, y = 2(b)* — 8{6} + 6.= 16

Los valores usi oblenidos los resumimos en fa siguientes tahlu;

x| ~1{ 0} 2 3] 4 8
y| 16 1 6l0|-2]0f & 1186

Graficamos tudon estos puntos que hemos obtenido en un s
tema de coordenadas cartegianas, y los unimos por medio diuia
Linea suave (no tiene segmentos de recta) (Figura 1),

Lu grafica de todn funcion enadratica s Nama paribola y. sus
ramis pucden extenderse havia rriba o hacin abajo, Cusndo el coefi-
ciente de la %2 es postive (8 > - 0};1n curvs a8 cdneava hacia arribu
cuando ea.negativa(a < O}, ly curva en coneavahacin - abajo

proposicién no s demostentd en eats seceidn’ e haré cuandg Ryns |
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ur]c[ulndu uonncmuenlon nqlm dcm’ados Y. s estadie wtn e

S 'nxhnunhvamr.mn. :
Anliisdeuna - Habiendo t{nzado una funmnn eundritles-particolar, pudemus-
funcifn “ .ahora hater un andlizis de fs funcién cuadritiengeneral y a portir de
“eundrdtica, - ¢ -ente andlisis, aprender muchas. de las. propiedudes dc in funclon. Pro-

e ccdemos omo alguu. esunhwndn

o [ V= nx?" -F‘ hx+: l o

‘sucamos - como  facior _Erﬁ'.nr'nl'm n
=l + - x + T}

meociamoa, . %7 + —E- o

- L fum:iﬁn‘tuma
sit valor n'ui)tlmuf= '

ysuvalor

“minima cuando

E .ifunclnn.:Sl i< 0 [ I'uncmn tomn i vnlor rnaxu-nu funnda

b - '
X == ?.-,chnr._lo Est!:'\fi_ﬂﬂrlgl_.llﬂi_l —"’—b—-— Y. lr. Ilamnmmoa ol

‘maximo de fa foncidn. .

"En ambos qnsoa, n] punin

b Ase = B, .
-[— T 4s l

{n
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se le llumn vértice de Ta poribola, Conocido el vértice y cundo
menos dok: puntos mis, podemas cunntrun- la figuea con toda fa-
cilidad. )
Haciendo un resumen del andlizis anterior tenemas: Simtesic du los
L Lo geifics de ln foncion ax? + bx + ces unu rurvs en for- restltadns del
dnc — b’] andlisis de la
" tuncibn
- cuadritica

-mu.de U o en forma de 01 con su vérticre en [- T
s lla:nnndosc estn curva parabols, | o
: NI . el .. . =B
2. Ln p;rnﬁcu er Almetrina™ con respoclon la recta T
3 5: 8 > 0, In. curva-es coneava hapie arriba y el vértiee serd ol
pun[:u mis bapo de la grafies (su y mmlmn) Siee 0,lucarva
s ehneava hacia nha}u y ol virtice serd el punto méa dlto ‘dela
grafita (su ¥ maxima}..
4,  Logréfica debe intermecar el eje’ X en doa puntas distining, ser
' '.Lungcntu 1 &l o no intersectario en ningdn punto,

- Ejemylo 2

Encontrar ¢l vértice de hn poribaln ‘representada por la ecus-

[ cibn =8+ 2c 4 12, Trasar w grific, - @
. En Iugnr de urar o formole que encontramos para ef vértice

usaremos- el proceso de complotar ¢l tuadrado perfecto procediendn
de la'siguicnte maneea:

Su Ra6 =2 fe faclor comiin,

Sc sumd y reaté e ! pam cnmpletnr o

" cuadrado perfecto

: Cfcntunndn_
‘ ; . 1 1)
értice de lo parihulu eslien . % = o ¥ ¥'= S,

a cuanr.ln' x"——a. y==12 Y cunndn =49 =-12. La grnt‘r.n.'
de eatn; fu_n_cmn esia dads en fa figura 2,

Ejemplo- 3.

Umndn la farmula 1, encontrar ol vértice de I pardbola repre.
sentadn pnrlu cenneion ¥y = 3x7 -~ 4x + 2.

4 -Una urﬁﬁna 25 simétrica con respacto a Una recta o eje, sl al trazar rectas parpandiculores ol eje o

recty intisrsecan a la gréfica en puntos que equidistan del sja g recla,
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Dela formula 1 wen

emos que!

- A W At m a8

Figura 2.

4, -12) -

_ De la eonacibna =3, b= A4y o= Z.uummlmm eatos va
lores en ln 2 ] Xy en |n formuln, quedandonuz :

x 213] e 8 3 .
S AN - A _Z-8 e 2
¥ &1 L T S I R B

Luego el vértice de la pardbola es el punto {_:.' %}

Ejemplo 4:

Encontrar. dos némeras que &l sumarse den 12 y preducto

sea miximo.
Hagamoa
X = uno de los niimeros
z = ¢l otru nhmeto
luege, x + 2 =12

El producto de los dos nimeras lo representemos como ¥

Y=

Besolviendo parn z de la eruacidn x. = 1.2 ¥ sustitu--

yendo en la ecuacidn anterior tenemos;

2=12-x
y = x{12 ~ x}
y = 12%x — x?
. y = -—-x" + 12x
Cumo podemon ver, Ja :cuuc:ohy = =5+ 12: Tioe repre

serita una pnrabo!a cori'aus remag hacia abajo; por 1o quie su vért{cc TR
el puato. méximo-y por p tanto el va.lur dc la X dcl vértics e uno de*“

luu_ numems pedldnu
Usando la fbemula 1 tencmos:

sustitiimos este, va]or en L
z—12—x=12—-8-8
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Luego, loa dos ndmeros cuya samaoes 12 y ef producto es
miximna, son 6 y 6 con mi producte igual 8 36. '

Prucha otros doe nimerds que sumen 12 y encuentra s pro-
ducto pra que vens que stempre serd menoz o 36,

REACTIVOS: DE. AUTOEVALUACION

1, En los siguientes prnhlnmas encugntra o virtice dela pnrnboln Y :h Bi lu pnrnhola.

et edncava hacia ambu o hnein nbnjn.

'y

) y=
y = x¥ ; . _ N

Cg) oy == -2 b T S

d) .-y = ~5xl +:15x - 2 :

£) Y = 8x1 - -18x

. y=10%- 20 . o N ;

8. y = x:l"_-a.x“';l- % - :.:“" ) Ry .:' ‘
hy yo=rxd Gk 2 e R R e
'1)'.y=-4x=+4x-z o

i)'--'v'=—x’+12x A

. En: lns mgumntna pmhlamu tmza la g'raﬁcn de’ In pnrnboln. Uss pnpel m:hmntncn

(%]

B ¥y = Xt 4 - B

)" y=-~x3-2x+8B
B) y=wxi+ Bk +8

dy y=x3+4

3

8) * Encantrar dos ndmeros qut. sumen 20 y que su producto sea maxime, :

bY  Una persana desca ercar un - terreno reelangular y dlspom: de 120 metros de alom-
bre. ;Qué dimensiones dehe taner of terreno para e 5 dren sea maximal -

¢) Lo suma de dos nimeros es 20, Lcun]c& 80n. eslog nitmeros pare que bz sume de sue
cundradog sen un mlmmn? :
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Madulo 10

‘0BJETIVOS ESPECIFICOS

Al terminar de estndiar este madulo, of alumno:

Rcuu]vcrn eeuaciones cuadriticsn utilizundo el mélode grafico.
Resolverd eenaciones cusdriticas utilizando el método de fuelorizacion.

Reanlum couaciones nundrnhcus utilizuudo [x formula generdl de solucion.

ESQUEMA-RESUMEN
l'F}iﬁci;'nnci; o
"IG " n : _':R.éhrhseﬁtq'éiﬁlt:.' ‘
- e grifica
Mitodos do | o b =10
P wi  Foetonzacion sy
nolueion
H =00h= 0
Farmula Trinomio
general eundrado
perfecia,
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10.1 Métodon de solucitn pars una Ecuacion Cuadritica

En lu leccién anterior, aprendiste que la figura de tode funcién

cusdritics ¢s una pardbole, fn cusl puede interscear e eje X en dos

puntos distintos, ser langente ¢ no intersectarlo, Ahoru lo qui nos
interesa es determiner las rajces o ceros de ung funcion cuadritica
cuslquiers, ¢s decir, nos interess determinar aquellos valores de x

que hacen cierta bn ceuucitn ax? + bx + ¢ =0, 2 % 0; pard en-

contrar esles rajces a ceros de fa ecuacion cuadritica, dispnner::'l':_m.dn
varios mélodos los euales estudiaremon & continuacidn,

10.11 Método grifico

En este método nos interesa determingr la obacisa de los pun-
tos donde |a grafiva dey = ax? 4 bx + £, a 7 0, interseca o es
tangente af eje X,

En el ¢jempln 1 del modulo 9, la grifica de la ecurcion
y = 2x% — Bx + Bintcrseca al eje X en los puntos donde
x=1 6 x=28 siendo estos velores Joy que Hamamos mices o
ceros de la ceuncitn, (Ver figara ).

En ¢l ejemplo 2 del mbdule 9, la grifica de ln ecuacifin

==-2xk? +2x+ 12 intersces al eje X en los puntos donde x = =2
6 x =3, siendo estos valoren sus rajces o ceros, Estos-dos sjerplog
bastan para comprender perfectamente en qué consists o) método
grifico; ain embargo, en la prictics se usa poro, ya gue si jan rajces
no son nimeros enteros, bos puntos donde Ja grifica interseca ol eje

X tendriamos que determinarlos molo en formu sprosimada, Una:

scgunda razén parn el poco wso de este métode es que disponemos
de atros métodos que son mis ficiles ¥ precisos paca determinar los
veros de Jo ecuacion, y vamos u estudiarlos en seguida.

10.12 Método de factorizacion
Este método sdlo lo uraremos euunda se pueda factorizar con

facilidad el primero miembro de lo scuacion  ax? + bx +g:3.0,
n 0,y esti hasado en el hecho de que cada foctor puede

igualur a cero sl el producto de los fustores es cera. {Teoremaique ya

estudiaste y que dice: a:b=0 e =0'¢.b=.0).

Ejemplo 1: =
Reeolver la eevacién cuadritica x? — bx +'8.= 0 naanda el
método de factorizacién. o

Pueato que x? ~Bx + 6 = [x-3) {x-2] la ecuacién
x? —'Bx + 8 = 0la podemos escribic como

{x —3) x -2) =0
iguatando a cero cada fn.ar:tur tenemos;
% -3’=CI' ] x—-2‘=.0
resolvienda :para X ambas e.cuacianca lineales nes qhedﬁ figalmente

k=3 4§ x=2

estoe valores gon fna raices 6 ceros de la ecuccidn,
Por lo que conjunto solacién = {3, 2)

Ejemplo 2:
Resalver la ecuacion cuadritica 2% + x —86 = 0 usando el
método de factorizacién, '
Factorizamos la ecuacién de la siguiente forma:

204 x-6=20

diente
{2 -8} =~ 12

buscamay shora dos nimeros que multiplicadnn den 12 yla suma

do ellos sen igual al coeficiente de x; estos dos nimeros son

+4y -3 yaque

4} -3) = =12
y 4+ (-3=1

Escrihimos [n seuscién -original deseomponiends el términa en

X en Ax - 3x, resultencda una'ecuacion cquivalente de la forma

Zx*f-i-‘f%%x-'— 3K - §.=0

" asociomos los dos primeros términos y los dosilltiros

X (2«*’ +ax) =32 -8B} = 0 .
ARt ax) — @k 8) = O

Multiplicamos el coeficiente de x? por el término indepen- -
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ubnmln la pmpw_dad lllRll‘lllutWﬂ pnr la lzqulcnia e cuda uno- du los
términos lnnumna . :

2dfe +2) - 3& +2 =
umndu fo prupindad dlsl'nhutwu porla dcrcuha nos qucdn o

(z::—albﬁ—za .
2 -a._—..ﬂ__-é--x.t 2 =0

resolviendo parn ¥ en.ambak scuaclnnes lineales

caioa valorés son las rulr'us g crroE th: 1n munmon dnda.
' Cun]untu solucnon = (—,‘ —2} .

Ejumylo B' '

Resolvér |z eenasian; uiudrntu:u Ex‘ + 10x — 4= D mwn-'_

dd" el métada de Tuctarizacién quo’se dio cn el n_]emplo Da-{a
. Justlficncmn en cadn peso. ng'umndo el proceso del gjemplo 2,

6x2 + Wx~4 . =0
(8] {-a) = 24

13 -2 = ~24
+ 12 + {-2) = 410
Bx? + 12x. - 2x -4 =0
{Bx + 12w} - f2x + 4) =0
Bx(x + 2) - 20+ 2 =0
6x.— 2i Ix +2) =0
Ex—2-06x+2=0f
=2 & X = -2
8 o= .:I_ a .)( = .._2.

3

Por tanto, las rojees o ceros de la eguncion son x = % on= =2
Conjunlo solucion = {%, -2}

E]!:mp!u 4

Resolver la renaciin (.undmucn x’ + 4 a usando el me-

todo de [actorizacidn,

+

Eate ! t.lpo de_ecuacion no la pudumos fuetorizar sobre el con-

']unm e low nimercs reulos; por lo que tenemos que Factorizurl

sobre of uanjunr.o de loa complejos recordando qua 7 = ~1, enton-
ces 1cnumus fue’

k4= - 20 x + 200 =

fucgn % =20 6 x==2"

* Conjunto solueién = (2, =21

10,13 Método de 1a Formula General

" En'muchos cssos presenta serins dificultades descompaner en Solugitn de la

-+ funtores it ecuueidn cuadritica y en algunos olros puede inclusive no - ecuacibn

haber factores reales, por losque o) métado mis simple para resolver  cuadritica
ln ecungin condritica es el de la formuln general, la que deduci- complementanda

" remos.a, partir de la eouscidn. ax? + bx 4+ ¢=0, a ¥ 0 usando el cusdrado -

el mcludn di campletar un cosdrado pcrfm Lo, pertecta,

"Partimas do ln ecuacion cuadritiea

ax!*t bx +e=0 8#0

X+ -:3- x + ~:- =0 e multiplicd la ccuacion pnr-:-
x? + %x = - -5- ge kumd # amboa ladas de ln
eeuacion - -:-
. 3 e b3 .
X 4+ —x + % =- + T temmba amhos Indos ef cua-
dradn de la mitad de! coefi-
. b
cienle de x: (E)’
b- h? —4nc + b1 .
X1+ 3 x + - -'—-'-F-“l— se samaron lns fracciones del
lado derecho de la ecnoaeidn
b b3 b? — dac .
7 —_ -—_— o — . - :
X oox + i a? e reurregld el numerader de

la {rzccion del fado derecho
de 1 ecunidn
e+ =P = bY — duc :;‘" se ogeribit e lado izquierdo
' de: 1a acuacién como un bine-
min al cuadradn

155



.:‘{j 0y

P |re pa ra t O ‘r ma E:zgggmﬁ::b‘ierta Online
b | E‘ I'ta O n If|| Ne | www.prepa-abierta.com

+ B -y bl ~ 4ac’ a8 Bovd ruix cuddrada |
2a o mie_mhrus dela ecuaj@iia_n"

x + B o= 4 Nbl- e B¢ sachH ramcuadradanllarml---

2 22 no 4a?

X=r~ — t

2 2a Jgua]dnd - T

]

~b t Vbl — 4gc
22

_ b, VBt - 4z 8% Bumd a nmbon lndua de In.

se sumargn las dou_ﬁ'acqioncn

~b * Vhd — dge

A la expresion Ta - #é le conoce como Inrmu- '

la 5enern! para la golucién’ de una ecuacién cuadritica | ¥ las doa
rafces o cerns de la ecuacion cuadrnhcn quedan nxprcsudu eomu

=~k + Vb2 — dac

22

-k — ¥h? — 4ac

2s

X =

Xq =

Ejemplo 5:

Resolver lu ecuacion cuadriticn x? ~ 8x + 4 = 0, uanndo la
férmula general. De lx eeuucidn tenemon que g =1, h=~4
ye=4

Sustituyenda estos valores en la formula general queda

Zi=4) * V(-4)7 ~ 511114)

2[1]

X =

Efectuando y simplifieando

l=4i\/1ﬂ—15
F3
_ At o
x———nv—_
2
x = 210
2

- R

'Lmuuntu soluuun =:{2, 2}

Ejemplo 6:

Rewlv:r 12’ eouncion cuadritics x2 -+ 3x --10 = Ougapdo In
formula gcm:rnl De ln ecnacién Lencmon que. . a=1 b= 3
y a=-10, o

Sustitityendo. estos valores en En farmula general quudn

=3 \/(JI’ —4mt-—1o

RIS

efectiando § y mmphﬁcnndu
='—:lt\/9 + 40
_—asVm
x = —3 £ V48

2
= 3t7

2
= 2347 _ 4 _ =237 _z10 _ _ g
MTTET E T8 m= 2

Por lo que las reices o ceros de lo ecuacibn cuadritica son
X =2 & x3=-85,

Cunjunio solucion = {2, -5)

Ejernpla 7;
Resolver la ecuscidn cuadeatica3x? ~ 8x + 1 = 0 yaando la

[ormula generul. De ln eouncidn tencmos quen =3, b= 4 y ¢ =1,

Sustituyendo estos valores en la fdrmule o general queda

= ~i=4) & V=412 — qi3)(1)

x 231
LEfeetuandoy simplificando
= A5 -12
4 8
x= A2 Va
8
— A4 t2
X ]
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por ko que las ds rafees o eeros de la eenacidn enadrétics son:

= - -‘|6x"'._.._..._4~2=3=_".
K=y 8 1T TR 5 3

Conjuntn solucion = {1, ~;~]

._Ejempln 8 . —
' Hesalver ln epuacién‘cusdritica~2x3 = 3x <4 = 0
la farmula generdl; De lo acuacidn tenemas que - a-= 2, b'= =3
Ly e==40 ' T PP
Sustityende eatos valores en la formula general que.

@

—ted) 2 i-31 - Atz i-a)
‘ 2{2)"

% =
~Bfeetuindn )'f;nimpl.iﬂnn'ﬁdn' 4

. 3% Ve eaz.
T

Ca ot At

4

.x=

por o rque law sajces o eeror de la ecuacion cwadeatica son. .
SO

3 4 Jar 3w Va1
® = P By = SR
3 . a4
(\9:9/: Ejempla 93
et _ Rusolver lu geuscidn cuadratica 5x3 —4x + 1 = 0 asando
' li érmula general. De lo ecnacion tenemos que: s = §, b = -4y
c =1

Sustitnyendo estos valores en la fdrmuls genoral queda

wtmal £ Via)7 = aiB i)

= 2051

Efoctunda ¥ simpliﬁna.ﬁdn

= 4t M1E-20

K. 10
x = 0+ Vi

10

Puesty que lo gue estd dentro dol eadical ea un nimero nege-
liva, lon enices o ceroe de b ecuncidn enadriticn no son reales, de tal

138

" cuanda

: pr.:rh'.l' qun':‘.\f-_d = 2

modo que tendris que usar fo que aprendiste en Ta leceion 4 de la
Unidad X, Lo hacemos de la siguieate manera:

Voa = ViTia
= Jo1 . Ve Leves de In multiplicacion de radicales del
mismo orlen )
=1V definicién de V=i =1
=52 -6¢ sacdralz cundrnda a 4
= .25:-j postulado: conmutative

s+ v/oa

f_— 1% 4§ £ 3l
sugtityendo éste valor en x = —'m.-..iqundn X =

o

" Lias dos raices o ceros de la ecuacidn goadriticn son

n= At 6 e A
Silnpliﬁgul;'rin
X = 2;1. & x:'.=2—;~l-
Crnjuntn n;]llciﬁn = [_2_,:;;_'. ls‘_[. }

A rgitt tipo de rafees e les Huma imoginarias o complejas

Ejemplo 10: @
Resolver lu eeutcidn cuadritica 3x? 4+ 4n + 2 = 0 ygando )

fa [ormulo general, De lo evuacion ténsmes que 3 =3, b =4 y
& =2

Sustituyendo cetds volores en In neuacidn general guada

=4 * (412 — 413} (2}

X =
2131

ffeetiando y simplificondo

c_a 216 Z 24
5

-4 t g
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_ -4 +1vE
B8

=4 + | vd4+2

Xr= —-

[}

_ -4tz
a

-2 ¢z
3

por lo que las dos rafces o ceros de ln eeuncidn son

__-2+|\f; _-—!-I\/;
X =y & Xy T

Conjunto solueidn = {

k|
2 +i2 —z-uwfi}
T ' ]

HEACTIVGS DE AUTDEVALUACION

L. Eneuentra fos eeros o rafes de los siguientes ecunciones cusdraticas usanda el
méludy de factorizaeion, :

a)
)
t)
d)
£}
h
¢
b)
i)

)]

3x1 + 11x + 10=0
X1+ Bx - 24 =0
-2x ~ Tx + B =10
16x? + 22x = 3 =0
aix? - b? =0
~16x? = Ix + 2 =10
x!1 + 8x + 16 =
x? + x - 30 =20
Bx? + Bx — 6 =0

x? -~ 8Bx + 16 =0

k]

kit x-3=0
Ga?xl + 24ax + 24 = 0
xX*'— % - 80 =0

14x? - 33x - 5 = 0

[=]

o) X +x-42=10
p) x2 +9=0
g =2+ 16=0
) x®+5=0
5 x!+12=0
) x4+ 20=0D

2, Encuentra las raicea o veros de las i
método de fa formula general,

B} x3+ Bx -~ B =0
B 8x1-7x -E=20
¢) A8 -21=0
d B FaIx-1=0
' i:) 4x 20k + 25= 0
0 4x2 —3x + 8 =p
B A3 - aBx -7 =0
h) (%8%1 - 12x 4+ 1=
) A -Bx-7=0 . *
j) %1+ fix +-5=° .
K ‘x* +x+E=0
I x4 10x + 41 = 0
“m) Bxd - x ~B.=0
n} 2x® 4+ Bx ~ 1B =0

~a). 00 = B0x + B =0

guientes eeusciones cuadriticas usando ef
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Modulo 11

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al terminar de capudinr i:atc_ madulo, el aslumnor

Tileritificara desigualdndes cusdritican. -
Aplicrd el métade grifico en la rebolucién de desigualdudes cuadriticns,
Aplicari el milodo algelirsica en la resolucion de desipialdndes enadritices.,

Obtendrd. la sumn y e products de las raices de counciones wundriticss, sin re-
' .

norlveras,

Resolvera ecuaciones que contengan rodicales,

Resalvard ecoaciones de la format

a[#a]" + bl + c = 0,a€1
reduciéndolis o lu formo: eundritiea,

' ESQUEMA-RESUMEN

Desigialdades
cuadriticus
aw? + by e n

ax? - b +c <0

—»

Conditional

.

Aligoluta

Propicdades

N
14

Soluidn

h

Mélodos de
soluciém

N

Grafico

Algebraico

163

Funciones
cundriiticas

fix) = ax? + bx + ¢

164

Feuneidn
cuadratica

ax? + bx + ¢ =0

Rafees &
ceros
v
lgualdad Sirma Producto

r

Analinis del disedminante b2 —dac

o

Interprlacion geomitrica
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111 Desigunidades Cuadréticas

Er la Unidad VII estudisste desigualdades Lincales y uprendiate
como se resuelvan, Ahots eatudiards otro tipo de desigualdades que
llamaremos desigusldades cuadréticas siendo mu forma une de Loy dos
siguicntes expresiones;

ax? ke ¢y 0 <] ax? + bx + c < D

Tenemas dos tipos de desigueldades: la desigualdad condicio-
oal, que corresponde 8 la ecuscién condicional, y. le desipualdad
abnoluta, que corresponde a In ldentidad; en este terha solo eatiidin-
remos ¢l pmer tipo.

Definicién: Unu designutdad es condicional si es cierta

edlo pora ulgunoes valares de dn variable o vuciables gue en ella
intervienen,

Ejempto:
La desigualdad 3x — 8 < 0 enumn desigusldad condicional
puesto gue polo es cierta para valores de la x menores que 2,

Definicién: Una desigualdad ca abooluta ai es cierta para

todos los posibles valares de 1s varighle o variables gque en ella
intervienen;

Ejemplo:

X+ ¥y + 1> Oos una desigualdad ubsoluta puests que
es ciertn para todoa los valores reales de e x Y ¥, pueeto que todo
nimero real elevado ol cuadrado ea mayor 6 igual o cero,

Antes de estudior los diferentes mitodas pera resolver una
desigualdad cuadraticn, es Gil que: recuerdes loa siguientes propieda-
des de fae desigualdades,

L. En todu desigunldnd podemos sumar o restar un mismo nime-

1o 8 ambos miembros ain gue ka desigunldad se altere,
£ El sentido de uny desigualdad ne se invierte si ambos miem-

hroa e multiplican o dividen por un mismo nimere Ppositivo,
4. El sentido de uns desigueldad se invierte si ambos miembros se

multiplican o dividen por un mismo nimern negative,

{Cubntos tipos de
desigueldades

cuadrétices existen?

&

Recordemaos las’
propiedades de
Inz desigualdades.

165
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Estudiaremos dos métodos paru resolver una desigualdad cun-
dritica: ef método grifivo y el método ulgebrnicu, '

1103 - Métado Grifico '
" Por medio de un njt:mpliu, eutudinremon cite método,

Ejemplo: .
Resalver grificaniente la desipusldad * «2 -~ Bx > —B,

' Primero es necasnrio: que Lo desigualdad nos quede en la forma
fix)->-0, . porlp qu;‘:'a‘um.nm'on aitmbos lados + B, quedindonos

XL~ 6x + 8> -6 + B
X~ 8¢ + 6> D

Si hatemos el miembra de la izquierds igual 4 v, tenemos

Y = x¥ < Bx+ 6
buscamos ahora valores de x fales que.y > 0,
Canstruimos lu grafica de y = - Bx + Busanda ¢ mé.
toda de tabulacion;

Dandole valores o la x en Jx ecuucion, tenenyos:

Cunndo % = -1, y={-1" = 8(-1) +6 =12
Cuando x = 0, y=1{0)® = 5(0} + 6 =6
Coando x = 1, y={11>*~581)}+6=2
Coando x = y={2P -8 +6=10
Cuando % = 3, y=1{3 ~53}+6=0

f
~

Cuando x = 4, y=A4) - 5(4) +6=2
Cuanda'x = B, y = {6)* — 5{B) + 6 =6
Cuendo x = B, Cy=1(6)* - B{E) +6=12

loa valorus asi obtenidos los resumemon en la siguiente tabla:

xt=1|loj1lz2|3]lal|ls|s
i6|2fofofals [12




Preparatoria Disponible an

Preparatoria Abierta Online

a bl erta Oﬂ li ne | www.prepa-abierta.com

De la tehln podemos ver-que:la’ grifica;interscca al eje. X en
% =2 & x =3, porque parn catos valores y-= 0; y nocesitnmor
un pinte intermodia entre estor” dos valores de:x, con el objete de
gue te des quents que-esta grifics- no. Hene ningin segmento, rees
Slineo, B EL N e

=2

Pamox= g0,

1

R .5-' ..‘s._
4 eo an

Figira 1

167

" Método  para ob-

tener: 1a' salucion-

-de la desigualdad,

&

Conatrnimas I grafics con los valores obtenidos. (Ver figura 1)

De la prifica vemas que y > O (queda arriba del eje X) para
toda % > 3 6 x < 2, por la gque k eoleeitn de ba desigualdad
x? ~5x > —- 6 LT )

-{xéﬂl-xb-a 6 x < 2}

En peneral, para obtencr gralicamenta 1a salucion de ima desi-

~puildad eundritica, se-have lo sigtiente:

1. Se wansforron la desigueldad dadn en otra equivalente de la

forma f{x} > 0 6 1{x) < 0, haciende uso de las propiedadey

de lns desigualdades.

Seigualn la expresidn rusulbinte o una nueva varinble (y).

3. Geoficamos In ecuacion obtenida e of paso 2.

4. Si #H{x} > 0 en el pase 1 I golucidn es todos aquellos valores
de % para los eaales la grifica queda ariba del eje X, y si
Hx) < 0 la wolucidn es lodus agnellos valores de x para loe
cuales la grafica queds shajo dolf gje X,

t3

Ejemplo;
Resalver grificamente |a siguients designaldad: 2% - 10 < x,
. " N
Sumamios —x a u amhos lados, quedandn

2% - % - 10 < 0

Hecemos vy = 2% — x ~ 10

Obtenemas valores para la y dandole valores o i x,

Cugndo x = - 1, yed (4P (- - W=l
Cusnda x = = &, y= 2 (=0 W) e 1D =)
Cuandn x = — 1, y=2(-1) — (=1} - 10 =7
~ Cunndo x = 0), y=200P7 — () — 10 =10

Cumndo x = 1, g =2{y ()= 10 =7
Cumndo x = 2, y=2{EP ~ (D~ 1=-4
Cuando x = 1.5, Yo 20 - (258 - W0=10
Cuandn x = 3, y=2M - MH-10=5

168

Lng enlares asi oblenidos loz resemimos en la siguicnte lahla;
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x|l ~3|-2]1-1706 | 1] 2] 28
y[1m |0 |~-21-w]|-a[-a] o /s

m<

Construimes la geifice vaundo fos valores de tn tablu anteior,

¥
12}

mr

-
N W moon N WM O
¥ ¥

-
T

Fignra 2

En la graficn vemos qm fd <0 {la grnﬁvn queda de-

bajo det cjo X) paea n < 37 ¥ x> -2, porlogue ls aolucitn es

fxe€RI-2<x<?)
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1112 Método Algehraico,
‘Usaremes algunos ejemplos pura. eatudiar este método y dea-
pués’ Indicaremnos todos los [As08 & seguir para oblenerln solucign de

I dmgunldld cuadratica,
“
Ejemplo:
<@ Resolver algebraicamente la desipualdad 3x? > 76— 4x
Sumonde ~ 18 + 4x s ambos ludus de lx desigunldad obtenemes

3xt +dx - 18> 0
Hacemos flx} = 3x? + 4x - 15
Se encuentran los ceros de la funcion por ealgniers de lus

métodos que ya conoces, fin este ejemplo lo hacemos por factor-
zacion quedando

fix} = [3Ix -~ §) (x + 3)

Siendo los ceros x = -g- 4 x = -3, s grufivumos exlos punios

en ol eje X, teadrinmos los siguienles intervalos

-~ x < -3 —3<x<§- -5-<x<un
. 3 3
1 I G 1 1. | - 1 Sl ! 1 P
-6 4 -y 2 -1 0 1. U7 3 4 o
= - ' =5
o x=-3 R

Puesto.que 3x7 + 4x - 15 (3x1— B) {x + 3) eseribimon la
desigusldod como . '
13x ~ B} lx+3l>0

que es equivalente o lu dcaigunldnd bngmnl y- dade: que son dus
[actores, su prodicto serd mayor-que ¥ si ambos son positivos o ai

umbos sun negativos, Annlmnmua e ‘signo de loa factores niméricos”
tn v_nda una de lus intervalos,

—m<x<—3l-—3<x<-§- %(:F:m
>0 ' =] l+i<0| Hl i+ >0

Lo hicimos tomando un valor de bo x que quede dentro del
intervalo, y o auatituimos en cadu uno de tos factores consideranda
salo &l gignu del factor numérico. que a1 o que nos interesa,
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Pademos ver que- el signa- de. dow factores: es; negativaen el
fntervalo — o0 € x < -3, ¥ gue los doa [aclores son positivos

en el intervain % < a < oa por lo que la solucion de la deaigual-

dad doda rs:

xERI-m<xec-3 & %(x-:m}
|
Ejemplo:
Resolver el gjemplo nntertor considerando la desigualdnd coma

mener que (<) en lugar de mayor que (> ).
Eecribimos |o desigunldnd factorizada como

(3x - 8] tk+3 <0
Vemns que en ol intervalo -3 < x < % ol primer [octor ea

ncgalive v ¢f segundo es positive, entonces mi producto e menor
que ceed, por o que b salueion de la desigualdad es:

{xERi'—3<x<%-]‘

A partic de log ejemplos anteriores, podomos deduzir los pasea
para ohlener la solucion de una desigualdad cuadritica por el méto-
do alpebraizo: : :

1. Se tranaforma ln desipualdad ‘dada o unn equivalente de la for-
maflx} > 06 f(x} < 0.5 ln designnldad catd en una de estas
formas, se omile este pasa, .

2, Se¢ determinan los cerns de la funcién obtenida por cualquiery
de 1oy métodes yo conneidos,

4. Se eacuentran lon intervalos tomondo cn cuentn los ceros ob-
tenidng,

4, Se determing ol signo de la funcién en ceda uno de fos inter
valos oblenidos en el prso anterior,

5. La wolucién de lu designatdad es of intervalo o intervaloa que ln
satinfagan,

Ejempla: _

Regalver |n desigisldod 2x? 4 2% = 5'> 0 usando o mé:
toda nlgebraico. ) }

Hncemon x) =.2x2 + 2x - 5 y encontramos los ceroa de

ealn funcion ueanda Ja formuln general, |

&y

Pasos para-obtener
la solucibn dé

la desigualdad
cuadritica.

&
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~2 + Vi2)? — 421 I-B)

X =
2(2)

(= =2 V4 +a0

, 4

= =2 & V44

g 4

X = =2 +d\‘"4 = =2 "':"M = 118 aproximadaments

o = 22 vas |, -2 - 884 _ 445 aproximadamente

4 4

Graficamns eator valares en el eje X, quedindonos come sigie:

1 Fa S | L 1 |~ A I -
-3 pat) =1 [ ™~ 2 3
x; = —2,18 X, = 116

L0ué relaciones
imporizantes
pademos estahlecar
entre los ceros o
rafces y los
coeficientes?
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Fn seguids analizamaos el valor de F{x) en cads uno do lns
intervilos.

~m < a< 236 | 216 5 x < L6 | 116 <% < e
fl > 0 | fix] <D | flx] > 0

De neuerdo con el valor de fa) o solucion es
(xER!~o0¢ x < -2 & 116 < x < =

En raie cjemplo f{x) no a2 (nctonizd debido o que los ecros
no san nimeros cacionales por In que el valor de f{x)] se enconted
sustituyendo la x de cadn inlervalo directamante en

flx) = 23 + 2x - 6.

11.2 Relsciones, enire los cerns o raices y los coeflicientes de la
ecuaritn cnadratica
En el modula 10, ke cxpresaran los ceros o ruices de la eeun-
cign cuadeaticn en tinoninoe de los coeficientes a, by o Ahora,
encontrarenos obras relaciones importantes entre [os ceros o ruices y
los coclicientes o, by © de bn ecnacion cundraties,

Soun M1 Y "1 loscorosoraiceade ax? b bhx =0, 8 # 0
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donde
o= —b+‘\jh_3—ll= ¥ "y = -5 - Jbl_g.n
= =L ¥ — PR =

22

sumando lay dos rajess, obtenemna

-5 + Vb? - dac —b ~ Vb1 ~ aue

= 22 + in
___-—b+\’h1—4nu - b-—-qh’—-lu
2a
==b-h
22
= Z2b
2a
= b
a
LT it Y =—-:-

Si mubtiplicamos ¢y por rq, obtenemos

Fy vy

(—b-’-m). (—b—v‘h‘-hc)

F1 2a

{=8)* ~ (Vo3 — age)?
F]

.. bl ~ (h? = aag)
Al

bl ~ bl 4 ane
4a1

- Adag
42l

h'l':-f-

- N "
Ejemplo: @
Sin resulver la ecuncién 202 — 4x + 8 = 0, determinese lu -

sy el producto de sus rmfees,

173

&A nué llamamos
discriminante?

174

Dela ecuncion tenemos que 8 = 2, b= ~4 'y c =8,
por lo que :

rl-!'-ri_..—-.:-:zi::%:z
¥
- = 8 .
I';‘l’:“——-;—“
Ejesnplo;

Sin resolyer, formur una ecuncin cunded suyas rjces soun of
tuadrado de 1o rafves de la eeuncion x? — Bx + 6 = 0

Senn ty ¥ rq lus rafees de ln eeunridn dada, en ln quea =1,
b=—Eyc=8g ‘
luegpo

]

weslo que (0 + )2 =11+ e,y 2, e osuma de las
b q 1 i 1
nuevas rwices deberd ser

Ry + Ay = {ry + ry}? =~ 21,13 = (5)2 - 2{6) = 26 -~ 12 = 13
¥ &l producto debe ser

lty « )2 = [8)2 = 38
Entonces, lu ecuucidn que se busen vy

#} o~ 13x + 38 = 0. (;Por quét)

i resuelves esta ecuncidn por ufpuno de los métodos yue apren-
diste, lng raices que cocontraris sen 1 =4 Sr; = 9 e sun
el cuardrado de las ruices de lo genocidn dada.

8 le lanamon’ discriminante s la expresion b? - 4ac que
apareee dentro del radical en lu fdrmuly genecal, del valor del dis-
eriminante dependeri qué tipo de raices o ceros Hene una ecancibn
cuadratica:

1. 5i b* ~ d4ac = 0 las dos rajees son iguojes -

Ejeruplot 5 del midula 10,
2. Sib? - da6 > 0y tiene iz exacts hu dus rufess serin r-
ciunales y dif::_run Les,



Preparatoria Disponible en

Preparatoria Abierta Online

a bl erta Oﬂ li ne | www.prepa-abierta.com

x _ —b + Vbi -~ &ac Y x _ —=b — Vbl — Kac
I_—.“-—_ .:'-—_-—H_-"-_

2z : 2a
Ejemplos 6 v 7 del module 10,

3, S b} — d4ac > 0y no tiene rajz exacln les dos raices seran
diferentes ¢ irracionales,

_ ~b + ¥h? —-ans _ =b = vb? — 4ae
M= 2a y %= " Za

Ejemplo: 8 del modulo10.
4. Si b — dac < O Ina ralees serdn imaginarioe,
Ejempios 9 y. L0 del iiijﬁﬂu]u 10

o Sien lug‘jar dc cﬁ‘:_ml_dcni:‘_l:m‘:ruf_r::‘.s:du‘ la;
mt kb +e =D

+

ecuugidn v
nsideratrios | gidfeacde < .

y= flx] =ﬂx’+ﬁx+c, i

tondrinmos lo siguiente:

1. 8 b? - 4ac = 0, la grifica de 1o purdboln tiene au vértice en
el eje X.

d 5i b — dag > 0, ln grificn de ln pardboln intersece al eje
X en don puntos reales,.

d §i b? - doc < O, | grifien de la paribols no interseca ni:
toen al e X ' o '
Ejempla: :

ceuncian cundritica 2. 4 LRSS -3 =.g,

dado qulc a=2b=4 y c=-6
b7 - dac = (417 - 4(2) |~6] = 16 + 48 = 64

yu que b? = dac > 0y cuadrudo perfecto Jan rifees sordn racionales
y desijualen,
Ejeruplo: . o

Sin resolver la ecuacitn, detarminar chma son las rafeed de la
senpeion cundedticn x2 — 3x '+ 10 = 0.

Defagenacion a =1, b=-3 y c=10

Sin vesolver lu exuacién, detseminar ¢dmo-son los raices de la

L75

Sila ﬁ:uaclbn
tiena més de un

. radizal..

176

Sustituyendo esios valores en ef discriminante lenemos

bt — dac = {~3)2 - 411} {10} =8 ~ 40 = -]
yeomo b3 — dac < O las rafces de la ecuscién seran imaginarias,
Ejemplo:

;Como debe ser K pars que las raices de la ecuncidn
2x1 - 3x + K = 0 sesn iguales?

Para que Tno rajces de una ecuacion cuadrdtica sean iguales,

bt — dac = 0,
Dela ecvacion tenemon 8 = 2, b= ~3 y e =K

Sustituimaa estas valores en ol disedminante ¥ lo igunlamos a
cera, quedindonos

{~3 - 42) K) =0
9_-8K =0

Resolvemos paca K

K =

@ |

Por lo tanto, pura que la ceuncidn 2x? = 3x + K =0 tangs

rufces igunfes, K =

[ aL-]

113 Ecunciones con Hodieales -

Estudiaremos thora, un tipa de ecuaciones en las que la vuris-
ble puede aparecer dentro de un radical de eegunda orden, como por
tjempla:

Wx 41+ 1 = Vx4 2
X+ vy - 1=23

En esta seceidn desarrollnremon un métado para resslver ceus-
viones de esto tipo, método que consinte en dejar en un lada de lo
igualdad un radical salamente y clevar después al cuadrade smbos
miembros de In eeuacidn con lo que e elimina el radical que quedd
golo tn un lado de la igualdad; en caso de que §a cevacitn lengn mis
de un radical, este proceso se repite tantus veces como sea necessrio
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haata que se elimine of Wtimo radical; resolviendo después la ecua-
cion reaultanty por alguno de los métodos ya conocidos,

Cuando s¢ resulven ecuaciones de este tipe od necesario probar
las ruices obtenidas en la ecuacidn original, yo que al elevar ol cus-
drado ambus miembros de In ecuseion, a menndo se introducen
raices que satisfueen la ecuacion final pero que son extrafias & ln
ecuscidn original,

Resolveremoy algunos ejemplos que nos ustrarin difersntes
vagos von ceusciones de este tipo.

Ejemplo: Resolver v3x + 4 = 4
Como estu ccuacibn contiene sdlo un radicsl, lo eliminamos
elevando al cusdrado ambos mismbros de la ccuacién

Wax ¥ 4P
3xn + 4 =18
3x = 168 - §
Ix =12

1
B

x = =

X =4

Sustitnimos x = 4 en la ecuacion original, y comprobamos

que i 1 satlafoce

Vasl+a=viz+4=Vie=4
4
Ejemplo: Resalver Vx %6 -~ Jx -3 =
Como la ecuacidn tiene dos radiceles sumamos a ambos lados
de |n ecuacion v ~ 3 para que quede sblo un eadiesl en un lsdo
de In ecuacién, y después elevamos smbos miembroa al cuadrado,
quedindonos

Vx + 5)°

xt b

1}

2+ Vx-23?
4+ 4 Vx-3+x-23

reduciendo

+E =1+ 4x~-24+x

sumumos—1 ~x a ambos lados de ls ecuacion

xt+t5-1-x=4Vx-3

reduciendo
' 4 =4 JVx -3

clevando al cuadradn ambaos lados de 1 ceuagion

: 16 = 16 [x - 3)
16 = 16x - 48 . efectuando
16 + 48 = 1gx sumarddo & ambos Indos + 48

84 = 16x efectuando

84 .t

il st dividié umbwos lados entre 16
4 = x efeetuando
x =4 simetria de Tn jgualdad

Sustituimus x =4 en lo ecuncidn uriginal y eomprobumes
quee g7 o gatisfare :

e »fa_?‘ - V453 J‘ ~ V1= =2
@ l:.jemplo' Renulwr ‘-/x_:l:— - VEx + ] =
Sumnmoaunmbusludus slu. In ewuu('m \/E}T1

Flcvnmoa al euddrado amhu-. ludua de ln @ vitacion

x+3=+1—-2w‘85+1+8x+1
i{cduuendu ¥ dejanda de un solo lidg el radieal -
~Txt 1= =2 B F 1
‘Elevando 1l cundrado smbos lados de In.nuunciﬁn

48x7 - 14x + 1t

H

4(8x + 1)
Efectusndo  48x2 - 14x + 1 = 320 + g
Reduciendo o una eeuaEion euadriticn |
49x2 — 46x - 3.=
178
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Resolvernos esta senneién urando ba [brmmla general

—{-aB) £ 14612 — a{a8) (=3}

2(48)

46 * M2T116 + GEH
a8

46 i V2704

a8

46 + B2
88

_ 46 + B2 _
f =g =]

46 -~ G2 _ -6

Ky & ——— = =

a8 :1i}

] ' . .
Si sostituimos #y. = 1 Y K3 = 78 o In etuccidn originol,

encantemon que wdlo Ky = 1 T setisloce por la que concluimos
gue esla eenmiion tiene a0lo ana rafz, siendo. Xz unatreiz extrafia 2 o
ecuncidn original, -

.
114 Ecoaciones que se pucden feducic xla forma cuadritica
i tencmus una ecuucidn de la formo

: n
e[ + bl T =0 nEL

decimos que ey de Tormn eoadrdlioe, i ef simbulo f{x) repesannin
una expresiin e &, como por gjemplo:

21 + 1 4 A3k + 1) - 2 = 0; Hx) = 3+ 1

2k - 1112 x ~1 .
¥ a(x'i'?) _5(u+'1)+3

'
Rl procesa parn resolver sle tipo de ennaciones, lo flustrare-

-1
x + 2

i

0; fix) =

mos medianie slgunos ojenphos,

Ejemplo:
Nesokver I sipuiente aevacian
{x7 — 2117 - (x! ~ 2n) -6 =10

L5i tendmos una -

eciacion, cbmo
la-podemos
vedutir a lo forma
cuadrétiea?

179

Hagumos

{x1 - 2%}
[x1 — 2x)?

1

il

77
sustiluyendo estas expresiones en Ju ecuacion ariginal, queda
2-z-6=10

Resnlvemos ests scuncidn muadedtics en 2 usundo eoalguicra,
de los métodes conncidos {en este coso Is resolveremos por el melo-
do de fnclorizacidn) y provedemos conto sigie:

-1 -8=20
Fuetorizando

lz =3 2 +2} =0
=3 6 z= -2

Sustituimos cads uwno de estos valores de z oen ln expresion
2z = x? = 2x, resultando dos cenaciones cuadriticas en

3 = x1 ~ 2y, -2 = wl - 2x

Resolvemos coda una de estay ecunciones:

3 = x1 - 2x -2 = X1 - 2K

0=x -~ 2x - 3 0 =x2-2x + 2
X1 - 2% — 3 =-0 x1-2x +2 =40

fx=-3 ix+1N =0 x= 2% Vi-217 - 4in) (2)
21

Lungn, las cuateo raices o eerns de la coaacion uriginul, spn x = 3,

x = =1, x=1+i y wx=1-i
Gonjunio solucion = {3, -1, T+, 1 =1}

180
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Ejempla: '
Renolver 1o siguiente ecuacion; . @\ REACTIVDS DE AUTOEVALUACION

I -1h3 Ix -1 = 24

x + 2 x+2 L. Besolver graficamente lus desigualdades de los siguientes probiening
Huganos . a) - x> 20

Ly =2 -9 <D
=31 ¢ x> ax
5+ 2

d) x*~4x >- 4
1:=(3£_T__1)1 : R g e) x~6x < -9
Rt+2 . )] Il < 4x + 18
g x+1>0
W e+ 2t 1eD

222 - 2z - 24 =D : ‘ 2. Resolver ulgebraicamente lug devigualdades de loy esiguic:.m:s prubluruu&‘

Suatituimos eatas expresiones en la ecuacidn original, guedando

Resolvemos ) x-3x~4 <0
22+ 8) -4 = 0 b W +x-3>0
2+ 6=0 z-4=10 ' _ ¢ - dx<-4
= -3 rea = | d e -m-9
o g Ox4 1 2+ 3 o<
Sustituimos ends uno de cstos valores de  en lu expresion ' - D (Ex._- 8) (Bx .+ 10) > 0 B .
= 38 =1 ' regolvemos pora x ' o o B: 2t -7 <0
=2 hy  x*-@x+7>0
ae Ened g o B D R+ 2+ 4co
K + 2 x t+2 B X1 + 2x + 450D
-3ix + 2) = 3x -1 4x +2) = 3x -1 . k) bk~7Hix+8 >0
=3 -6 =3x -1 4 + B = 3x -1 i 3+ 2x+1<co0
—fix = § x=-1~8 )
X = - % x; = —8 3. En los problemas giguienied, encontour wun ecunciin gundritica con coelicicntey

enteros que tengn los siguientes nhueros comy raices,

Lurpo, las ruices o ceros de la ecuacion original son
ay K =3 ox =2

8 l;) X, = .1._ % = —3
= 4 2
R = - -B.. 0 Xz =‘—g

v ¢} X =0,

X1
. d) X = - %, Ry =
Conjunte solucién = (- Pl g}

l‘:) xlzﬁa Xlﬁ-‘\J{E

181 182
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6.

8,

9

10

14

n)
b
<)
d)

4]

Encantrar unu r:{.u:mmn cundriticn cuyna ralcr-s sein los cuadrados dﬂ Ias rnlct‘.a dr,
x? = 20— 8= 0, :

Encantrar una eeunciéin ewadeiticn euyos rafees sean el triple de lus- raices de fa
ecuncion, ®7 = 3¢ + 2 = 0,

Encontrar ung ecuacién r:padr&ticn euyus rujces sean los reciprocos de las raices de
lo ccuacidn, 4x} + 4x — 3 = 0,

Eucontror una ecuncisn cuadritics cuyas tafces sean un cuurlo do las raices de la
ecuacion, x7 ~ d4x — 32 =@,

Encontene una eeuscian condriticn cuyas raices sean la mllud de |au rafces de lo
ceuacion. 4x? — Bx + 3 = 0,

Encontrar el valor de K para que Lo ecuseion cuudeitien 23 + Kx—16= 0, tenga
unu rafz = 3, ‘

Encontrar el vabor de k parn que 1a ecuacion euadeilien kx? - 4x + 8 =0, tenga
rafuey igunlug,

Encontrar el valor de k para que la ecuncitn cuadration 3%3 — dkx + 2k =0
Lengn rajees reules,

Encontrar el valor de k para e la ecuncién cundriticn 2% = 2kx + 8 =10 (enga
raices imaginaring,

Encontrar el valor de k pora quo 1o pgrafien de 1o funcion - cundritica
fle) = Bx? — 6x + 2ksen.tongente ol eje sen langente al eje X,

Hesolver lau simiientes eennclonesy -~ 700 oo mT L f

Vix ¥ 6 - x =1
itk = -5

VB wx = ~x+ 3
x—1=~f;'.——-—1‘ _
Varn + x4 2 = Ve £ 3
VR F 1 =2 +VIT 2
it 2= xS =1

188

184

L EEEE

dx + B=5V3x+2

BRI E TR

-4 = ~N3x + 6§

Vax + 3 = Vx4t 2+ Vx- 8
Vix +Vx + 5 =

Jil 4+ x + 3 =1+ Vx? 4+ 3x + 4
Vx-at - Vot = —a

vBx - 1= Vx -8 + Vax + &
Vhx + bt = b+ Vb - 281, b = 0

7=

- Reaolver los siguienies problemas reduciendo primern cada senacion a una eenarién

de forma cradritica,

4x% + 2% - 36 =
2xt — 1457 + 24
x* - 11x? + B =10

it -5 + 65 =0

(x? « x)? 4 (%7 =%} -6 =10

202x? + xi? + il A F 92 =

Ak =12 - 12(xT - 1) + 12 =

B¢2 + 12¢'1 - 0 = 0 Haver 2 = 21 y 21 = x1
20x7? ~ Ixt - 2 =10 :

[
o o

CBxE b I . 1=

4"'—4)-‘{?3“"1*1)- =0 MHuwer 2z = 1_3,1—2‘+l

X~ 3 2x +1" 1 x-~-3

'z'(?—i-;?»’—Mw( = -1=0

S"FI'IHT - (] i l'.ﬁl(lll llli(‘.“'ll\l’ﬂ {lﬂ lll ljl'.lllil!il.ll'i

yhacer 2 = V3x + 2

C7V4Ax - 3 =6lax -3} + 2

.
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Médule 12

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al terminar de estudine esle mddale, el glunno:

L Aplisard ¢f mitodo grifico en lo resolucion de gistemas de couaciones formadus por

una cewucion radralive y une ecuaceion lineal,

Aplicard ¢l mtodo algehraico en Lo resolucion de sistemas de ecuaciones formadas

por ung eenacidn cuadritics ¥ une eeuncids lineal. e

3. Hesolverd sisternuy de ecuaciones eundriticas (ormudas por 2 ecuaciones del tipo
ax? +hy? =¢

4. Resolverd sistemman de eenaviones de le loemu: ax? + bxy + eyl =d,

=

ESQUEMA-RESUMEN
Echuncién Eeuncion
lineal cuadriticn

1
Sistena del tipo
ax?+bxy+ oyt fdutey= f

Sisvema ol _i_=ipu'
Bk + byxy + ejyl=d,

Sistena del ipo
ax® kby! =g

gx + hy = k %2 F byl =.0y ayx? + byxy + . gayd
- ¥

S .. Solucion Soluecidn -

Salugion . .
algebienic algebenicy .

/ | "'

r %
Ceritfica Algebraicn

Solucitn de un
sistema formado
por une ecuacifn
cundritice y una
ecuacibn lineal,

LGbmo encontramos

I solucibn de un
sistema de
ecuaciones?

tComo obtenemos -
les puntos donde -

se intersectan las
Graficas?

186

12, Solucién de sistemas de ccuaciones cuadraticas

En tu Unidud EX, estudivste sisteinns de evusciones Bneales y
Loz diferentes métodus paen resolverlos; algunes de esos métndos te
gervirdn lumbitn pars resulver sistenus de ecuaciones cuadrd s,

Fu eata leveidn estudisremos sistemas de ecunciones formndus
por una evusein cuadrilicn ¥ w ecuacion liseal, dos ecuaciones de
lu Tormuax? + by? = ¢ y por Altimo dos eeuaviones de do forma
ax? + baxy + cy® =d,

121 Solucion de un sislema de ecuaciones fonnadu por una
Ecuacidn Cuadraticn y una Ecuacidn Lineal

Un sistemu de oste lipo puede eseribiest come

ox? + bxy + oyl + dx + sy =
gx + hy =

11
x -

donde a, b, ¢, d. e, f, g, h. y k son constuntes a, by ¢ no ludus
son igual u cera y 2 ¥ hono son anbas cero, Cada eeaacion Fepresenta
urn conjunto de punios euyas coordenadis satisfacen ls ceuucidn
Tespectiva: Ja interseceion de-estos dos conjuntos consta de los pun-
tos comunes & s gurvas representudes por-las ceunione,

Tal como. en’loy sisteinas de ecunciones lineules, podemos re-

‘solver gate sistenin en forma grifica o.en Tormu. algebraica,

. )
1211 . Método Brifico -
Eute método vonsiste en graliear ambes ecuncitnes sohre un
niisme sistemy de ejes de cobrdenudas; siendo [nsolucidn del sistema
los pares ordenados (x,y) ssosiados con lus punios donde s inter-
secan las prifivas,

Ejemplo:

Resulver graficumenle ol siguiente istem

x? - Gx -y

It
i
4}

—2x+y

]
|
~
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Transformamas cada eewieifn, 2 otra squivalenle y eseribimos

el sislema coma . o . o . |
y = -b6xk+ 5 ; ’
¥y =2x -7 C : . ’ ’ ’ . B
Dindole valores u la % en la ecuacion, .y = ¥* —Bx + § tencmos:
Cuenidn ®=1, P (I:I)I'l ~B0y+6=5
: ]
Cuundn X =1, y={1 —-6{1}+5=4
1
Cuando X=1, y= {2} -6(2}+5=-3
k|
Cuuniio K= y={IP -6 +5=-4
. 2
Cuando k=6 y=(6 =68 +5=0 .
Cuando H=6, ym={6P -6lE)+E=S . Co [ : PR RN ST TN S SR S
o ) - : - T s -3 =7 -6 -6 -4 -3 -2 -3
Rusumimas caton valores en I 'signiente tablaz - - - o o i -l
-2
x o1 | 2] 3lsls -
y !5 |8 {-3t-4t10 |3 -
Interseccion
de 1as grafices -5
de las scuociones sl
Para ln eevacion y=2x = 7, learmos; : . y de fos gjes
coordenadas, 1
Cuando N=0, y=20~7=-7
7t
Goanido y=1, 0=2x-7x=1 Y
- . 2 . Figura 1
Grafieames cada wnn de log eeunciones usando loa valores ‘ .
obienidng; . _ ) . ) . ‘(fl._ﬂ | %2 = 6x = y = =5) N {lx,y) § -2x + y = =7} = {{2, -3), (6,5)}
Lurgn, a portir de 1 prillica viemos que fa cirve v lo cecln pe 12,12 Método algebraico

intersecan en los pusilng coneooedenadas (2, =) y (6, 53), por In que

, . . . "
1y : : El mé “hraie e as, consinte en
Iz solueitn ded sisteinn e el conjunta - Ll métoda algebreico para este fipo de sislemas, consiste &

resolver para una de los variables en funcién de [z otra I ccuncidn
lincal ¥ sustituir esto expresion en In cenacidn cundriticn, quedando
con eslo una eguagion cuadriticn con una sole vasiable, ln que repol-

187 lag
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vemnos por cuplquicry de los métodos ya conoeides, Sustituyendo
estos valores en fa eeuacion lineal, obtenemos ln solucidn completa
del gistemu.

Ejemplo:

W -x-y-6=0 (1)
2k -~y —-2=10 @
Resolyeman purs y In ecuacion {2} y obtenemos
y=2x-2 (3)

Sustilvimos 2x — 2 pory en o ecuseidn (1) y obtenemon
2 - - (2x -2 -8 =10
Simplificomon

X2 = x-2x+2~-6=0
-3 -4=0

Resolvemos Lo ecoacion x3 — 3x — 4 = 0 por factorlzacién,
yuedando ]
x =4l {x+ 1 =0
porloque  x =4 4§ x = —
Sustitninws eatos vulores en dn ceuncion (3) ¥ ubtenemos
Yy =24 -2=6 ¢ y=20-1-2=-4

Loego, ba solucian del sistemn es el conjunta

eyl bal —x -y =~ 6=0} N (e, v} 12x =y -2 = 0) = {l4,8), =1, -4}

Ejeoplo
Resolver slgebraivamente ol siguiente sisteima @
x? + y? = 25 :
x+y =1

189

Resolver wlgebruicamente ol siguiente sistems ’ @)

190

. Rr,so_llm:_qou_paru ylu t::g_uaclc'm;l'mr.nl:y nos queda;
| .'V' = ~—x t 1.
Suali_tuim:os {=x 4 11.por y" wn lu eeuacion c'l_n_mh‘-x_ilicu
| R
. Efe;:;;::a.!nup y pigr;p|if_icn::rlr)§
'xfr o s 2wt A

Zx - 2x —'24
Cokl-x-13=

1

25

1
o o

Resolvemons lu ecuaeidn x? ~ x - 12 =0

—i=1 + Vim1 - 412
201 '

.x=

= 212 V1 s AR

x
i
= 127
2
1 +7 e 1-7
= = 4 0 KT s = =3

x 2 x 2

Sustiwimeas catos valores ey = —x + 1§ obtenemos

y=-4+1=-3 & y=-{-3+1=34
Luego la solucitn del sissema es el conjunto

(x, ] 1 2% + y7 = 26} 0 {{x,v) | % + y = 1) = {{a, -3}, -3, a4

Cunndo graflicamos wni eenacion de privier grado y s de
segundo grado, sua graficas s intersecan en dos puntos difereaties
(Ejemplos 1, 2 y 3) me intursecany en an 20lo punto (problems
“d de loy problemas de Auto-Evaluncion del idalules 123 o no e
intersecan en ningiin punta (protiema ¢ i log problemns de Auio-
Evaluseidn del mbduin 12), :
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* 1o Unidad 1%

12.2 Sisteman do ecuaciotics cuadmlk:as fonmda.u por, dos ecuncm
nes del tipo nx‘*‘ + W =

. Cuando s m.m'. un smtnmn [ormndn por dns -etuariones s del o Si_-.utiliz_ﬁ_mi:'_s el
tpo axd + byl = c;ilos nu:ludns;quc maa mnvmnn s, nun lnn - métedo dusuma- -
de stma-o resl : LLyresaee,

. qm‘cjcmpl_ua par ‘ ( .
- 'mos de crunnmnm dc uul.c hpn

llcaulw:r él mguumlc sistema e Aounnioneg usnndn el métadn - - _

de samns o reala

x? + y! = 2§ m .
4x? - 4yl = 3§ {2

Multiplicamos por 4 la eewacion (1) y le sumnmos lo ecuaeion (2),
quedandn

4x1 + 4y} = 100
4 - 4yl = 36

8x? = 136
xizﬁ
1
x? = 17
x =i V17 -
¥ = V17 6 = =17

Suetituimon catos valores én"ruuirpmrn die las doa edunriones
originules (lo hneemos:en fa (l)) y oliténemas {oy Lurrnspnndlunu.ﬁ
valores de fa y, (Al suglituir |y = sf_" B w0 w17 B ‘obien-
dri- ¢l mismo valor debido de y. dclndn n qun I x an ambag cendcios
~ nes apareee clevada al. numlradn pnr lo gue mntlhnremun un EO]D :

- valor, es decie x? = 17)‘ ' .

& v +y=.=zs_.__‘_ B
17+Y‘=25.‘;. L
y: = 25 - 17
v =8
y =+ VB
¥y =t2\/_2-.

191

5b %

;J’"y_+zﬁo-2-f six=-V17, y=2V2 6y =-2V2

Lugga, el conjuntn solucitn es
(W77, 2v2), V7, ~2V2), -V, 2V2), V1T, -2V2)

- Ejemple 5:
Resolver el siguisnte siatema de eeunciones ussnde el métado
de sugtitucién:

2xt + gy?
x? — 2y?

20 1)
60 ()

Resolvemos pare x? 1a scuacion (2)
x! = 50 + 2yt
Sustituimos esta expresion en la ecuncion (1)
2(50 + 2y?} + 4yl = 20
Efsetnamos y simplicamns

100 + dy? + 4y! = 20
00 + Byt = 20

By? = 20 -~ 100
Byt = — BO
yi = -10
y = £ 1YL= V3
Sustituimos y2 = —10 en cunlquiers de Ins dog eeuaciones originales
(lo hacemos cn la {2)) quedsndo
x? - 2{-10} = &0
) X + 20 = 50
’
x? = 50 - 20
x!1 = 30
x =130

192
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Luego, ef conjunto solucién es

{tv30, W10}, (-V/30, iV0), V3T, -1V, (-V30, —ivi0))

Sustitnimos y? = Jenln ecuscion - (2}

L : ' : 2t ~ 7(1) = 25
= [} sobre el conjunto de los niimaros reales - Do . . S ? e
: ' ’ ’ - 241 = 26 4+ 7
En estz ojemplo vemos que &l segundo components de cada , 3 = 32
par ordenado del conjunto salucién, e un nimero complejo por lo _ L 2
que coneluimos que las grafices de fas ecuaciones no se intersecan, K =18
x =14
Ejemplo 6 @ ‘ )
Resolver el niguiente misterma de ecunciones usando el método .Lu!:go, el conjunto solucién ra

de guptitucidn
{14, 1) {4, -1}, -4, 1) (-4, 1)}

x1 ~ 11y = 69 {1
2x1 — Tyl = 25 )] ) g graficas du este tipo de ecunciones, se intersecan e puatro
. puntos diferentes o no s interseean en ninguno,
Resolvemon para 17 en I ecuacion (2) : ' El método de suma o resus, se pueds aplicar también a sistemas
de ccusciones que contengan téeminos en xy, o términos de primer
o= 284 7y? grudo & amthos, sicmpre-y ceando ol tdrming en xy Bparezea en
2 ambas ecuaciones y que despuds de smnar o reatar ambas ecuneiones
resulte una ecuacidn con una soln vasiable,
Sustituimos eata expresidn en la ecuacién (1) - @ Ejemgplo T:
26 + 747 1 = g e - Resolver por el métado de sume o resta el siguiente sislema de
5l—— | -1 = wcuatianes e S
Efectuamos v simplificamos . e
125 4+ 38y2 S R
— TR - 11y = g8 . L0
2 Lo : A :
125 + 36y? — 22y3 : e
A4 Yo 80 ) ci L Tt
125 + 3By - 227 = 138
13y? = 138 - 126 : o . _ -
13y = 13 e . B S Resolvemoy por fuctorizagion.  (x.- &) x +.1) = 0
‘ . . ! ' x =8 6 x= i
2= 13 [P
¥ 13 . : Sustitnimos cads uno de eslos valares en lo ecuncién (2}, yuedando
- ' : pura x = B. . : - -
¥ =1 .
y =+ 1 |

fBly + (2116) = -3
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6y = -3 ~ 12
Gy = -18
y=-1 _ _ &
6 2
parn X = —1
-1y + 2(-1) = -3
-y - 2=-3
-y = =1
y =1

Luego, el conjunto solucion es

{s, - 21 =1, )

123 Solucias de Sistemas de Eciadunes da 1i forma
ax? + bxy + cy? =d

forma

ﬂl’é’ + by o+ ooyl =g (n .
ayx? + baxy + gy =ds )

procedemaos de lo siguiente manera;

L.

Eliminumos el 1érmino constante por suma o resta, multipli-
cando la ecaacién (1) por dy y | otra por —d; y sumamaos
después ambas ecuzciones, quedande una ecuacian de la for-
ma Ax? + Bxy 4 Cy? = 0. 8t d, 6 d; son cero, se omi-
un eale paso y se empiczs con el paso dos usando la ccuacion
eon término independiente igoal 8 0.

Sc resuelvn {8 ecuacion Ax? + Bxy +Cy? = 0, pura yen
tirminos de X & pars % en términos de y por cualquiera de
lns métodos que yo se han estudiade, obteniende dos solucio-
nerdelaforma y=0Ox dy=Ex &6 x = Dv 6 u = E|y
donde D, Dy, E ¥ E, ron constanles,

Se suatituye cads valor obtenido en el paso anterior para x &
para y en cunlquiera de las ecuaciones originales, obteniendo
dos scuaciones que tontienen una sola varisble, que puede ser
la x 6la y, dependiendo si se sustituy6 la y en tirminos de x
&la % en términos de v,

Paru -obtener la solucion-de un sisterna-de ccusciones de-lo-

Pasasen la

solucibn de

un sistams do
ecunciones

def tipo

gx? +hay ey’ =d

195
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6.

Se resuelve purn fo varinkle que quedd en las ccuaciones abte
nidaa 2n of pusn anteror, obizniendo dos soluciones pare eada
ecuacinn,

Cada solucidn de ln conacién obtenida o portirde y = Dx @
x = D,y se sustituye eny = Dw 0 x = D,y, obtenienda ari
los correspondientes valores de y o %, De igual forma cada 5o~
lucion de la ecuncian obtenids o particde ¥ = Ex & ® = Ey
st Bustituys en y = Ex 0 x = E,v,ohteniendn zsi los corres
pondientes valores de y 6

Se ardenan bas soliuciones, obteniendo cuatro pores ordenndos
que es el canjunto salucin del sistema,

Ejemplo B:

Resolver el siguicnte sistema de ecuaciones:

I

¥ + 2xy — 4y?
2%t + Txy + 4y?

16 (1
104 (3

Multiplicares la ceuscion (1) par —104, 12 ccuncion {2) por 16 ¥
FUMUNOR

~104x? — 208xy 4+ 418y? = — 1664
aZe? + 112xy + B4y = 16684
= 72x7 — O6x + 4B0y? = 0

Reducimos dividiendo §a ecuacidn entre =24

Ax? o+ dxy - 20y =0

Resolvemns esla ecuacion por {sctorizocion

(3x + 10y) (x — 2y} =0

x= - 6 x =2y
3
Sustitiimos x = — ‘%’-cn ln ecuacion (1)

13 4 2Ty - 4yt =08

Efectuamns y simplificamos

100y? _ 20y?
8 a



Preparatoria | Jesrideen e
a ‘bl e rta O‘I"I ||| Ne | www.prepa-abierta.com

100y? ~ B0y? — SBy? = 144
4yl = 144
yl = 38
y =%8
Sustituimnn los valorea de vy = £ 6 en x = —-‘-g-l obteniendo
— _ 10 - . == 10 e
x = Tlﬂl-—- 0, X 5 -6l =20

Sustituimos ahors, x = 2y en ln ecuncion (1) {se podris hacer
también en fa ecuacion (2)), quedando

(2y)? + 2U2yly - 4y? = 16

Efectuamos y simplificamos

4yl 4 4y? - 4y? = 18
4yl = 18
¥~ 4
y =12

Sustituimon jos valoree de v =+ Zenx = 2yohteniendo
x =202 =4, x=2(-3 = -4
Ordenando estos valores obtenemas el conjunto solucién que ea
{-20,8), 120, -6, {4,2), {-4, -2])
En este cjemplo ohtuvimos custro pares ordenados que satis.
facen el sistema, Jo que ucede peneralinente, sin embargo en ciertos

casos ewpeciales guede haber menos de cuutra pures ordenados que
satinfugan el pistems.

197
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REACTIVDS DE AUTOEVALUACION

Resolver grificamente los siguientes sistemas de ecuaciones

¥+t 2x-y+4a=0
-y +868=40
By w4+ y? =38
¥y -~ x =0
6 =xi-y-4=0 v
x -y +1=0
 x-2-y-8=0
: xX-3=0

_ Resolver algebraicamente los siguientes sistemas de £cuaciones,

) x4 yl=18

y -23x=1
f) X +y =3
Bx +y=7

g Y ty-2x+4=0
~dy + x ~8 =0

h} 3x? - 16y? — 11 =g
3x -8y -1 =20

Encontrar A N B para los siguientes conjuntos.

D A= {lxyl |7y - 12x - 18y = 0}
B = (fx,y) 18x — 8y + 14 = 0}
DA ={lxyl |20 ~ 20y + 202 = p)

B = (kv lxy + ab — ay =0)

5, b constantes vy & 0, b =0
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Resolver, veando el métode de sumo o restn o de mustitucids los siguientes gis

temug ‘de’ ecuaciones,

§)  x ok ayr =43 o o1se - 1eyr = - &

2
!+ y? =87

[

: ~2ha + 13y = - liﬁ.
h} g9x1 4+ yi' = 90 : e

¥+ gyt =80 . - O m dsyr=11
: : © X~ Byl = ~63
c) 2o 3o ' I
x3! .,2. . - L‘} 2%+ v: = . . .
R L x? +yl+ 2x =3
x ¥ : _ :
: ) w1 -y =18
dy o + 3y =37 2% byl = —1

20 - Byl =14 _
185
1.

L a : m) 4xd + 4xy + 3x
. €) 4xt + By! = 36 BX? + 4xy + B
15 + By = 80

nn

n) B + Bxy + 4x =—-18.

fy B .
3x3 48x? + 26wy — 3x = 48

gy oo _ S

bx? Loy, dxy -y 4+ 3y =8

. ,3“:‘"]3 +3“=0‘

by 12— B

Resalver:los siguientes sistomas de scudciones, . -

D - By ki e
T O R

by 6k dy boay=24 U Ve iy s o
T3 oy =18 | 26x7 — 24xy + y1 = 36
§ Wexy-y=0 oy 2o 12=0
x? 4+ xy - 10y? = 20 2?’2 - Xy = _1
dy x2 - xy + y=28 . h) x’+w+gv’$28
2 + 3y - 2y! =0 T DA Ty < = -84
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Bibliografia para consulta. Unidad Xi

ALGEBRA MODERNA

Eugene D, Nichols

Ralph T, Heimer

E. Henry Gardand

Compaifs Editodal Conlinental, S, A,
1569

- INTRODUCCION A LA MATEMATICA MODERNA
Elbridge F. Vanee
Fendo Fducativo Interamericano, 5. A,
1968,
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L
a)  Yértipe
b}  Vértice

¢} Vértice

£0
&n

en

d)  Vértice en

e} Vértiee
0 Vértice
g)  Vértics
hy  Vértice

en

=n
en

en

Paneles de verificacion

Conjunto de Problemas XI1-9

{1,7), coneave hacin arriba,
{—2, =7}, cHneava hacis arriba.
-1

7'
(%, Ef" voncava fincia abajo,
%, - 35-“») coneava hacia. arriba,

{0, 20}, chncava hacin orriba,

g-}, eoncava hacia ahajo,

{4, 0}, concava hacia arriba.
{4, 18}, eoncava hacia ohajo,

‘ i).' " Vértice en [%’, -1],‘ edncave hacia xi_b'njo; :

3y Nertige en-‘(ﬂ, 3a),- é_ﬁr_:c_p_v_n ‘hacia ni}ﬁjq.'_ R
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b} : . o ; . d.
Y ' -
i : ) 10y 10
| by  Terreno cundrado de 30 m par lado.
¢ 10y 18,

Conjunto dr Problemas XI-10

1.
) x=-—§ [} x=—2
by xi=3 6 x= —B
i : 5
u).x—; 6 x= .31
: -".1. =—---§
d) x= g 6 x 3
=8 = B
g ox= =g o x=
= 1 = 2
fy = & x 3
g x= -8 = -3
hy x=25 = —6
i '-"l =—-:.!..
i) x =2 a X 3
y x=4 6 x=4 {Es una raiz repetidn)
k) x = 4 a x =~ 3
2 2
1y !=—-%_ o ¥=—% {Es una raiz repetida)
my x =10 6 x= -9
n) x=— i 4 = 3
? 2
o) aA=86 x = =7
1 11 Lok, Jll=___x [ I 1t|14=_._x p) = 3i o x = =3
—8 —b—4 -3 -2 -1 1 2 3 4 ---—-l—:i—:l—11 1 2 3 45 g x =4 a ¥ = —di
-1} .o . =1r
-=30) ik _ T 2k 3] x = V5 6 x=— vBi
—al- . ~3F ¥ x= 2v3 & x = =2V
—j-ll—- o -k - 1) x = 2v51 4 x= -2v6i

- 203 204_ .
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Xy

X

L3

x|

Xy

Xt

x|

Xy

Xy

%

)

¥y
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1
[ e

0 X4
"] 5]
[+] X3
a xp
0 Hq
& Xz
5] X7
a X3
o A
a Az
5] X1
b X2
0 X3
] X3
0 X7

Conjunto de

Disponible en

= -0
=3
3
= - 3
2
_ -3~ Vg
10
=E
2
_ 3-1var
B
=2
3
=1
6
_ 8- Vi
B
= —§ .
_ ~1 -1V
z
= ~6 - 4i
= 1=
18
_ -3-Var
z
= 2
10

Y,

=4,0 \

D, - 29|

Preparatoria Abierta Online
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b}

(-3,0)

vi

(3,0}

d)
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12\ | /a2
, {e,1 "
h Y
) i
P v . : .
' . ‘"2.‘” tntn
Jl K t [ -X
_ , _ . : =100 |
- .5_.,0)\ ) / . C '
? 1 I.«- [ (301 L X
2
k. ) o {x -1 < x < 4} ‘
:. "h)w:_<xlx>1 é x<-—;-}
L R ~ Conjunta vacio ' '
i . d) T xlxER, = -3}
- : . ] : l-%<x<—%
N _ . B . B ’ xlx> & 3 u:—-i}
0, -18N./ (%.i}) . L i !
R ' 208 . |
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i)
i)
k}
1)

%)
k)
<)

d)
£)

10.

1L

12,
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{xlx)a;_;/; 6 x<

Conjunte vacio

{x1x € R)

[kin>7 6 x<-8}
Conjunte vacio,

x! ~Bx +68=0
2x? + Bx - 3 =0

xt - Bx =0
!+ AIx-2=0
x - 2=0

xt — 20x 4+ 84 =D
x - Bx 4+ 1B =0
I -dx -4 =0
X - x-2=0

Bx? - 18 + 3 =10

k= —1
k=£
3
3
k?.;. k<0
-V12 < k ¢ V12

Disponible en
Preparatoria Abierta Online
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- 13,

8)
b)

8§

o

X=1x==1%x=3 x= -3

;x:ﬁ,_.x:—ﬁ'x=2'x=_2
‘)t

5 +1Va7 5 4 iva7
A .
= B — V47 _ N\ 5~ Vay
%= . K= .. 14
' SV .
x=2 x=-~1 x=lrl¥U1 - 1v13
‘ 7 .
P T AT -1+ VT
! [} ! 4 ' 4 '
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b}

i

0

m)
n)

Vi, x= -
& =1
ERS
_ B
4, x =2
%r x = =1,
11
—4 = o
r X Py
-}, x = =2
1 x = =1
7 -2
3’ T3
3
36

(~4,12}
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1 +iva 1~ 1V3
¢ KT e
2 2
1+1v3 . _1-iva
4?"_, n= a

MODULO 12 — VALIDACION

Y
12
"
10

212)

W+ xk-y+4=20

211

by ¥ S
A A iy Q
@- [ +4‘
& P
6
. {2, 3v2)
3
2
7
[-E'q' T N B B | 1ottt (G,,ﬂ) - X

§5 a-3zzif] 123 45 § 7
-2
-a
-4
-6
1 {n, -6}

(-3v2, ~3v2)

c)
L L L 1 1
/ -1,-8
-2, -8
212
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h)
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v

A

" x=-3=0

i X1 = 2% ~'y ~.B=10

-2,0) u 4.0}
(-

i}

Conjunte solucitn

Conjunto solucian

Counjunto solucian

Conjunto solucidn

Hnn

Canjunto solucién

ANB = (3,4, (-1
AN = {(ﬂ__h_

(3, ~B)

(0, ~8)

(1, -8}

{{3, -61

\ 5 ' 5 [
{14, -13), (1, 21}
{{38, 8), {2, -1}
{{3,1}, -5, =21}

{(_“m mm)_ (,,_\/;‘ :-:Jﬁ)}

1

.1
. T)' {0, bl}

218

3 (14,3) ,-3), (-4,3) (-4, -3)}

b)" Ha! 3]1 ‘3- "'3]: {-313' {“‘31 —3” )
IR R

& (5,2, & -2, 6,2, -5, -2]

9 S 2, @ 22, o, 295 f:}

p V7, Ve, VA7, - VIe), (- VAT, Ve, (- V7, - VBl

24 p?

é\/_ \/—) \/)}

) {vE, iv3), ivs, - iv3), -~ IVE, u/‘; - :JE. V3l

‘/-) {1—£) {—1+-£1(1 f}l

h] {nJ‘, VI, V3, - VL L1VE, VT, -1V, - VTR
K {t-1,2, -1, -2, {3, 23, (3, 2V}
D 5.3, (6. =31, (-3, IVT), =3, — 17

Cm) {(1,2), {-3,1)}

ny {-2,3), 3, - BY)
u){[ 3)‘——12)}
3.

0 -1, - 4) L4, 12, -7, (-2,7)
k) {[2, ~ 3], (—-J-Bi-_ul %3_'3.} (-2, 31, r";f;ﬂ-r -2;/;3')}

o) (42, V2), (-4V72, - V2), 1-31VE, IVE), (31VE, ~1VB)
: Y21 avar)  [-2va1 -avEm
d) {[4, -2, i-a,32), (2 321_ 4 321)' ( 2avan 4 21)}

3 2
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¥

Introduccion

En-¢stn fltima unidad presentunos el estudio de las Funcionus polinamiales, una da
lns ma importantes de dlgebrn, ‘

5o plantean sna pperaciones fundumenteles, reprosentacion grificn, los teoremas del
io¢y del factor npoyndos e el algoritmo de 1a divisibn, as oMo su cankeeaentia que
es ¢l teoréms fundumental del dlgebra. o S

. Se:ilustrn el manejo de la divisién sintético y s empleo en los métodos. para la
determinacian de los diferentes tipos de rices,
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Objetives Generales

Al teeminar de estudisr esta unidad, el alumno:

1. Rosolveré operaciones bisires que involueren funciones polinomiales,

2. Graficari funciones polinominles aplicando log diferentas tc_urcm}.n_ekiate_n_t_;ﬁ,(t;o- -

rema del reaiduo, del factor, fundamental del dlgebira),

3. Determinaré lus rnjces.reales (racionales eirracionales) existantes en ﬁlncicnguquli-
nomiales dadas, Y

4. Determinaré cuantas raices imaginariaa contienen Las funclones polinominles dadas,

b
ha
o

Diagrama tematico estructural

Operaciones

. .Funciones. 4"

- Grifica

Polinamia

Funcionea

'E‘eurﬂm§ del
“Residog

Polinomiales _

Teoarema dol
~. Factor

Teorema
fundamental

del Algebra

Determinacitn
de rijces
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' : DBJETIVOS ESPECIFICOS

Al teeminar de estudiar eate modulo, ¢l alitmna:

Fxplionrd en que conalsten 1as Fincignes palinomivies,

Definird cuando dos funciones plinamiales son iguales entre si flx}=gl),
Sumari funcianes polinomiales,

Rruulurn multiglicneiones de don funciones polinomisles.

Aphcnrn un algaritmo eo 1a divisién da funciones palinomiales.

: : Rcaolvcrn divigianes gintéticas won funcianes polinomiales,
Funcidn Polinomial: Todn funcién que puede representarss mediante la ecuacion g B

Hx) = o™+ 8y " o, _;x"“z 4. g

o g

ESCUEMA-RESUMEN -
donden’ € Wy-ay, 8n-1, 8n-2008i Lo :
Son constantes-resies 0.compleju, L . : I I : —-| :
Algonitmot Cualquwr prncudtmmnto de célgula, - ' B RN L :
Diviston Sinigtica: Prucl:an qllc smlp]lf’nn ln :hvmmn dn un pullnumw en X entrc un: ' S .'Eur;ci.dm,ﬁ =
hinasmio de 14 forma. s et : b linenles. Lo
"Tearema del’ muduu. Cmmdn 20 dmda un pnhnomm f(x) entm x-¢ hnum nhtcner un 1: ‘:_(Unid'a’d IX)’ -

residuo lndependmntu dexel reslduu so.iguol a-fle). :
Teorema del {nctor. Un pnlmcmm f{x) tiend o x-¢ coma faetor sy ebla- 8 He) =
Teorsma fundnmental del algehra Toda equngion polmomlnl tix)i= CI de grndn muynr : _
fque cero tiene sl menps una roiz; rcui o canipleja, - Puncioney
Regla de los:signos: de- Dosoartes:- chln que nos:permite.en una couscion p-olmumlnl et w2 mindebtieag
" delerminar el:maximo pnmh]n de raives renles pusttwua @ negutivos. . . R | (Unidad X1y
Raiz real: Nisinero real que al anshhnr a x en‘una ecpacion polinomial la satirface,
Raiz Racionsl: Toda rix de lo Torma 3,2, b € ,b # 0
Ratz imaginaria: Tmln raiz de Ja forma a 4 bi
Raiz Trracional: Tods raiz real no racional,

Funtiones

Polinamia > L P Tgualdaid
S polinomiales :
Sumz
A
Operaciones Muktiplicanion Algaritmn
de la divisian

Divisian

Divigidm

sintdlica,
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13.1 Funciones Polinomisies

En la Unidud 1X estudingte funciones lineales, y en la Unidad
X1 estudiaste fusiclones cuadriticas y aprendiste cdmo resolver seua-
viotes lineales y cundriticas Entudiaremos shora, otro tipa de fun.
ciones que llamaremons funciones polinomiales, les que podemos es-
eribir como:

() il = e + s yx™ a2 F Lt omg

doiide 0 e un entero no ‘Hegatlvo ¥y a,,, Bne{; 8n-2,. .-uo aan i

meros realea o conplejos, A ‘tads uno de fos monomios ‘k"k &¢ les
llama término del polinomio,

Los coeficlentes Para el estudio de lag funciones polinomiales slo trahajiremon
de las funciones  con coeficientes renles o complejos, munque podemos tener coefi-
palinamiales cientes que sean elementos de cualquier olro sistema. Sin embargo,
801 elemantos pern lo que now interegn estudiar neerca de eate tipo de funciones,

delconjunto da .. nos concretarsmos sélo o cooficientes que sean elementos del zon.
junto de los ndmeros reales o complejos,
5i 8y # 0 decimos que ta funcién polinomiel (1) es de.grado
n y pedemoe decir que el grado de la funcion es el mayor exponcnte
que sparezca en ella,

{0ué valores Aunque aqui s X representa una varisble & la que pueden
puede tomar asigniracle valores reales o cumplejoa, hay partes.de la malemitica
tavarisbla xT . donde tiene otro significado por lo.que s menudo es conveniente ver.

a X s6lo come un simbolo sin un sentido espépifico unldo adl;

hacemos esto, los funciones polinomiales pueden eplicarse W upagran -

variedad de sisteman y of significado de “quedard detsrminado | por el
sistema particular que se eaté eatudiando,

Definiremos algunes operaciones con fincionzg pu]lnommicn ¥
para ello supondremos que en cualquier conjunto. finite de fincionea
polinomiales, afzdiendo coeficientes igunlen a cero, podemos hacer
que en todos ellay aparezcan lap mismas potencias de x.

Por ciemplo: fix} = dx* — 3x2 + 1 y gix)= 3x? - 2:5_ + x,

podemos recaeribirlas como
Fix} = 4x% - 0x3 - 3x? + 0x + 1
Yy gix) =04 + 3x> - 23 + x+ 0

224 '

Sean i) = 3ox" + apqx" F gn_gx“_z L )
glr) = bax" + bp_gx™ 1+ b_ga™? 4+ Lt by

en donde o), B EC  y  n EW

Definicién: [os fanciones palinominles ).y gix) son Jgualdad
igunlea y escribimos fix) = gix} si y solosi los coeficientes de | --de Funciones

potenciasiguales de x son iguales, es decir,

lo bn, 1 = bl, &8y = by Ry ﬂn_= hﬂ :

bef'min'ii':n:.La aima de flx) v gix)ee de.ﬁnr como” Suma-de
polinomios, . .
!tx;ﬂ!xl ={ap,. + bn)x"+(ln_1+b"_1}x“ 1+(an_g + B2 L fag + bg)

Como s¢ puede ver, los coeficientes de flx) + gix} aon la
suina de los correspondicntes cocficientes de fix) v glx), A partic
de esto, podemog ver que lu suma de funeiones pullnnmudeﬁ £ con-
mutnllvzt agotiativa y que hay una funcidn pnhnummi

0 = Ox" +ux"‘+ox"1+ 40
quu e nl clemunm :dunudnd pnrn Ju surma, yn que A

. f(x!
y U

I[A

a,,x +nn 1x“T+a 2xr'z+ ':i‘ﬂg__‘i
0x" +0x"'1+ﬂx-z+..._.'+0

fxd + 0 = fap + 00"+ fagoy + 0" + fageg + O + .+ (ag + 0}
Definicion de sumy de funciones polinomiales
ﬂr"(""‘nﬂ("'*'BrlZ“‘Hz"' - toag
: Ele.menms u.imndnd para lu s,

Hx) + 0.

También tenemos un inverso-para 15 suma que Ilnlhnmmo_s

- Hxl= ="+ apog ™ T F teagalX™? ot (-gg) | - Inverse pare
S S ‘ lz suma

asiy

"X"}' ("‘ﬁx) = s[un - anbﬁ“ _:‘f“_én-'-'l - nn_1}':.(-“'fj +(a"_2 -.;Bn_'.a.,xn--zr'i' . '[BQ-EQ)
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B + 00" A R D
4]

il

La multiplicacian de dos funciones polinomisles ee lleva a cabo
de ln maners nmiad splicandn las propiedudes de los ndmeras reales,
5i fix} tienc grodo n y alx) grado m, podemos escribir:

fx) = gk + oy X F B g™+ Lt ag
by X+ by g 8™V 4 b—gx™ 2 + L by

gix)

Entonces: . : -
(1) txd - gixl = abyx” M d {agbyey F g bl ™

we 13 g + aghyix + aghy

Purn. efectunr este producto, es:necesario que recuckdes los
leyes: de lod nxponnnws cuandn e multiplican potenciag de 12 misma

.hasc

) Comoan & 0 ¥ Em # 0 tenemos que opby ¥ 0 y porlo
wnto el grada de- fixl + plx) w8 n +m, lo gue podemos eseribi
comn la giguiente definicidn,

Tmplicn quet El grado del producte de dow funciones
pofinomiales ue no seen O, exigual o la suma de los grodos de
* las dog funciones polinomiales, {1

Ejemplo: - :
Siflx) =33 + 4x +1 ¥ g(xl 244 + x - lenton-
ees el thrmine de- mayor grnde on flul . q(x) gs Gx" pur lo Lanto
8| grada’del prodm.tu L PR ; :

Aunqua no' demoﬂt:urnmus nmgunn dc IIE pmplcdudcs dl: cam-.

spictad e cnmpa Ut 1o st

mulhpiicauvun 'y qua mln lun fum'mnnn; .

multiplicative ag! por lo que la funcitn palinomia g{x} = ag
tiene |o propiedad fix} < glx) = 8y + o} =1, Par tanto gix} cs
el inverso multiplicative de fix),

Podemon pgregne unn iltima propiedad gue dice:
si fix} + glx) = 0, entoncea flx) = 0 .6 glx) =

15.11 Algoritmo® de la Divison de Funciones Polinomialus

Sean @ y b, dos nimervs entoros b > 0, xisten dos aimeros
Unjeasry qtalesquea = b - g + r
endonde 0 <r <b, Enla divigion de o por b, ase llema dividendo,
b divisor, q cociente y 1 residun,
Ejemplo:

Encuentra ¢l cociente y el residuo cunndo 106 se divide per 15,

18 |15
15 1z
36
30
3

Euntonges el cocients es 12 y ¢l residuo 0, podemos eseribir eato.

come 1B6E = 16 + 12+ &
que cx cquivalenle o s expresion 8 = b - q +

Usemos ahiora el algoritmo de la division pars funciones po-
linomiales.
Ejemplo:

Encuentea ¢l cociente v ol residuo euanda x4 4 3x? - 16
se divide por x1 + 2x + 1

Eecribitnos primnero ¢l dividendo coma

x4+ Dx3 4+ I+ Ox -~ 16 y
efortuamas fo division de |n siguiento munern:

Tkt 4 Oxd b 3@ + Ox - 1B |7 4 2x +

x* + e+ —2x+a
"_—_2_::—1_2}7+0x-
I NELDAR IV ey
! Bx? + 2x ~ 16 -
a1 + 12x + B
- 10!-’-22

numar o4 Inclo-ardbigas, . .

Bemnsﬁacibn
del invarso
multiplicativo

3
s

. |garitma ss al nombro dodo o cualqular prncndlmlunlu de ctdlculo, El nombre proceda dol
mutemdtl&:n drsbe dal siglo [X° ilampdo sisHuwarlzmi guisn escribid un libro umllcandu ol uso de lgs
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obtenemos qiy) = x2 — 2x + 8 y  tix) = —105’51: -.22

Al hacer o division procedimos como lo hiciste en ¢l madulo’

14 de 2 unidad IV y comoe en los enleros podemos r.aﬁ"n.hi téli'vi_-.
asitn come IR
x4+ 3 16 = 0+ 2x0H ) (X~ 2x A 8) kT

osen afx) = b(x) - glx) + elx]

En general & #x} vy g_{x]l gon. dos funeiones plin?i' igl'e.a ¥y,

- glx) 2= 0, existen funciones polinemiales anicas gix) y Hix talen .

que flx} = gix) » qix} + rix} -

donde rix] = Os5i glx)es fuctor de fix} o el grado rix) :cs"mcncl:r
ul grado de alx) si gix} no &8 factor d_r:_flx).

Ejemplo: ’ : i

' Encuentra of cociente y ol reslduo cuanda - x4 — §x2 T.ax-2

“se divide por X~ 3. . ;
Facribimos el dividends comox% — 5x? + 0x? +idx ~

y efectuamos la divisidn, S

x"—533+0x1+4x-—2Lx—-3 :
x“—axi K — 2% - Bx =14
- 2x + Ox
- 2x) + Bx?
- 6x7 + ‘ax
— 6x! 4 1Bx
-~ 14x = 2
=~ T4x + 42
- 48

Luego, ol cociente en x® — 2x1 — gx - 14 y ¢l residuc es — 46,
La division de una funcién polinomiul por atra funcién poli-
fomiol I podemos resumir en los pasos siguientes:

L. e acreglan los 1érminos del dividendo ¥ del divisor ¢n poten-
cias descendentes en fa varlable x, s no aparece algunn po-
teatia de x e wabreentivnde que of coeBciente del rmino en
dicha potenciu es 0, o

2. Se obtiene el primer términa del cotiente dividiendo el primer
términa del dividendo por ef prinier término del divisor,..

Lz

3. Se multiplica el divisor por este término del cocients y est
" -producto e reata-del dividendo, SRS :
4. - ‘El residuo de esta resta junto con los términos no usados del
. diviaor, se.usan como un nuevo dividendo "y ee repiten loa
o 'Pﬂﬁ&‘.3d¢?l_ 2 a 4 obteniendo cada ves un ‘nuevo :lélﬁqﬂno del ..

Diviatén. Sintitica - - -

" Algunss veces es necesario dividir un: polinomio en X por bi.-
nommios de-la forma x — c, ¢ € R, Cuando tenemos este caso, el -
trabajo de la divisidn, se simplifics mucho ol uzamos el proceso lla-
mado divieldn sintética el cual. ilustraremon mediante el siguients .,
jemplo: : _ s f :

Sielpolinomio 2x% ~ Bx¥ + 3x? ¥ 2x -1 -,

se divide por x = Z dv Ja manera usval, obterigmos; . - e @ .
C A S A 2 xR C : )
T o2xt =~ axd o X
- Kt 3t R v
!.-- x4+ 2x1° N o :
' x4+ Ix
- 72x
4x -1
ix - 8
7
Si hacemos esto miemo escriblendo auh_lmantl; los coeficientea @
de cada término, tencmos St

2-B+3+2-1(]1-2

2 -4 : 2-1+1+34
~1+a
-1 42
i 1+ 2
1~12
4-1
4-38
7
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De.lu forma untenur vemos q'uc his. expresiones rl:pf..lldli:i que

-'=.corrcapondcn a'los términos -2x4, =%, x? y dxse pucden aupri-
~rmir win. dat Jdgar'a dudos, y: también éx innecesario bajar log terminos
“3x1, 2%y — 1 del dividendo come estd indieado, 51, eliminumos
'faataa rt‘.peliclonea Ia furmu nntcnor qnudu ‘ '

Cnmu BE hun ehmmudu lua I;cmunus donde mlcmcnc el cor-

'jf'n:::ntu de’la el rhvmur, ehmmnmos rl 1y muvanmn lndtm los
“ nlimeros ]'mcm orribi quedando lo algmcntc

-2~5+3+,2-~-1|--2 _

-4+ 2-2-8 2-1+4+1+4
“1+ 1+ 447 ;

Si ahora bejomoa el pﬁmer cocficiente del dividendo al prirm:r

lugar de o dltima filo, los primeeos coeficientes de esn fila gerin

2, -1, Ty 4 quc no son otros que los eocficienies del cociente y ol -

numero final 7 es el residuo, Eliminando los cochcientes del cosien-
te, el arreglo-quadn
2-65+3+12-1
~4+2_2_8|-2
2-1+1+4+7

Del eaguema onterior vemos que cada elemento de 1o segunda

* fil, se obtiene multiplicando e elemento precedente de lo tercern
“fila por' 2y después restamos este. praductn del correspondiente

alemento de la primera. fila, Paro evitor tener gue-lacer cstas restos,
podemas eambinrde de signo 1 -2 y entonces cuandn usamos ef
proceso anterior; log signos de los clementos de lo segunda Tila sps-

recen cambindos y, por:lo tanto, para encontrar los elementos de lz
tercern fila-sumamos el nimero que entd arrbn de cods uno de elios

.

[N

- )
coclente

con ¢l correspondiente de ln primera. filn. Haclendo este cambio
tenemos .

2-5434+2-1

4 -2 +2 +8 2
2-1+1+4a+7

Luegu, los primeros nameros de la tercers ﬁln son los coafi-

- cientes dg omentu Y el uhlmo niimero te ¢l residuo, Asi podemos

Zx'-‘ = + x _+ 4 -y_rasiducn =17

anlerigr también, podemos ver que «l grada delcociente

':_'-;‘uwmprc ed menor en una unidad que el grado del dividendo, y que en

divigién .2l residuo wiempro. es independiente’ de "X, es

—ﬂnmr una ‘onstante,”

" REACTIVOS DE AUTOEVALUACION

Lo S =20 - 3+ 2+ 1
y plx) = 3x3 4+ 4x? + Ix + 1
Encuentra

a) fix) + gl
B) Eixd - gix)
&) fix) - pix
d) o gt

2,  Lneueatra o] cogiente y el residoo cuande 2x4 - 3xd + 6x
+ 2. e divide por %7 + 2x — 1, Exprean el resultado como

fix) = glx) « qix} +rixh

8, FBn loa siguientles problomas uga divieidn. sintética para encon-
trar il cociente ¥ el residuo s el primer polinomio se divide
por el segmido,

gy a3 -3+ 2w~ ;o ow 2
B 3 4+ 2 -1 ;w1
) X - xd + 2 cox + 1
d) 3 -2 +6x -3 ; x-3
) -x% 4+ Bxd -3+ 1 x+ 2
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20 + 3x - 2 Px- 1

3
X'~ 3x + 2 Pxt 2
Bxd - 1 ;o x+ 3
%3+ axt + x + 3a ; x+ o
2x? — 2a%? + 3adx — A8d; x - w

En los siguientes peoblemus encuentrn un valar de K- de tad
manera que ol dividiv la primera expresion por la ugunda el
residuo Lenga ef valor qua se indica,

2x3 - 3x1 4+ 4k x -2 residuc 12 '
x ot 2% kx + 3k 41 residuo

: &
x4 kxl + 2ex +30; x + 3 ; residuo = L

1
2
3

Madulo 14

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al (an'ninnr de eal:udinr este modulo, ¢l alumno!

Conﬁrmm el teorema del residuo en difzrentes funciones polinomiales,
Confirmari el teorema del factdr en diferenten funciones polinomiales.

- Graficard funciones pnlmorma]ea utilizando:divisién sintétice,

Algoritmo
de la
division

ESDUEMA-RESUMEN
Funciones
polinominles
Grifica
Teorema del
tesiduo
Su
estudio ¥
’lcummn dcl' i
I tor: .
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14,1 Graficas de Funciones Polinomiales

Un método sencillo nes permite canocer las coordensdas de

algunos puntos de ln grafien de una funcién pelinomial; el diagramar |

un nimere saficlénte de-eatos puntos-y unirles mediante una linen
Buave nes proporcions na-idea. bastante. clara de dicha grifica; en

algunios casos podémos dp’_lni'ini_nqi'_ con relativa facilidad loé%'ccrua de
la funcidn y. ant ‘oiros, étey rafces pueden determinarse con la apro-

ximacién que.se desce. Pura. describir el étade, es necesario que
primero estakilezeamos algunes propiedades o caracteristicas de estay
funciones.o bien del polinomio al que represente f{x),

14.11 Teoremu-del Residuo 4

5t un polinomio, ;fix). e dividé por un Linomio de la
forme % = ¢ entoncesel residuo es f{e).

Do acuerdn con «l nlgnriﬁnp dela divisidn pars polinomios -
fx) = (x ~cl - qlx) + ¢
¥ cuando hacemos x = ¢ tenemos

fle) = {c — ) + gic) + r

rlectnando
te) =0 qle}) +r
fle) = r

.. Ejemplo: Confirma el tearems del regiduo para

f) =¥k 2l - 2 - B0 ¥y e=5

‘Soludién: -prilﬁera.'dnlcm'{inninna 15) por sustituién

wi #B) = (5 + 2. (5)1 - 2515 - 50
f5) = 126 + BO - 125 — &
fi6]l =0 =

Pora canfirmar ef teorema dividimos ahora T{x) entre x — 5,

- ol residun debe ger 0.

1+2-26- 50
+ 6 + 35 + B0 b
14+7+10+0

que es lo que deseibamos confirmar,

1412 Tonmtu del Factor

U.n 'p‘_;.iindniia 1{x} tiene un factor x — ¢ 5 y wdlosi fle) = 0.

Denuevo nos auxitinmos del algodtmn de 1a division

f{x'il;_ {x - ¢l + alx) + ¢

paro c'nm:c'l'_ t = f{e), cntonees

fix)

[}

{x ~c} - qlx) + tic

&n.estn igunldad ce ficil notar que &i x — € cs un factor de
fix, es nesessrio gua flel = 0,060

fix} = {x - ¢} - qix}

y que reviprocamentr i fle) = r = 0 entonces x ~ € csun foctor
del polinomio #{x).

Ejemplo: Prusba que x = 2es un foclor do fly)= x3 —4&4x33 3x+2
Sclucion o) Usando la sustitucion tenemos:

fi2) = (212 - A2y + 342} + 2
#2y=8 - 16 + 6 + 2
H2h =0

Luegn, ol el residun es 0, entonces x — 2 or fuctor de 1ix),
Salucién b) Utllizande division sintética tmemos:

1-4+3+2
+2-4-2]|2
1-2-1+0

Comanr = Bconcliiman qur % — 2 ea factor de fix},

&
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1413  Teorema Fundamental det Algebra

Toda ecuscion polinomial flx} = 0 de grado mayoe que
cero, Hene al menos unu ruiz real o compleja,

Este teorema sunyue fundumentul por su importancia no ok
ey posible demastrietelo en forma clemental, por fe que nos conere-
tamoz a enunriarln, Sin emburgo, lo usaremas paru demostrur una
propiedad acerca del nimero de rajees de unn ceuacidn polinomial,

Toda ecuacién polinomial de lo furma
fHx) = ga” + o™ + L+ ag =0, B =PU

litne exuclamente n rafees,

Demostracion: partisndo del teoremu fundumental nuep'lnu:u.vs_
que flx} =0 tiene al menos unu roiz, Unmémosin €1, entonees el
teorema del factor nos permile aficmur que x - &y, es factor de
Hxl por lo que

fix} = (x — ¢} + q,lx

Siendo q, {x) el eociente de divini{m_ f{x) entre x —t:, un
polinomio en x, existe un valor de  pare of cunl g (x) = O;dea tae
valor x = ¢; por lunio q,ix) = (& = 3} - ay {x)

Siendo g4 1x] el cociente de Y divigion de ) [x)entrex - 5 entonces
flx) = {x — ¢} {x —cq) + gaix
Eate proteso podesion contingurlo Justa yue

Had = {x = )] {x = e} v Ix = cy) « gpulnd

¥ ya qur en eeta cxpresion existen n fuctores (- ), g, 0%} debe
aer [n constante @ por o gue

fixl = aq 05 = 6] [x =~ &) Ix ~ eg} s 1% = £4)

en donde cads ¢ ¢s un cero de ﬁid.

Como en esta expreaidi Hx) = 0 i y sélo ol »'toma el valor de

una Cl conclulmos que H{x) tinne n.ceros y sélo n ceros,
De lns propiedades qic estudiaste en el pirrafo antetior, po-
demon conclulr que en una funcién potinomialy = #{x)al ngignar 8 %

una veloe, el correspondiente volor de y lo podemoe conoeer va.,

liéndonion de In division sintétice, ya que ol residuo cn ests operacin
€8T =y, 0 sea que cuando x = ¢ tenemos la siguients situscion:

i

y = fio)
pero como - e} =t teorema del residuo
entonees .y = ¢ propicdad trangitive de igualdades
Ejexﬂuplo_:._‘; . '

© Sea flx)= 26 + ¥ = 3x + Buna funcion imlfnnmin],l tens

gamos por meta #{2), es decir la ordenada del punto &n el que x.=2,
Usendo fa divistén sintética tenemosa: '
2+1- 3+ 5
+4.4+ 10+ 14 |2
2+8+ 7418

H2) = 19, el punto tiene por cordenadas (2.19)

Este hecho es el que nos permite tabular de' forma simple y
llegnr de este modo n la-grafien de |a funcidn; sin embiargo, el proceso
se simplific abn més coando logramos delerminar un intervalo en el
cual estan incluidak las rajees reales,

Para ello nos volemos del siguiente hecho cuyr demostracion se
omite, '

Cuando dividimas mediante division sintética

Hxl = apx" + po1®® ™+ 4 L agentrex — ¢
con - By > 0

1. Sie> Oy todos los nimeros de o tervern fils son positivos,
entonces ¢ ea mayor o igual que cualguicrs de las rafces de f{x} = 0,
2, 8ie < Oy los signoe de |a tercers fila son alternados, es decir
uno positiva y el siguiente negaliva y asf sucesivamente, entonces
& es menor.o igunl que cualquiera de las rofces de Hx) = 0,

LComo
abtenemos el
niimero de rafces
por medio de
divisin sintética?
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“b) Erguentra un nimero ¢ que sea menor o fgund que cunlqme.rn

‘ay.  Buscn un nimero o quc sen mnynr o 1gunl e lndnn las eaieen

de . %3 + Bxi — 9x — 24 =

_'de lua raices.de x-’- + 6xl. - - 24.= 0,

‘Bolucidh ) Sea ¢ = 3: ‘anlonncs

14 6- 224
+ 3+ 24466 |3
1+ 8+ 22+ a2

=15 0,350 ylodos los nimeros de la tercers fila- son

.'_posll.wua Luego 3 es mayor o igual que mmlqumm de qu raices. de

“x3 + Ex’ ~ 2 24“0..-

;Sulucmn b) Sea e :—B: B

1+5-z—24-

: -"{‘.Lucgo -5 ::s nienar ok lg‘uni que. cualquu.r rmz :h.

Xt Bt — Px— 24'= 0.

-»chmplm'craﬁf;ar- i) -=.~_x=f+ 6x? - 2x - 24

En e} ejemplo-anterior se-vio qioe lusrdices de by ecuaelén que -

“resulla-al hacer: ¥ixb =0 en- dich igisldad esldn contenides en
~8 € x € 3 usto significa quesix > 3.0 x.< -6l grifica dula
Clangidnt{kl=xd + Bxd -2k — 2410 tocael vje, X+

Medionte divisién sintétiva, conslruimas lo siguiende tabla de
valores, '

x -7

-108

—ag | -14 T8 |16 [-24 | —20] 0 | &z

[=]
[=]

y graficumns®

* Dbaurva qu

238

o an osta.ejemplo: sa hen usado escalas diferentes para los dos ofus,

. Figura 1

Ejemplos
Grafica Ja funcién polinaminl definida par

fix} = x4 - 2x? — T2 + 10x + B

Dt nuevo ronatruimos |o tabla de valores usande division sinlética,

Y
*®
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En cste caso sblo vna de las raices ¢s un nimers entero si
x =2, ¥ = 0,sin embargo, usta tabla de velores nos permile localiver
el reato de las raices; observa que al pasae x de =1 & 0, f{x) combid
de signo, y para que se pruduzcu este camnbio en y es necessrio que la
grﬁﬁca cruce el eje X, un ndmero impar de veces enlonces uns reiz
estd entre=3 ¥ —2, atra entre —1 ¥ O, una tercera entre 5 y 3
siendo la cuarta x = 2,

v

—-ml

Figurs 2

Efesplot Graficar fix) = x* + 2x) - 7x? - Bx + 20 °

X | —4 | -3] «2 | -1 a-| 1 2
y | B8 8 <} 20 2058 | 8| 68"

w

Se presenty de nuevs el o en gue lu e no toea el we X
vato signifien que Jus rajees de k4 + 2x3 Z Tt - 8x+ 20 =0 .
son nlmeres complejos. Lu determinaeion de rufees complejas asi

Figura 3

camo lo'de bus reslus no-enteras, te serd presentado en un pireafo

‘m‘;lLrlur a tyte,

REACTIVOS DE AUTDEVALUACION

L Grufica i siguientes funciones con el dominio qoe se eape-

vifien;

u) Hx) = x?
b) fix) = x?
€) fix) = x?
Uy flx) = xo
¢} f{x) = x3
D fx) = 0
g) Hx) = x4
i) fxp = xe

—19x=+25x-5;— £ x <

- 10x* + 26x - B; -2 < x <

- Oxt + 16x + B -B < x <

+ x3 - 18x); -6 £ x < 4

+ 9x3 + 12x2 - 28x — 48; -7 < x
~ 13x? + 48x - 46; 0 < x < B
+ o4x? - 12xd - 320 - 17; -

=~ 4x? - 12x? + 32k -~ 1%}

=
._55_

1A

na

L
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‘Modulo 15

- DBJETIVOS ESPECIFICOS

Al tzrminar de estudioreste madale, ¢l slumaa:

1, * Detérminaed oy factores de 20 y e 30 en una feocidn polinemial dada: 2% +
E Dna.1)(n-1 +..+ax oy, Bﬁ #* 0
3, Uilizard I divisifo sintélica pars determninar lan roices ravionales de fusiciones

L.
“polineminles dadae,
3, Aplicart lo regla de los sigaos de Desenrtes parn simpliBear I detorminncion de
“rajces rueionales an funciones polinomindes dudas.

ESOUEMA AESUMEN .
Funtiones Determinucidn
polinamisles ‘ de rafees
3
Delerminaridn Raiees
de factnres T racionlas
- Division -
sintélien
Regln de los Rafces reales
signos de positivis v
. Desenrtes, | negativas
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Hagamas f{x} = x“ + 31 4.1 : entre 2 y 3, Conatruimos ln gréfiea de #{x) = x3 - 2x2 - 2
El nivnero de variaciones de s;gno en fix) es 0, pnrlo tnto ugando |os puntos que scabomos de obtener por divisidn asinlética y
do scverdo con I regly dé lov-signos de Descartas, el nimero de _ - gue son:. (2, = 2}, {3, 7) (figura 1 en papel milimetrico),

raices positivas es 0.

£l ! ittt
Encontremos  f{-x} rsiiidsis
fl-x) = 2(=x14 + 32 + 1 5

i T

f{-x) = 2ut + . 3x3 + 1 i

El nimere de variaciones de 5|gnu :nf(-x]na D, porlo que el _“133‘:
niimero de rafces negutivas es-0, : 1

~ Cémoa una,zonscucncin del Tcnn-.mn fundamental del Alg:brn.
cata ecuacidn:delie-tener 4 rajces. ya qun e de 4o, grudn‘ gin. em-
“bargo, no tiene taices roales ponlﬁv&a nl:nigativas o cero por lo que’
cunclulmns que suy shatrg rufees deben ger imngm:mnn.

:
th
1
It

==k g oy

_lﬁ 2 H.a:cu lmmumlui

i
“Utilizando - ; Cuandu una ecunc[un pohnumml tieno rafccs |rrnc1unalt.a, po- . it A : :
ol método gréfico demos encontrur detus con: ‘¢l grada. dv exaclitud que so deyac nuando. el :
[ q s
sncontramos.. - el método guficu. date m:todo catu basad en que sl dois vilares de ) Shisi
fes rafges., . ., la variable eqtdn _muy proximoi uno dé utm 1 gribed entre ellos s¢ ahlEaHh
o pucde constderer una ricts, HTiHs
Ejemplo: - - . HE
@ : Encontrar con npmximuuiun de tres cifros decimales, uno rafz Los d ] ) I:h
jreacional de la ecumn;n'n x} —2x2 -2 =0 QEB 313 punl?s‘ 4C unie- _1.[1
¥ ! il
Usande divisidn sintitics lncnlizamus enlee qui cnlcms can- ran m 'anl? e hnL‘ﬂ recla, i
: sacl.ll.woa lizy una rafz, - - - . . y enlo prafien observamos =
: : “que Ja reets cruza el afe X
M- 24+0-2 . . entre 2.2, 2.3 & 2.4; caleulo-
1 =1 ‘_1 1) = -3 mos dos nueves puntos por
1-1-1-13 : o dunde pase la grifica, vaundn oy R
: los valores 2,2, 2.4 6 2.4 6n lu
1-24+0- 2 divisian sintetive tenemns; Figmra |
+z+o+n|2 flz2) = —2 '
1FO+ 02 1-2 +0 _2
T-2+0-2 : . 22 044 + 0968 ;2.2 1(2.2) = -1.032
+3+3+9l3 flal = 7 . 1+ 02 + 044 — 1,032
¥
1 14347 1-2 +0 -2
_ : s .
Como- 1(2) = -2 ¥ H3} = 7 hoy coando merox una miz - 23 069 + 158723 f(2.3) = —0.413

1403+ 069~ 0.413
254 . : .

o]
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(4]



P |r‘e‘pa rato ‘ria Disponible an

Preparatoria Abierta Online

a ‘bl e I'ta O n |||| Ne | www.prepa-abierta.com

1-2 +0 - 2 .

24 + 096 + 2.304 | 2.4 1(2.4) =:0.304
1+ 04 + 0.96 + D304 '

Luego, lu gealies cruza ol cje X entre 2.3 6 2.4 cun el ubjeto
de gue lu aproximacién sea mayor, usaremos una escala 0 veces
mayor en el gje X que o el gje ¥,

P'ara consievie lo gedfics usamos los puntos (2.3, —0.413), (2.4
0.304).

Usuremos solumente la region de plano donde se loculizun ey
Ao pusslog, (ver figara 2), '

Migury 2

En la grifics obsrrvamos gue ls recta cruzn el gje X entre 233
0 230, Usunnos estos vidores en lu division wintitico,

1-2 + 0 - 2

2,35 0.8225 + 1.832876 | 2,35 ¢(2.35) = —0.067125
1+ 635 + 08225 - 0,067125 :

1-2 +0 -2 ‘
2.36 + 08496 + 2.005066 | 2.36  1(2.36) = 0,005058
1+ 0.36 + 0.8498 + 0,005056

Construimos o grafica.usando los puntos (2,35, —0,067125),(2.36,
0.005036),

En este caso tumbién usemos esculss diferentes en cada eje,
(ver figura 3).

fi
it BH A
[N H
T H

gl

= _E 53

] T
i i S iﬁf' :
ik T B I

Figura 3

En e gralica observamos que la rects cruzs el eje X entre
2459 y 2860, por lo que podemos considerar el volor de la iz
©omo una aproximacion aceplable a Wes cifroa decimales, win em-
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ité;hargo o8 mnsmﬂ [{raﬁc _n°? pu‘” de vir, purn uprﬂxlmnr'e] vntnr dei

~la rafz una i «qua’se observa. claromenta que la
“racts cruza of e X &nix npruxnnndnmuntr 2. 3593 ¥ B pruhnmos
‘eate valor; por.media’ de la divisién sintétion encontramos que el

“resiio. es igual 2 20] 0000"99 osen -

1 l2.3593) =0 0000299

Lungo, podemos voncluir que unu de as rajees de lo ecuscion
con oproximucian a tres cifras decimales eas 2,359, .

Si la ruiz 30 necesitn aproximar con mis cifras decimales, se
sigue repitiendo el proceso de la divisidn sintética v ee-grafica Lantay
VLS GOMO S8 NECESIrC

REACTIVOS DE -AUTOEVALUALION

Las siguientes ecunciones ticnen- 2 Fifues imagloorias y los restantes son rcnlca.
Encuentra todassus rajees,

n) x4+ 283 + 22x - 12 =0
byax? —3 =0

] X’"%*"‘*’x--}z—:l}'

dy x3 4 %%;+§-x+ 20

g) ¥% = ¥} S Nl wx e 2 =0

Howt - 2%+ ¥ +2x -2 =10
g) fxt —Bx¥ 4 19x1 4+ ;¢ -6 =
Wy 2x8 - x4 - 2% 4.2

Demuestrn que Ja ceuucian 2xé +.3x3°+ 1.= 0 Iu:ne cuatro’ pafuey |mng1nann5,_
Demuesirn qua lu councion 3x7. 4+ %3 4x ‘i_'- 1. = Otinne snferiived lmnqunuﬁ
Demuestrn que:la ecuodion3xs + 2Zx1 -+ 3 = Otidie snis rnu,rs imaginariss,
Encuentra con tres cifris docimales o rofs que estd entee 2 33 en lo oeuacion
®3 ~ % ~ 9 = 0.Con la raiz ohtenida ealculy tir).

Encuentra con-tred t:lfraa decimales la iz que rslu entre, -2 y ~3. con lu eouneinn
X+ ¢ + 720 =0,/ Con'tr raizoblsnida calenla Fr) :

Fneurntra son cunten ‘eifroa hécimeles i raiz que eati entre-] v, 2 eit la eenncian
X3+ 3*: - 2” -5= 0. Cun ln rnlz obtenida t.uli.ulu 1r, ’ :

. “Encuentra con 4 c:!rua decimales fa raiz que estd entre 1y 2
cada, [T B

o, Cun Ja rid# obtenida caleula flr).

-en. 1a’ ecuzcion
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ALGEBRA

Florenge M. Lovagtia
Merrit A, Elmore
Donals Conway
Herla, 5. A, de C, V.
1872

INTRODLCCION A LA MATEMATICA MODEBNA
Eloridga P, Vance

Fando Educativo’ Interamaricana, S, A,
1968,
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1

A

5}
c}
d)

Paneles de verificacion

1

Conjunto de Problemas X11-13.

Bxd + 2% + Ax + 2
S LI U ; : :

Bxt — x$ 2%t + Tx> 4 Bxd +An + 1
-2+ W 22— '

cociente = 2x? - 4x + 7

* residuo

=-12x + 9

2ef -3t B+ 2 =+ 2~ 1) (200 - 4x + 7))+ {(-12x + 9)

1)

b)

]

d)

cociente

residun

coiente
residuo

cocienle
residuo

coniente
regidug

cocientes
residun

cociente
reaiduo

votiente
residuo
cagiente

residuc

cocicnte

_ teaidua’

[[|] tn nn nmia o nwa

It

It

nol

.
A1 - 11z + 24

—48
Ixd 4+ A + Hx + B
4
-} b X2 - 2x + 2
o
3x1 + Ix + 27
78
~x3 + 7x! - 14x + 26
48
2x + 4
0

27 a3
Gx3 ~ Bx? + 21 4 - 22
x3 — Bx zx 3
295
a

BExt « 18x? + 4Bx? - 135x + 408

=1216

A+ 9
2
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Noi: Coma su solugion es grificy; s dejn-para que ol alumnio |a compruche: -

262

SR docignle= 2x 4 33

Croidudo = —ad. T
4, o) k=2
T hyK =10,
o) k=0

.('_::-qm;l.x_n.h:é'g dcl'mhlumnnXil “14-

L

D

g 1,6} ,
il 3
0) (-2, -1, L 1 _
0 (-3 -2, 3.1
D (=2, -1, 2, 3)
by (-3, - % 3. 2

iy =i, -1, 2]
1
.E,I—El,1+2i)

Conjunte de Problemas XI1-16
Loow) - 3+ %;Jﬁi.—%—%wfé_ai)' o
S PR V- T S AV R

= oo

)= Bus + a3 + 3

d) - A A I
(=1, 2 4 -1

O, =11+ 11

B it - Lo+ z2,1-20

RORCANR R

Sfle) = 2t + 33 + 1 cambios de signo 0
tHeox) = 2xd + 3x3 + 1 cambios de gigno 0

.:!St.)i:'-.tnﬁln| no Hene raicea realen y siendo de 4o, grado sua 4 raices serdn imaginarias,

Hx) =37 + % + x + 1 cambios de signo O
"H=x) = =3x7 ~ x3 - x + 1 combios de signo 1, por lanto, tiene una raiz
real negativa y aiendo 1o ecuncion de To. grado s 6 restantes serdn imoginarias,

cambios de signo 0

fl=x) = 3xt + 22 + 3 cariibin de signo 0

por-tintn, no tiene rajeea renles y sicndo la cevacian de 6o, grado lus 6 raices serin
imaginarine,

r = 2.240 f(2.240) = — 0000678

¢ = — 2.468 fi-2.468} = 0.011078

r = 1,3300 £(1.3300) = 0.000683
= 1.1642 f{1.1642} = — 0.0006416





